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RESUMEN

En este articulo se demuestra que en un modelo simple de determinacién de
la renta, cuando se tienen en cuenta funciones de consumo lineales, la tasa
de variacién del producto interior bruto (PIB) es igual al cociente entre el
incremento de la inversién y la suma del consumo exdgeno mas la inversion
inicial. Esto significa que la pendiente de la funcién de consumo no influye
en la tasa de variacin del PIB y que lo relevante para esa tasa de variacién
es el consumo exdégeno y la inversion inicial.
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The Variation of GDP in a Simple Model of
Income Determination

ABSTRACT

In this paper, we prove that in a simple model of income determination,
when taking into account linear functions, the change rate for the gross do-
mestic product (GDP) is equal to the quotient of the increase in investment
and the sum of exogenous consumption plus the initial investment. This
means that the slope of the consumption function does not influence the
change rate for the GDP and what matters for this variation rate is the
exogenous consumption and the initial investment.

Keywords: Macroeconomics; gross domestic product (GDP); model of in-
come determination; growth rate.
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1 Introduccion

La tasa de variacion del producto interior bruto (PIB), aunque es un concepto de por si claro,

plantea la siguiente pregunta: ;a qué equivale la tasa de variacion del PIB, o AY/Y?

En este articulo se expone una solucién a esta cuestion, derivdndola de un modelo
simple de andlisis de la renta; esto es una aportacion original, porque, segin nuestro
conocimiento, no hay ningiin manual donde se aborde este tema. Permitasenos resaltar que, al
tratarse de una demostracién personal sin referencias previas, no hay bibliografia a la que
acudir para tratar sobre esta demostracién, pues, evidentemente, no seria una novedad. Por tal

motivo las referencias bibliograficas son necesariamente minimas.
El enunciado a demostrar es el siguiente:

La tasa de variacién del producto interior bruto (PIB), en un modelo simple de
determinacién de la renta (Y), teniendo en cuenta funciones de consumo lineales con
pendiente positiva y menor que la unidad, es igual al cociente entre el incremento de la
inversion y la suma del consumo exdégeno (Cyp) mds la inversidn inicial (I); es decir, su

férmula es:

Aunque la inspiracion de la pregunta proviene de la Teoria General de Keynes (1989:
126)", se sefiala que la enunciacién y la demostracion son totalmente ajenas a su teoria y que
no se pretende entrar en ella ni establecer cuestion ni critica sobre la misma. Se presenta una
demostracién y se extrae de ella determinadas conclusiones ttiles para la préctica politica del
crecimiento econdémico y del empleo. Asi pues, el articulo pone su foco en la demostracion y
se ruega al lector que se centre en la exposicién y permanezca al margen de lo que dijo o

pretendid decir Keynesz.

" En la nota 2 a pie de la pagina 126 de The General Theory, Keynes indica: «la razén entre el cambio

proporcional de la demanda total respecto al cambio proporcional de la inversion

C
_AY Al AY Y-C 1-%

Y T~ Y ay—ac p_4”
dy

% Keynes ya tuvo tempranamente inquietudes para analizar la mejoria del empleo en Keynes y Henderson (1929:

112-116) y en Keynes (1933: 340-341).
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2 Demostracion analitica

Se considera el modelo tradicional:

Sea una funciéon de demanda agregada (D) que, en equilibrio, es igual a la oferta
agregada, es decir, al producto agregado (PIB); a su vez el PIB es igual a la renta (Y), o
retribucién de los factores de la produccidn, porque éstos son remunerados del valor del

producto agregado. Asi pues: D=Y.

La funcién de demanda agregada es la suma de dos componentes: el consumo (C) y la
inversion (I); por lo que: D=C+I. Pero como en el equilibrio la demanda agregada debe ser

igual a la oferta agregada (es decir, D=Y), resulta que Y=C+I.

Adicionalmente, se considera que el consumo es funcién de la renta, C = f(Y). Esta
funcién tiene pendiente, dC/dY, positiva, constante y menor que la unidad. A su vez, se
consideran funciones lineales, C = Cy + cY; es decir, dicha funcién consta de dos elementos:

2 3 . . .
un consumo exégeno constante’, Cy, y un consumo inducido por la renta, cY, siendo ¢ una
constante que actda de factor de escala sobre la renta e indica una cierta propension al

consumo de esa renta.
La inversién es una variable exdgena, 1.

Sustituyendo y operando en todas estas ecuaciones, una vez logrado el equilibrio, se
sigue:
Y= Cot+cY+I]
Y-cY=Cy+l
(1-c)Y= Cp+I

Y:L(CO+I)
1-c
Y=m(Cy+])

) . 1
si se usa la notaciéon m = T

Los montos de estos componentes, alcanzados al final del periodo anterior, son los que

se consideran los iniciales para el siguiente periodo, que es el que se va a analizar.

Asi pues, manteniendo el valor de estos componentes iniciales (Cy+I), se afade

exdgenamente una inversion nueva (Al), cuyos efectos son los que se pretenden analizar.

3o« S . .
Exdgeno significa, en este modelo, que no proviene de la renta del periodo.
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De las igualdades anteriores y tras incrementar sélo la inversién, se deduce que’:
AY =m Al
La tasa de variacion de la renta al final de esa adicién es AY/Y, cuyo valor es:

AY_mAI _ m Al 3 Al
Y Y m(C,+D C,+I

que es lo que se queria demostrar.

3 Ilustracion grafica y demostracion geométrica

La férmula (o solucion) recién deducida en la seccion anterior se ilustra geométricamente

mediante la Figura 1.

PAL

\4

Cotl | .

Figura 1: Incremento de la inversién y nuevo equilibrio, resultando que Ay _ Al
Y G+

Se denota por «E» el punto que marca la situacion inicial y representa el dltimo nivel
de renta alcanzado, cuya condicién de equilibrio es Y=D. Por tanto, se encuentra en la

bisectriz del primer cuadrante: OG=GE.

Se traza por «E» cualquier recta de pendiente positiva y menor que la unidad (la cual

representa la demanda agregada), de modo que el punto de corte con el eje de ordenadas es

* Esta expresion coincide con la dada por Keynes (1989: 115).
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«A». La pendiente de tal recta es «c». OA representa el nivel de consumo exdgeno mas la
inversion exdgena inicial (Co+l) que permite que la renta, Y=0G, alcance en el equilibrio el
volumen de la demanda agregada GE (OG=GE). Por lo tanto, la ecuacién de tal recta es

Y=Cp+cY+I.

El punto «A» es de lo mas importante en esta demostracion geométrica. Determinados
«A» y «E» se conoce implicitamente la pendiente «c» de la recta que representa la demanda
agregada (y de la de consumo). No obstante, esta «c», que se tomé arbitrariamente, es por
completo irrelevante para el resultado de la demostracién. Asi pues, lo tnico decisivo es tener
determinado el punto inicial de partida «A», pero para efectuar la demostracioén se necesita el

apoyo de cualquier funcién lineal de demanda agregada.

Supongamos que, sobre la situacion inicial, se origina un incremento exdgeno de la
inversiéon cuyo monto viene representado por el segmento BF, del cual resulta al final el

incremento de la renta GH; de modo que GH=EJ=JF.

Debido a la proporcionalidad de los tridngulos semejantes OAE y EBF se puede
establecer la siguiente relacion:

BF _EF
OA OE

Los tridangulos OGE y EJF también son semejantes, por lo que:

EF _E] GH
OE 0G 0G

En ambas parejas de tridngulos semejantes se obtiene el mismo valor de

. . EF .
proporcionalidad: OF' Asi pues:
GH BF
0G  0A
Puesto que GH representa a AY, OG es el segmento que muestra el nivel de renta Y,
BF es el representativo del incremento de la inversion (es decir, Al) y OA es la suma del
consumo exogeno y la inversion inicial (esto es, Co+I), la igualdad se convierte en la misma
férmula obtenida en la demostracién analitica:

AY A
Y C,+1

A continuacién, en la Figura 2 se muestra que esta solucidon no estd supeditada a la

pendiente de la funcién de demanda agregada, pese a haber ya quedado de manifiesto.
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.

-
,/’D| = Cotl + Y

Cotl+ AL

Figura 2: Independencia de la pendiente de la Funcién de Demanda, ya que AY _ AL Ay,

Y C+1 Y,

Para ello se consideran dos funciones que pasan por el punto «A» (que representa al
valor Cy+I): la una con poca pendiente, D=Co+I+cY, y la otra con mayor pendiente que la
anterior (mas siempre menor que la unidad), D;=Cy+I+c;Y, a las que se aplica el mismo

incremento de la inversion (Al), y, en ambos casos, el resultado es el mismo.

En efecto: la primera de estas funciones conlleva un equilibrio inicial a un bajo nivel
de PIB (OG) en comparacién con la segunda, que implica un PIB mas cuantioso (OGy). Al
incrementarse la inversion en idéntico monto para ambos supuestos (BF=B,F)), en el primer
caso crece poco el PIB (GH), habiendo sido bajo su PIB inicial; mientras que en el segundo
caso aumenta mucho el PIB (GH;), siendo alto su PIB inicial. Al dividir sus respectivos
incrementos de PIB por sus respectivos PIB iniciales, resulta que sus incrementos

proporcionales son exactamente iguales (recuérdese que BF=B,F)):

GH BF GH, BF,

0G OA 0G, OA

En resumidas cuentas, la solucién, no depende de la pendiente de la funcién de

demanda agregada que, pudiendo ser cualquiera, no afecta a la solucién, como ya se ha tenido
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ocasion de apreciar en su formula:

4 Interpretacion

Si esta solucién (o férmula) puede parecer extrafia es debido al rechazo inicial de la mente,
acomodada a ideas preconcebidas, que suele bloquear lo desconocido (para lo que se requiere
adaptacién). Pero la ciencia matemdtica es una de las mas légicas y sus derivaciones son
totalmente ciertas en la medida que se acepten las hip6tesis de partida y no haya errores en el
proceso deductivo. Si se asume que hay gastos exégenos, en consumo y en inversién® (lo que
parece tan evidente que no precisa demostracion), y se acepta que de un periodo al siguiente
una aproximacion lineal es suficientemente satisfactoria, lo demds es resultado de la logica

matemadtica y sdlo requiere interpretacion.

La interpretacién mds inmediata de esta demostracion es que lo relevante para la tasa
de variacion del PIB es el gasto exdgeno agregado inicial (Cy + I en este modelo simple). Lo
cual no desentona con lo dicho por Skidelsky (2009: 38): si «el PIB se espera que caiga un
5%, el Gobierno inyectard un 5% de gasto extraordinario en la economia». El fomento del
gasto extraordinario debe ser tanto en consumo exdgeno (ACy) como en inversion exdgena
(AD); lo cual no significa que se niegue la existencia de un consumo e inversién inducidos por
la renta generada en el periodo®. Lo que resulta notable, tras la demostracién matemética, es
que el gasto inducido no afecta al porcentaje de variacion del PIB al considerar funciones

lineales.

Otra interpretacion concierne a los términos de la férmula de la demostracién. Es
preciso recordar que Cy e I quedaron prefijados al principio del periodo a considerar. Aunque
siempre con cardcter de prefijados, para su estudio se pueden contemplar valores altos o bajos

de Cp e I y comprobar su repercusion en la formula; pero, en el modelo, s6lo se considera la

>Se aprovecha la introduccién del término gasto para indicar que se entiende por «demanda» lo que se pide, es
decir, una potencialidad o expectativa, y por «gasto» lo que se ha realizado. En la medida en que la expectativa

se realice, ambos términos coinciden. Dando esto por supuesto, a veces se usan como sinénimos.

% Hace afios, hubo autores seguidores de Keynes, como Samuelson (1969: 272) y Lipsey (1968: 614-615), que
tuvieron en cuenta la inversién inducida por la renta; pero en ediciones posteriores de sus manuales la

suprimieron, dejando sélo la inversién exdgena.
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variacion de I en el periodo, la cual estd recogida en AL

Por otra parte, se debe tener en cuenta que el resultado estd vinculado a la condicién
de equilibrio. Por cierto, el efecto de la Contabilidad Nacional, que estd disefiada bajo la
perspectiva de la igualdad entre producto interior bruto y gasto interior bruto, es que en ella
siempre se da la condicién de equilibrio D=Y (los errores y demds descuadres son corregidos
en la rdbrica de variaciéon de existencias). Su consecuencia es que siempre, en cualquier
periodo y para cualquier cuantia, el cdlculo estadistico del PIB da un punto, en su
representacion grafica, que se halla sobre la bisectriz del primer cuadrante, y en €l ha de cortar
a la bisectriz cualquier recta representativa de la funciéon de demanda agregada (C+I) y, por
encima de ella, ha de figurar la nueva funcién de demanda agregada que, incorporando la
adicién del nuevo gasto exdgeno en inversion (Al), proporciona un nuevo punto de equilibrio

sobre la bisectriz.
Ademas, conviene resaltar las siguientes consideraciones:

1) El porcentaje de variacién de la renta siempre serd inferior a la variacién porcentual
de la inversidn, ya que el denominador de la férmula satisface Co+I > I; lo que quiere

decir que, en este modelo, la elasticidad de la renta respecto a la inversion (gy,y)

siempre es rigida, o menor que la unidad: ey, = 3y <1 (cuya demostracion es

gl

inmediata a partir de la férmula que se ha demostrado).

Esto significa que la sensibilidad de la renta ante variaciones de la inversion es
moderada; es decir, para obtener un determinado porcentaje de aumento del PIB, se
requiere incrementar la inversiéon en un porcentaje bastante mds elevado que el
deseado del PIB. Pero si considerdramos variables los gastos exdgenos, tanto en
consumo como en inversion, en Y = C+I, resultaria que: AY=ACy+Al (siempre y
cuando no haya dependencia funcional entre Cy e I, cuya independencia parece
plausible dado que quienes deciden consumir no suelen ser los mismos que deciden
invertir, y, si en algiin caso lo fueran, sus decisiones en ambos campos no se vinculan

entre si). Dividiendo ésta tiltima ecuacion por la anterior igualdad se tendra:

AY ACy+AI

Y C+I

De ahi que, si a la vez se consiguen subir todos los gastos exdgenos (consumo e

inversion, en este modelo simplificado), entonces el PIB ascenderia en idéntica
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2)

3)

proporcién a la que lo hicieron todos los gastos exdgenos. Asi pues, en la medida que
el aumento del empleo dependa del porcentaje de incremento del PIB, los elementos

exdgenos del gasto agregado son los que cobran importancia.

Acerca de esto conviene sefialar que, en modelos que contemplaran otros gastos,
pueden suscitarse incrementos de cualquiera de los componentes del gasto agregado
sin que haya que limitarse exclusivamente a la inversion; es decir, tan importante es
fomentar el consumo exdgeno como la inversién, como las exportaciones, como la

reduccién de las importaciones.

El consumo exdgeno puede jugar un papel moderador en las variaciones de la renta
nacional ante alteraciones exdgenas de la inversidn, porque cuanto més alto sea el
consumo exdgeno tanto menor serd la elasticidad de la renta respecto a la inversién
y, por lo tanto, el porcentaje de variacion de la renta nacional respecto a la variacidon
porcentual de la inversion serd tanto menor (tanto al alza como a la baja). Segtn esto,
aplicando este principio ahora al caso de una recesién econémica, cuando merma la
inversion, nuevas prestaciones sociales cuantiosas y el fomento de mds consumos
exdgenos (sanidad, educacién, pensiones, seguros sociales, etc.) ayudan a moderar la
intensidad de la crisis. También es verdad que al invertirse el ciclo se modera la
magnitud del crecimiento econdmico medido en porcentaje de aumento del PIB (por
eso, entre otras cosas, resulta dificultoso remontar una recesién). La norma,
insistimos, es que, en todo caso, tanto en crisis como en auge, las fluctuaciones de la

renta se moderan con un consumo exdgeno elevado.

El razonamiento anterior es extensible, con idénticos resultados, a la inversion, cuyos
valores de partida pueden ser altos o bajos. Esté claro, que niveles altos de inversion
también moderan las fluctuaciones de la renta nacional (al alza y a la baja), como as{
suele suceder en los paises desarrollados (excepto cuando en una profunda crisis, la

inversion se recorta drasticamente).

4) Del modelo simplificado y sus equivalencias ampliamente aceptadas y
recogidas por la Contabilidad Nacional (CN), es posible extraer otra consideracion.
En ese modelo quedd establecida, mediante la condicién de equilibrio, que la
produccién de un periodo es la suma del consumo mas la inversién en dicho periodo,
implantdndose con nitidez un modelo econdmico de demanda (o de gasto agregado,

pues, segin lo que antes dijimos del efecto de la CN, ambos conceptos son siempre
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5)

iguales en la CN): Y=D= C;+I. Por otra parte, también se considera que de la renta
del periodo, lo que no se consume se ahorra, es decir, Y= C+S. Pero hay que dudar
que verdaderamente al final de cada periodo (arbitrario de por si), la economia esté
en equilibrio y de que en esas dos igualdades sean equivalentes los respectivos
consumos; antes bien se puede suponer que son distintos: C;#C,, porque en C;
intervienen partidas no provenientes de la renta del periodo, mientras que todo C,
por definicion, estd generado por dicha renta. Por eso, pudiendo ser uno mayor que el
otro, no hay que descartar una insuficiencia de demanda para llegar al pretendido
equilibrio, o a cualquier nivel de ocupacion prefijado (o un exceso de la demanda que
se resuelva con una inflacion); y, en el caso de una insuficiencia, ésta es debida tanto
al consumo como a la inversion (y también al tindem de las exportaciones e
importaciones que también conviene introducir ampliando el modelo a estos

componentes).

Ademds, es preciso recordar que del valor del PIB se retribuyen los factores de la
produccién en forma de salarios (W), beneficios del capital (B) y rentas de la

propiedad (R), de modo que’: Y=W+B+R.

De esta equivalencia resulta evidente que W<PIB, por lo que, para superar la
insuficiencia de la demanda, en aras de lograr un aumento del empleo, o
sencillamente remontar una recesién econdémica aumentando el PIB, el peso del
incremento del gasto agregado no debe esperarse de la elevacion del consumo de los
asalariados, porque los asalariados de un pafs jamds podrdn adquirir todo lo
producido en ese periodo con sus retribuciones del periodo y mucho menos consumir
mads para alcanzar el objetivo de elevar el PIB. Forzosamente, para retirar todo el PIB
se necesita inyectar en el sistema econémico integramente un montante equivalente
al valor de B+R, y mds si se precisa un crecimiento econémico. Y resulta que esto es
harto dificil de lograr, porque en cuanto alguien ahorre un poco sin dedicarlo a
promover trabajo productivo, o llevando su ahorro a un paraiso fiscal, o dondndolo

en el extranjero, o consumiendo productos fordneos, practicas habituales con dineros

7 Smith decia: «El precio total o el valor en cambio de aquel producto anual no puede por menos de resolverse
necesariamente en esas tres partes, y distribuirse entre los habitantes del pais, como salarios del trabajo, o como
beneficios del capital, o como renta de la tierra» (Smith, 1994: 259). No obstante, algunos impuestos, como los
indirectos (IVA), no forman parte de la retribucién a esos tres factores de la produccion; de ahi la distincién de

PIB a coste de los factores y PIB a precios de mercado.
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procedentes de los beneficios y las rentas (y los tributos, detraidos de la
remuneracion de los factores) o reduciendo los salarios, ya se ponen las bases para
que la economia entre en crisis por insuficiencia de la demanda, que es sistémica y
solo se palia temporalmente (hasta su estallido) mediante el consumo a crédito y el
déficit publico, los cuales causan inflacién y ahorro forzoso (que merma el consumo
de los perceptores de rentas fijas o cuya variacion sea con apreciable retardo). El
déficit publico es un arma de doble filo, pues mientras por un lado fomenta la
demanda (en consumo e inversion), a la vez, por el otro lado, suscita la inflacion, que

merma el gasto real (es decir, provoca un injusto ahorro forzoso®).

En definitiva, parece ser que el fomento de la iniciativa privada, fallando ésta, para
promover el dinamismo econdémico, aumentando los gastos exdgenos agregados (en
consumo, inversion, sustitucion de importaciones, o promocién de programas de
investigacion y desarrollo), debe provenir del sector publico que ha de aplicar a ello

todos los recursos posibles con eficaz gestion y controlando al méximo el déficit.

5 Conclusion

En lo que respecta a la tasa de variacion del PIB, cuando se contempla un modelo lineal de
determinacion de la renta, lo dnico influyente es el gasto exdgeno inicial, Cy + I, y el
incremento de los gastos auténomos, mientras que es absolutamente irrelevante la pendiente

de la funcion de consumo.
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