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Pensamento matematico avangcado manifestado
em tarefas envolvendo transformacdes lineares

Advanced mathematical thinking in tasks
involving linear transformations

Alessandra Senes Marins' +  Angela Marta Pereira das Dores Savioli'

Resumo: Esse artigo apresenta os resultados de uma pesquisa de mestrado cujo objetivo foi identificar
e discutir que indicios/ caractetisticas de processos do Pensamento Matemiatico Avancado estudantes de
um curso de Matematica manifestam ao lidarem com tarefas referentes ao conteudo de transformacdoes
lineares. Para isso, realizou-se um estudo a respeito de algumas teorias do Pensamento Matematico
Avangado, o qual serviu de base para analisar os registros escritos dos estudantes. Concluiu-se que alguns
participantes da pesquisa manifestaram caracteristicas dos processos de representacio e abstracio do
Pensamento Matematico Avancado, sendo que apenas dois apresentaram indicios dos processos envol-
vidos na abstracdo. Os registros escritos desses estudantes apresentam dificuldades com as nota¢oes para
os conceitos em questdo, assim como com a manipulagiao dessas notacdes. Assim, existe a necessidade
dos professores oportunizarem momentos de reflexdo em relagdao aos objetos dessa disciplina, como o
desenvolvimento do Pensamento Matematico Avancado.

Palavras-chave: Educa¢do matematica. Pensamento matematico avangado. Algebra linear. Ensino superior.

Abstract: This article presents the results of research that aimed to identify and discuss the evidence
and characteristics of the processes of the Advanced Mathematical Thinking students in a mathematics
course expressed when dealing with tasks related to the content of linear transformations. For this, we
designed a study using some theories of Advanced Mathematical Thinking, which served as the foundation
for analyzing students’ written records. We conclude that some participants of the research expressed
characteristics of the processes of representation and abstraction of Advanced Mathematical Thinking,
and only two showed evidence of processes involved in abstraction. These students’ written records
present difficulties with notation for the concepts in question, as with the manipulation of these notations.
Thus, there is a need for professors to create moments of reflection in relation to the development of
Advanced Mathematical Thinking.
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Introdugao

O ensino da matematica, mais especificamente da algebra, nos diferentes niveis de
escolaridade, tem sido foco de estudo de pesquisadores e professores que buscam novas abor-
dagens para a sala de aula, pois, em geral, a matematica é ensinada mecanicamente, enfatizando
procedimentos de memorizagao, de reproducio de algoritmos, sem proporcionar aos estudantes
a compreensao dos significados de objetos matematicos, como citam Fiorentini, Miorin e Mi-
guel (1993, p. 40) a respeito do ensino da algebra: “[...] a maioria dos professores ainda trabalha
a Algebra — de forma mecanica e automatizada, dissociada de qualquer significagdo social e
légica, enfatizando simplesmente a memorizagao e a manipulagdo de regras, macetes, simbolos
e expressoes — tal como ocorria ha varias décadas”.

Essa forma de ensino por meio de manipula¢do de simbolos e repeti¢ao de técnicas nao
fica restrita a Educag¢ao Basica, ultrapassa suas barreiras e estende-se ao Ensino Superior, pois é
comum no proprio curso de Matematica o ensino por meio da reprodugdo de procedimentos.

De acordo com Tall (2002), o ensino da matematica no Ensino Superior, na maioria
das vezes, ao invés de promover o estudante a participar de um ciclo criativo (no qual o estu-
dante considera o contexto de um problema em investigacdo que o conduz a formulacdo de
conjecturas a fim de leva-lo ao refinamento e a prova do processo de constru¢ao de um objeto
matematico), inicia-se com a forma final da teoria deduzida, ou seja, o produto do Pensamento
Matematico Avangado (PMA).

Dreytus (2002) afirma que os estudantes vém sendo ensinados a partir do produto da
atividade de matematicos em sua forma final ao invés de serem conduzidos a processos que
levaram os matematicos a construirem esses produtos. De acordo o autor, para um estudante
atingir a compreensio de um objeto matematico nio ¢é suficiente apenas definir e exemplificar
um conceito abstrato, mas sim construir as propriedades de um determinado conceito por meio
de dedugodes a partir da definigdao. A reflexdo em relagdo a propria experiéncia matematica é um
aspecto importante para o aprendizado de um conceito matematico e uma caracteristica do PMA.

Além disso, outros aspectos de um objeto matematico, que antecedem o produto final,
como a notagao e a manipulacio dos simbolos presentes em questdo, comumente sao reali-
zados sem a compreensdo dos seus significados. Estudantes no Ensino Superior apresentam
dificuldades com essas notagoes e a sua manipulagao, pois, além de uma gama de simbolos que
nao eram comuns durante a Educagao Basica, trazem consigo elementos matematicos a serem
compreendidos antes da realizagdo da manipulagao.

Uma das disciplinas que exige um formalismo por parte dos estudantes, com o qual
nio estdo acostumados, é a de Algebra Linear, a qual é ministrada nos primeiros anos do curso
de matematica. Esse é um dos motivos pelo qual existe a necessidade dos professores opor-
tunizarem momentos de reflexdo em relacdo aos objetos dessa disciplina, afinal apenas definir
e exemplificar conceitos/objetos matematicos abstratos promovendo a repeticio de procedi-
mentos e técnicas ndo sdo suficientes para a sua compreensao.

Sendo assim, a Algebra Linear desempenha um papel importante no ensino da Ma-
tematica, pois

[...] conduz a muitos ramos da matematica com os quais tem ligacdes, in-

cluindo algebra abstrata, matematica discreta, clculo, equagdes diferenciais,
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geometria, estatistica, métodos numéricos, pesquisa operacional e sistemas
dindmicos. Ela expde os estudantes a aspectos tedricos, aspectos aplicados
e aspectos numéricos da matematica e tem aplicagdes em uma gama vatiada
de disciplinas. (POOLE, 2004, p. xii)

Diante da sua importincia pata a propria matematica e outras areas, escolhemos o
contetdo de transformacées lineares, o qual faz parte da disciplina de Algebra Linear, para
realizarmos nossa investigacdo a fim de identificar e discutir que indicios/caracteristicas de
processos do Pensamento Matematico Avan¢ado sio manifestados por estudantes do curso
de Matematica de uma universidade do norte do Parana ao lidarem com tarefas referentes ao
conteudo de transformacoes lineares.

Pensamento Matematico Avangado

Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987) compartilham de algumas ideias em
comum para caracterizacio do PMA seguindo uma perspectiva cognitivista. Por esse motivo,
realizamos um estudo comparativo entre esses autores € optamos pot utilizar como base os
processos de representacido e abstragdo do PMA segundo a teoria de Dreyfus (2002) e anexar
as semelhancas segundo Resnick (1987) e Tall (1995) nesses processos.

Comparando os processos do Pensamento Matematico Avancado de Dreyfus (2002)
com as caracteristicas que Resnick (1987) aponta para o Pensamento de Ordem Supetiot?, lista-
mos algumas semelhancas. De acordo com a autora, esse tipo de pensamento nio ¢ algoritmo,
ou seja, ndo existe uma sequéncia pré-estabelecida pela qual o professor delimite os passos e a
partir disso o estudante consiga chegar a abstracio do conceito envolvido.

Para Dreyfus (2002), muitas vezes, em sala de aula isso acontece porque os professo-
res constroem sequéncias, sinteses, a fim de facilitar a compreensdo de seus estudantes. Para
o autor, apesar da intencdo do professor ser boa, o processo de construc¢io nio foi realizado
pelo estudante e, consequentemente, as possiveis reflexdes e os processos de representagio
e de abstragdo ndo foram realizados por seus alunos, além disso, muitas vezes os processos
utilizados por um individuo nio sao os mesmos usados por outro. Desse modo, vemos que os
processos do PMA nio podem ser considerados como um algoritmo, ou seja, suas a¢ées nao
sdo previstas, e, portanto, o processo nio ¢ conhecido (RESNICK, 1987).

A resoluc¢ao de um problema possibilita o desenvolvimento dos processos do PMA dos
estudantes, além de que contribui para o desenvolvimento de habilidades e competéncias. Afinal,
quando um individuo estabelece varias representagdes para abstrair um conceito, ele precisa
gerencia-las de modo que estabeleca relagdes “fortes” entre elas, integrando-as e, sempre que
necessario, fazendo a mudanca entre as representagdes para atingir seu objetivo (DREYFUS,
2002).

2Para Resnick (1987) o“Pensamento Avancado” nio ¢ exclusivo da drea de matematica e por esse motivo a autora
o nomeia como Pensamento de Ordem Superior.
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O processo de gerenciamento das representa¢oes envolve a “auto-regulacdo” de sua
aprendizagem, envolve “julgamento e interpretagdo com nuances”, caractetisticas descritas por
Resnick (1987) para o Pensamento de Ordem Superior. Além disso, as varias representa¢Ses
existentes, mesmo que parecam desconexas, tornam-se fortemente ligadas, “envolvendo um
significado abrangente”, resultando em uma estrutura que aparentemente estava em desordem
(RESNICK, 1987). Para Dreyfus (2002) a “auto-regulacdo” é a parte fascinante do processo
de representacdo do PMA, pois “[...] a pessoa tem o controle sobre as representacses que se
quer usar” (DREYFUS, 2002, p. 39, traducido nossa).

E, por fim, segundo as caracteristicas de Resnick (1987, p.3, tradugdo nossa) a respeito
do Pensamento de Ordem Superior, a autora afirma que esse “[...] exige esforco. Ha um traba-
lho mental consideravel envolvido nas elabora¢des e nos julgamentos exigidos”; e, de acordo
com Dreyfus (2002), a realizagdo da abstracio por parte de um estudante é uma atividade de
construcdo mental a qual depende da aten¢io centrada por ele nas estruturas que formario
parte do conceito abstrato.

Para Tall (1995), o PMA inicia-se com o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Elementar que, em geral, depende mais das situagGes manipulaveis, das sensagOes fisicas, mas
para se tornar avancado comega a depender menos dessas sensagdes e mais das construgdes
internas. Desse modo, os objetos passam de visuais-espaciais, para, sucessivamente, mais ver-
bais-dedutivos.

Para o autor, um conceito ou objeto matematico utiliza de simbolos, como imagem, para
ligar o processo apropriado e suas relagdes na estrutura cognitiva, ou seja, existe um esquema
mental entrelagado a esse simbolo que representa o objeto. Por isso, quando nos deparamos
com um objeto matematico, buscamos em nossa mente simbolos possiveis de manipular como
se fossem objetos mentais para a representacao do objeto. Comparando com a caracterizagao
de Dreyfus (2002) para o PMA, podemos inferir que um processo de representacdo mental,
quando utiliza de simbolos ou da visualiza¢do para gerar esquemas mentais do conceito ou
objeto, ¢ semelhante a caracterizagdo de Tall (1995) para o objeto mental.

De acordo com Tall (1995), quando as agdes tornam-se simbolizadas como processos,
encapsuladas como proceitos (processo ocorrido para entender um conceito), houve a mudanca
da fase cognitiva do Pensamento Matematico Elementar para o Avanc¢ado, pois o objeto mate-
matico tornou-se compreendido, “encapsulado”, passando a ter um novo status cognitivo: da
descricdo para a defini¢do, ou seja, houve “[...] a transicdo da coeréncia da matematica elementar
para a consequéncia da matematica avangada, baseada em entidades abstractas que o individuo
deve construir através de dedugdes das defini¢des formais” (DOMINGOS, 2006, p. 5).

Sendo assim, em Dreyfus (2002) entendemos que essa passagem ¢ a abstragdo, ou seja,
os processos do PMA foram utilizados com a finalidade de compreender o objeto, como um
todo, para que suas relagdes e propriedades sejam abstraidas. Dessa forma, os processos que
estdo envolvidos nessa parte sio o da generalizacio e da sintese.

Com o objetivo de buscar as semelhangas de caracteristicas do PMA entre a concep¢io
de Dreyfus (2002) em relagdo a de Tall (1995) e a de Resnick (1987), construimos um quadro
que retrata a sintese dessas semelhangas. Esse quadro foi construido tomando como base os
processos de representacio e abstragdio do PMA segundo Dreyfus (2002) relacionando-os
com algumas caracteristicas de Tall (1995) e Resnick (1987). Para isso, cada processo do PMA
foi codificado com uma sigla com o intuito de facilitar a construc¢do dos quadros referentes as
analises dos indicios e caracteristicas do PMA.
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Para a andlise dos indicios/caracteristicas dos processos do PMA, manifestados nos
registros escritos dos estudantes em relacao a tarefas referentes ao conteudo de transformagoes
lineares, utilizamos o referencial te6rico adotado juntamente com o Quadro 1, o qual representa
uma sintese das semelhancas das caracteristicas dos processos do PMA de Dreyfus (2002) em
relacdo a Tall (1995) e Resnick (1987).

Quadro 1. Sintese das semelhancas do PMA baseada em Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987)

Simbélica (R1) | Simbolizar um objeto ou processo matematico por meio de simbolo,
notacdo ou de outra forma; e/ou
Manipular sfmbolos como se fossem objetos mentais.
Mental (R2) Representar como vemos um objeto ou processo matematico entrelagado
com algumas de suas propriedades;
Comprimir adequadamente os conhecimentos para o pequeno foco de
o - .
s atengdo, para um objeto mental.
e
9 | Visualizagao (R3) | Utilizar uma imagem a fim de gerar uma representagao mental;
8
& y - . .
™ Mudanga de | Ter varias representacoes de um mesmo conceito e saber utiliza-las em
representagdes | conjunto, interligadas e, quando necessario, mudar para uma representacao
e alternancias | mais eficiente (auto-regulacio); e
entre elas (R4) | Utilizar os processos de representacao em um problema aplicado.
Modelagao (R5) | Construir uma estrutura ou teoria matematica que incorpore as
caracterfsticas de um objeto ou situago fisica. O modelo criado também ¢
uma estrutura mental.
Generalizagdo | Derivar ou induzir a partir de informagdes Novo status cognitivo: da
o (A1) para identificar pontos em comum e descricdo pata a definicio;
1 : ) .
expandir dominios de validade.
g P Obteve o resultado a
R .
1 . . . artir de uma estrutura
2 | Sintetizagdo (A2) | Combinar ou compor partes de tal modo p
< . em desordem aparente.
a fim de formar um todo, uma entidade.

Fonte: elaborado pelos autores.

Procedimentos metodolégicos

As informagoes para a analise foram coletadas por meio da aplicacdo de tarefas que
contemplavam o contetido de transformagdes lineares, sendo que as atividades foram realizadas
por 13 estudantes do curso de Matematica de uma universidade estadual do norte do Parana.
Desses 13 estudantes, todos cursavam bacharelado em Matematica e dois desses faziam também
licenciatura.
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O instrumento aplicado foi constituido por oito tarefas envolvendo o contetdo de
transformagdes lineares, essas tarefas foram retiradas de livros didaticos que compdem a biblio-
grafia do curso de Matematica. E, ainda, para atingir o objetivo da pesquisa, escolhemos realizar
esse estudo a luz da metodologia de analise de conteddo segundo Bardin (2004).

Ap6s a realizacio de uma leitura flutuante dos registros escritos obtidos a partir da
aplicacdo do nosso instrumento, codificamos os registros de cada estudante utilizando a letra
“E” juntamente com um numero para referenciar cada um dos treze estudantes, por exemplo,
o estudante de nimero sete ficou com o cédigo E7. Além disso, aplicamos uma codificagio
para as tarefas, sendo T, para indicar a primeira tarefa, até a tarefa de nimero oito, T8. Desse
modo, analisamos cada tarefa olhando para um cédigo, ou seja, “T3-E7” que significa: a tarefa
trés do estudante sete.

A partir disso com o corpus composto e uma primeira impressao adquirida, descrevemos
todas as resolucoes dos estudantes com intuito de encontrarmos semelhangas nos registros
escritos de cada tarefa. Em seguida construimos os agrupamentos, relacionando elementos
semelhantes do conteudo de transformagoes lineares com caracteristicas dos processos do
PMA. E, por fim, elaboramos as categorias ¢ a interpretacdo dos resultados.

Analises e inferéncias

Primeiramente, selecionamos os registros escritos a fim de detalhar cada um, em seguida
os reescrevemos para elencar os elementos em comum e, assim, construir os agrupamentos
(unidades de registro) em cada tarefa.

ApOs essa etapa realizamos a construcio dos agrupamentos por tema, tendo como
nuicleo de sentido elementos relacionados com o conteudo de transformagdes lineares — po-
dendo ser simbolos, propriedades, defini¢des ou outros —, os quais foram os indicadores para
fundamentacio da interpretagdo final.

Em seguida, analisamos os registros escritos com base em nosso referencial tedrico
adotado e no Quadro 1: sintese das semelhancas de caracteristicas dos processos do Pensamento
Matematico Avancado baseado em Dreyfus (2002), Tall (1995) e Resnick (1987), para inferirmos
a respeito das caracteristicas/indicios do PMA manifestados nas resolugdes.

Num movimento interpretativo das analises das informacGes, emergiram de cada tarefa
dois quadros, o primeiro referente aos agrupamentos e subagrupamentos da tarefa em questao,
relacionado com o conteudo de transformacdes lineares, ¢ o segundo envolvendo os indicios/
caracteristicas dos processos do PMA manifestados nos registros escritos. Esses quadros set-
viram como base para a constru¢io das categorias.

Nesse artigo apresentaremos algumas partes das andlises das resolu¢des de trés tarefas
do instrumento composto por oito tarefas. Escolhemos por apresentar essas trés, porque a
primeira diz respeito a definicdo de transformagdes lineares, a segunda por apresentar alguns
exemplos de transformacdes, utilizando modos diferentes de representacio, e a terceira por exigir
que o estudante construa e aplique a matriz de uma rotagdo. Vejamos algumas consideragdes
referentes as analises dessas tarefas.
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Tarefa 1: O que é uma transformacao linear?

Em relacio a definicdo de transformacoes lineares, quatro estudantes, E7, E8, E10, E13,
manifestaram os processos de representacio mental e simbolica do PMA relacionados a esse
conceito, pois, utilizando simbolos para denotar elementos que compdem uma transformacio
linear, apresentaram a definicdo, mostrando que esse conceito é uma representacio mental
para eles, ou seja, por tras de suas notagdes existe o conceito formado do objeto matematico
em questao.

Além desses dois processos, esses estudantes manifestaram outros processos de re-
presentacdo do PMA: a mudanca de representacdes e alternancia entre elas, e a modela¢io. Em
relagdo aos processos de abstracio, trés estudantes, E7, E8, E13, apresentaram a sintese ¢ E8
também manifestou a generalizacdo. A seguir destacamos o registro escrito de E8 (Figura 1)
que apresentou os dois processos de abstragdo, entre outros, de representagao.

Figura 1. Registro escrito de E8 referente a defini¢do de transformacio linear

U/;w@ ‘( kwbﬂgm woa;{g Linteon

£ guo/\o(@ A noto 4
i e m

Y u, . eV (Vom vpego oeleisd)
£V = e R bomn- a4
£ (uiny - 1« 1

(\/"\'\) = 1/<_\ w
LA ’\,UO

V——— )

oo d (wer) 2L e L)

Fonte: Resolucio entregue pelo estudante.

Nesse registro escrito o estudante E8 anotou as duas condi¢oes distintas da defini¢iao e a
combinacio delas para ser uma transformacao linear, isso explicita que manifestou mais de uma
representa¢ao para um mesmo conceito e soube utiliza-las em conjunto, interligadas, mostrando
que, segundo Dreyfus (2002), esse é um caminho para atingir a abstracdo. Assim, o estudante
generalizou quando, a partir das duas condi¢Ses expressas para ser uma transformacao linear,
identificou pontos em comum e formou apenas uma condi¢io abrangendo as duas. Por fim,
sintetizou combinando as partes de tal modo que formou a defini¢ao de transformacoes lineares.

O Quadro 2 apresenta uma sintese das caracteristicas dos processos do PMA eviden-
ciados nos registros escritos dos estudantes referente a tarefa 1.
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Quadro 2. Caracteristicas dos processos do PMA em relagio a tarefa 1

Estudantes

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 | E11 E12 | E13
R1 R1 R1 R1
R2 R2 R2 R2
R4 R4 R4
R5 R5 R5

Al

A2 A2 A2

Fonte: elaborado pelos autores.

Tarefa 2: Marque qual(is) da(s) aplicacao(Ses) abaixo ¢ (sao) transformacao(Ges) linear(es)?
Justifique.

a)( ) T:R*>R*definida por: T(x,y)=(-x,y)

b)( ) T:R*>R*definida por: T(x,y)=(x+tky,y)

o)( ) T:R>>R’definida por: T(x,y,2)=(x,y,0)

d)( ) A rotagio do R?no R2

e)( ) A translagio do R*no R2

f)( ) O cisalhamento de R*de fator k na direcio x.
@)( ) A ilustracdo abaixo

A}y

X

(x, y)

\ 5

) 1~
(x9 —J’)

Fonte: adaptado de Anton e Rorres (2012, p. 252).

h)( ) A ilustracido abaixo

AY
(kx, y)
- (-x’ }’)
7(x)
X
X
Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 257)
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Essa tarefa pedia para que os estudantes marcassem quais itens seriam transformacgoes
lineares e justificassem suas respostas. Novamente poucos estudantes manifestaram indicios/
caracteristicas dos processos do PMA e, consequentemente, poucos identificaram as transfor-
macdes lineares corretas, dentre todos, somente dois estudantes acertaram.

Ja os processos manifestados do PMA de representacdo foram: a simbolica; a mental;
a visualizacdo; e a mudanca de representacdes e alternancia entre elas, e de abstracio: a sintese.
Quatro estudantes, E6, E7, E10 e E13, manifestaram caracteristicas desses processos, sendo
que E6 e E10 manifestaram apenas a representagao simbolica, E7 além da simbdlica apresentou
a mental, e E13 manifestou todas as citadas acima.

E13 apresenta os processos de representacdo simbolica e mental, pois, a partir das
informagoes da tarefa, resolve por meio das duas propriedades da defini¢io utilizando sim-
bolos com suas relagdes a fim de provar que os itens a, b, ¢ e 5, sdo transformagoes lineares.
Além disso, manifesta o processo de visualizacdo a partir da imagem de um item que é a da
compressdao de R* na direcio de x de fator 4, ou seja, o estudante resolve a tarefa utilizando
os dados do grafico, transitando pelas representacdes graficas e algébricas. Por consequéncia,
inferimos indicios do processo de mudanca de representacoes e alternincia entre elas, porque
utiliza varias representa¢oes de um mesmo conceito (DREYFUS, 2002).

Outro processo a considerar na resolu¢io o estudante E13 ¢ o de sintese, pois ele soube
combinar rela¢des do contetdo a fim de formar um todo, ou seja, a demonstragdo correta de
alguns itens. Vejamos seu registro escrito (Figura 2).

Figura 2. Registro escrito de E13 referente a aplicagdes de transformagdes lineares®
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Fonte: Resolucio entregue pelo estudante.
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O Quadro 3 apresenta uma sintese das caracteristicas dos processos do PMA eviden-
ciados nos registros escritos dos estudantes referente a tarefa 2.

Quadro 3. Caracteristicas dos processos do PMA em relagio a tarefa 2

Estudantes
E1 E2 E3 E4 E5 Eo6 E7 ES8 E9 E10 | E11 E12 | E13
R1 R1 R1 R1
R2 R2
R3
R4
A2

Fonte: elaborado pelos autores.

Observamos no Quadro 3 que apenas um estudante manifestou um processo de
abstracao, o da sintese.

Tarefa 3: “Os operadores matriciais de R*e R’ que movem pontos ao longo de arcos circulares
sao denominados operadores de rotacdo ou, simplesmente, rotacdes” (ANTON; RORRES,
2012, p. 253). As tarefas abaixo sdo referentes a rotagoes.

a) “Seja T:R*—>R%a transformacio que faz a rotagio de angulo 90° no sentido anti-horario
em relacdo a origem. Mosque que T é uma transformacao linear” (POOLE, 2004, p. 191).

Fonte: Poole (2004, p. 191).

*Transcricio da resolugio de E13 referente a tarefa 2, itens @, 4, ce b
“u=(xp)r=(ab)

(a) T(u+v)=T(x+ay+b)=(x-ayy+b)= (-xp)+ (-a,b)=T(u)+1(»)
Ta(n)=T(Ax,2)= (Ax,A9)=A () =2 T

(b) T(utv)=T(x+ay+h)=(x+atkytkby+b)=(x+kyy)+(atkbb)=T(u)+T()
T Ay)=(Aoxc+rAAy) =+ RAY)=ATu

(c) n= (0, 3)v=(a,brc)

T(utv)= T(x+ay+bz+c)=(x+ay+b0)=(x,0)+(a,b0)=Tu+Tv
T(An)=(Ax,19,0)=A(%9,0)=ATn

(h) T(xp)+(a,b)=(k(x+a)y+b)=(kx+kay+b)=(kx,y)+ (ka,b)=Tu+Tv
Ty = (o) =2 ko) =1 T
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b) Encontre a mattiz candnica de uma rotagio T: R*—R? que move os pontos no sentido
anti-horario em torno da origem por um angulo 6 (ANTON; RORRES, 2012, p. 253).

¢) Utilizando o resultado do item (b), faca a rotagao do ponto (2, -1) de angulo 60° em torno

da origem a fim de obter o ponto que representa a imagem de (2, -1).

Dos 13 estudantes que participaram dessa pesquisa, apenas E6, E7 e E13 responderam
os trés itens da tarefa 3, sendo que E10 respondeu apenas ao item (a).

Todos os processos do PMA, segundo o Quadro 1, foram manifestados nas resolu¢oes
dessa tarefa, porém somente dois estudantes, E7 e E13, apresentaram caracteristicas de todos os
processos; E10 manifestou a representacio simbolica, a mental e a visualizagao; e E6, além desses
processos, manifestou a mudancga de representagdes e alternancia entre elas e a generalizacio.

Destacamos o registro do estudante E7 (Figura 3) que apresentou caracteristicas dos
processos do PMA contidos no Quadro 1.

Figura 3. Registro escrito de E7 referente a tarefa de rotagdo

Q\T(%zﬁ\;(ﬂ%() a:(OJ,QD BQD)\’D ,Olém-
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ws” w0 0] g % L2

Fonte: Resolucio entregue pelo estudante.

O estudante E7 utiliza simbolos para representar vetores, escalares, pontos, pares
ordenados e a transformacio linear, juntamente com a manipula¢éo algébrica desses simbolos
para a resolucio da tarefa. Assim, além da representagio simbélica houve representacio mental,
pois em cada simbolo hd um significado associado, existem esquemas internos relacionados
com o conceito de rotacio.
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Além disso, E7 apresenta indicios de caracteristicas do processo de visualizagao, pois
utiliza corretamente as informagoes da imagem a fim de gerar uma representacio mental no
item a, ou seja, “a visualizacdo é um processo pelo qual as representacdes mentais podem ser
geradas.” (DREYFUS, 2002, p. 31, tradu¢ao nossa).

Para o processo de mudanca de representacSes e alternancia entre elas, o estudante
E7 utiliza mais de uma representagdo para a resolucio da tarefa, por isso inferimos que usa
os dados da representagdo grafica, como citado acima, para a resolucio dos itens, mudando
de representacio de pares ordenados para a representagdo de matriz. Desse modo, inferimos
também que o estudante sabe utilizar mais de uma representacio em paralelo, faz ligagcdes
entre essas representacOes integrando-as para resolver a tarefa em si, e utiliza a representacio
de forma mais eficiente, para resolver os itens separadamente, passando pelas quatro fases da
representa¢do a abstragdo de Dreyfus (2002).

Ja para o processo de modelagio que, segundo Dreyfus (2002), ¢ manifestado quando
se constri uma estrutura ou teoria matematica que incorpore as caracteristicas de um objeto
ou situagio fisica, consideramos que E7 apresentou caracteristicas desse processo, pois detet-
minou a matriz canonica da rotagio e, a partir dessa, encontrou a imagem de pontos distintos
em angulos distintos. Desse modo, o estudante generalizou a matriz encontrada e usou como
um modelo para determinar a rotacdo de um angulo em um ponto, conforme ja mencionado.
Desse modo, E7, a partir de informacSes, detivou ou induziu a fim de identificar pontos em
comum e expandir seus dominios de validade (DREYFUS, 2002).

Para a resolucio do item ¢, era necessatio saber como realizar a transformacao do ponto
pela matriz candnica, a qual ¢ realizada pela transformacio por meio de uma matriz, ou seja,
revelando que, além de mostrar que uma transformacao € linear utilizando as propriedades do
conceito, ele soube resolver um problema aplicado utilizando outra relagdo de transformagdes
lineares que ¢ a transformagio por meio de uma matriz. A partir disso, inferimos que o estu-
dante E7 apresenta indicios do processo de sintese, pois combinou ou comp0s partes a fim
de formar o todo.

O Quadro 4 apresenta uma sintese das caracteristicas dos processos do PMA eviden-
ciados nos registros escritos dos estudantes referente a tarefa 3.

Quadro 4. Caracteristicas dos processos do PMA em relacio a tarefa 3

Estudantes
El E2 E3 E4 E5 Eo6 E7 E8 E9 E10 | E11 E12 | E13
R1 R1 R1 R1
R2 R2 R2 R2
R3 R3 R3
R4 R4 R4
R5 R5
Al Al Al
A2 A2
Fonte: elaborado pelos autores.
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A partir das andlises das tarefas em relacdo ao conteudo de transformacdes lineares,
utilizando os agrupamentos referentes ao conteudo em questio e quadros sinteses das caracte-
risticas dos processos do PMA, construimos as categorias em relacao a resolu¢io dos estudantes,
que resultam no Quadro 5.

Quadro 5. Categorias em relagio aos processos do PMA manifestados pelos estudantes

Estudante(s) Categorias

Ele E6 1. Utilizam de simbolos para representar alguns elementos da defini¢ao e
manipulam algebricamente, em partes, elementos de transformagdes lineares.

E8 2. Utiliza de simbolos para representar alguns elementos da definicio ¢ a
escreve utilizando mais de uma representagio em paralelo.

E10 3. Apresenta a defini¢do de transformacoes lineares, utilizando simbolos

e manipulando-os algebricamente. Utiliza mais de uma representacio em
paralelo para transformagdes lineares, combinando partes a fim de formar o
todo.

E7 e E13 4. Apresentam a definigdo de transformagdes lineares, utilizando simbolos
para representar seus elementos, manipulando-os algebricamente. Essas
nota¢des mostram ter relacées com os conceitos. Utilizam mais de uma
representagdo em paralelo, fazendo ligacoes entre essas representacoes,
integrando-as e, sempre que necessario, mudando para uma representagio
mais eficiente. Constroem uma estrutura ou teoria, um modelo que
incorpora as caracteristicas do objeto. Generalizam quando, a partir das
informagdes, identificam pontos em comum a fim de expandir os dominios
de validade. Combinam partes de tal modo a fim de formar o todo.

Fonte: elaborado pelos autores.

Cada categoria tem uma relacio com algum(ns) processo(s) do PMA. A categoria 1
condiz ao processo de representaciao simbolica (R1). A categoria 2, com os processos de repre-
sentacio simbdlica, mental e mudanca de representacoes e alternancia entre elas (R1, R2 e R4).
Na categoria 3, além dos processos da categoria 2, entra também a sintetizacdo (R1,R2, R4 e A2).
E, por fim, a categoria 4 abrange todos os processos do PMA (R1, R2, R3, R4, R5, A1, e A2).

Os processos que inferimos nas categorias sdo resultados da analise como um todo,
ou seja, se algum estudante manifestou um dos processos apenas em um item ou tarefa, pode
ser que ndo consideremos o mesmo processo manifestado no todo.

Diante disso, evidenciamos a manifestacao dos processos do PMA destacado no Qua-
dro 5, de acordo com o Quadro 1, nas resolu¢des do instrumento da pesquisa. Seis estudantes
manifestaram caracteristicas dos processos do PMA na resolu¢io da maioria das tarefas.
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Nos registros escritos das oito tarefas aplicadas inferimos indicios/ caractetisticas dos
processos de representacdo simbolica e mental do PMA, pois, ao utilizarem simbolos, a lingua-
gem natural, justificando suas respostas, possibilitaram-nos inferir elementos matematicos que
estao relacionados com o conceito de transformacdes lineares.

Além disso, em alguns registros escritos, os estudantes apresentaram caractetisticas do
processo de mudanca de representagdes e alternancia entre elas, ou seja, transitaram por mais de
uma representagiao para os objetos matematicos em questdo. Para Dreyfus (2002), a utilizagio
de mais de uma representacio esta ligada ao processo de aprendizagem, de modo que ha uma
necessidade cognitiva em questio, ou seja, 0 pensamento

[...] é reforcado quando os estudantes de matematica sdo capazes de colo-
car-se mentalmente em uma representacio particular, por exemplo, uma
visual. E ainda mais aumentada, quando eles sao capazes de utilizar varias
representacGes em paralelo. (DREYFUS, 2002, p. 39, traducio nossa)

Tres estudantes (E7, E10 e E13) manifestaram o processo de modela¢io construindo
um modelo matematico para um objeto. Para Dreyfus (2002) esse modelo pode ser usado
para o estudo do comportamento do objeto, e foi o que esses estudantes fizeram, utilizando
a descri¢do do conceito matematico, a definicdo de espacos transformacdes lineares, para a
resolucdo das outras tarefas.

Dos seis estudantes (E1, E6, E7, E8, E10 e E13), trés (E1, E6 e E8) apresentaram
caracteristicas apenas dos processos de representac¢do, dois (E1 e E6) manifestando somente
a representacio simbolica e, o outro (E8), os processos de representacdo simbolica, mental e
mudanga de representa¢des e alternancia entre elas.

Para os processos de abstracio, somente trés estudantes (E7, E10, e E13) manifestaram
caracteristicas relativas aos dois processos que sao a generalizacio e a sintese, englobando todo
o instrumento. Segundo Dreyfus (2002), tanto a generalizacio quanto a sintese sdo incentivos
para abstrair um objeto matematico. Nesse sentido, os estudantes manifestaram o processo de
generalizacdo quando, a partir de informagdes, encontraram pontos em comum escrevendo
uma expressio geral para o objeto em questio. E, de sintese, quando combinaram elementos
a respeito do objeto a fim de formar o todo, resolvendo a tarefa.

Dos processos de abstracio, um estudante (E10) manifestou apenas a sintese e outros
dois (E7 e E13), além da sintese, manifestaram caracteristicas de generalizacio.

Apenas dois estudantes (E7 e E13), apresentaram caracteristicas de todos os processos
do PMA na resolu¢io do instrumento todo, os quais apresentaram varios dos processos de
representacdo e/ou abstracao em cada tarefa.

Nio podemos inferir se os trés estudantes que manifestaram os processos de abstra-
¢do do Pensamento Matematico Avancado compreendem o objeto transformacdes lineares,
pois existem outros elementos que fazem parte desse conteddo que ndo foram contemplados
nesta pesquisa. Contudo, tomando como base que a compreensdo para Dreyfus (2002) pode
ser atingida por meio de uma sequéncia de atividades, nas quais processos mentais ocorrem e
interagem, podemos inferir que, esses estudantes compreenderam elementos relativos a esse
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conceito, como a prépria defini¢io, pois manifestaram os processos do PMA em atividades
referentes ao objeto matematico em questio.

Consideragdes finais

As categorias confirmam que os estudantes participantes da pesquisa podem manifestar
caracteristicas dos processos do Pensamento Matematico Avancado em relagio a esses conceitos
durante a graduacgio. Porém, sete estudantes nao apresentaram caracteristicas desses processos
na resolucio do instrumento, porque nio responderam as tarefas e/ou escreveram respostas
subjetivas que ndo mostram algum conhecimento do assunto. Isso é preocupante, pois todos
haviam cursado a disciplina de Algebra Linear no ano anterior.

Percebemos também nos registros escritos da maioria desses estudantes dificuldades
com as notagdes para os conceitos, assim como a manipulacdo dessas notaces. Entendemos
que, a Algebra Linear, a qual é uma disciplina dos primeiros anos do curso de Matematica,
exige um formalismo por parte dos estudantes, com o qual eles ndo estdo acostumados. E esse
¢ um dos motivos pelo qual existe a necessidade dos professores oportunizarem momentos de
reflexdo em relagdo aos objetos dessa disciplina, afinal apenas definir e exemplificar conceitos/
objetos matematicos abstratos promovendo a repeticdo de procedimentos e técnicas nio sao
suficientes para a compreensao.

Conforme ja mencionado, o desenvolvimento do Pensamento Matematico Avancado
pode contribuir para momentos de reflexdo desses estudantes, a fim de que compreendam
0s conceitos matematicos em questao e seus objetos envolvidos. Diante dos resultados dessa
pesquisa, percebemos que conduzir os estudantes ao desenvolvimento dos processos do PMA
durante o ensino e aprendizagem do contetddo de transformagoes lineares pode leva-los a abs-
tracdo desse objeto, ou seja, a sua compreensao (DREYFUS 2002).

Além disso, é preciso deixar claro aos estudantes quais s20 esses possiveis processos
que estdo acontecendo em seu ensino e aprendizagem e que podem potencializa-los, pois, para
Dreyfus (2002), os processos do PMA nio acontecem por si mesmos e, se acontecem, nao sao
necessariamente conscientes por parte dos estudantes.

E, ainda, de acordo com Dreyfus (2002), um dos objetivos do professor de matematica
do Ensino Superior é tornar os estudantes conscientes dos processos envolvidos no PMA e suas
intera¢des, pois, desse modo, é possivel potencializar o pensamento matematico do estudante
préximo ao de um matematico. Portanto, promover conscientemente o desenvolvimento desse
tipo de pensamento nos estudantes, possibilita o caminho a abstracio do objeto matematico
em questao.

Nesse sentido, percebemos que existem dificuldades por parte dos estudantes quanto a
compreensio dos objetos matematicos de um conceito abstrato como transformacdes lineares.
Por esse motivo, hd a necessidade de que o professor do Ensino Superior possibilite aos seus
alunos meios para suprirem essas dificuldades, e que busquem “novas” formas/metodologias
de ensino e aprendizagem além da tradicional, que é definir e exemplificar o objeto, para que
esses conceitos abstratos sejam realmente compreendidos.
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