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Resumen

El presente articulo aplica los conceptos del con-
trol éptimo inverso para regular la tension de sali-
da de un circuito convertidor de potencia DC-DC
elevador. El control éptimo inverso define a priori
una senal de control éptima y busca a posteriori el
funcional que esta Gltima minimiza, facilitando la
solucién del problema de control 6ptimo tras evi-
tar resolver explicitamente la ecuacién de Hamilton
Jacobi Bellman. Se plantean las ideas generales del
método, definiendo las ecuaciones necesarias para
calcular la ley de control 6ptima inversa. Posterior-
mente se realiza verificacion numérica en MAT-
LAB® para la accién de control, operando bajo la
influencia de perturbaciones en el modelo del sis-
tema. De los resultados de simulacién obtenidos se
confirma la pertinencia de la técnica para manipular
el comportamiento dinamico del circuito. Trabajos
futuros incluyen la validacién en laboratorio para las
predicciones tedricas propuestas.

Palabras clave: Control 6ptimo, Conversion de ener-
gia, Convertidores conmutados, Métodos de optimi-
zacion, Sistemas de control no lineal.

Abstract

This article presents the application of the funda-
mental theory of the inverse optimal control pro-
blem for regulation of the output voltage in a Boost
DC-DC power converter. The inverse optimal con-
trol problem states a priori an optimal control law
and a posteriori it proposes the functional cost to
be minimized, avoiding the explicit solution of the
Hamilton-Jacobi-Bellman equation and, therefore,
making easier the solution of the optimal control
problem. Some analytical developments are shown
here to obtain mathematical expressions needed to
perform the inverse optimal control approach on
regulation of the output voltage in a Boost power
converter circuit under the influence of external dis-
turbances. Numerical routines performed in MAT-
LAB® have shown promising results of the proposed
technique by achieving annihilation of the perturba-
tion effect in the system’s model. Future work is fo-
cused on experimental verification of this approach
on a real prototype of the DC-DC converter.
Keywords: Energy conversion, Nonlinear control
systems, Optimal control, Optimization methods,
Switching converters.
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INTRODUCCION

La desmedida demanda actual de recursos energé-
ticos por parte de una humanidad creciente y con
mayores requerimientos de consumo ha convertido
el uso racional de la energia en uno de los aspectos
mas relevantes desde el punto de vista econémico
y ambiental para garantizar sostenibilidad (Carval-
ho, 2006; Garzon & Abregu, 2009; lkeyama, Wata-
nabe, Isobe, & Takahashi, 2011). En este contexto,
cualquier esfuerzo por mejorar el aprovechamiento
energético por parte de los sistemas de ingenieria
es importante para contribuir con esta causa. Ana-
lizando el caso particular de la gestién energética,
se requiere de una mayor y mejor transferencia de
potencia desde la fuente principal hacia las cargas,
garantizando que dicha energia en un mayor por-
centaje se convierta en trabajo y asimismo se re-
duzcan al minimo (idealmente cero) las pérdidas
por disipacion. Al dispositivo o sistema encarga-
do de realizar esta labor se le denomina converti-
dor de potencia (Shepherd & Zhang, 2004; Basso,
2008), y en aplicaciones de circuitos eléctricos po-
see la caracteristica de regular los niveles de ten-
sion y corriente entregados a una carga, a partir de
la conmutacion controlada de un dispositivo elec-
trénico (en general un tiristor).

Cualquiera sea el caso, se requiere una forma
de onda especifica en las cargas, con la menor pér-
dida de energia respecto a la fuente de suministro
principal. La técnica mas utilizada en aplicaciones
para manipular un circuito convertidor de poten-
cia corresponde a la modificacién conveniente em-
pleando técnicas de control del ciclo dtil de una
sefial modulada en ancho de pulso (Pulse Width
Modulation, PWM) (Shepherd & Zhang, 2004; Bas-
so, 2008). En general, esta regulacion se logra cam-
biando el patrén de conmutacién de los dispositivos
electronicos asociados al circuito convertidor.

Entre las alternativas reportadas en la literatura
para estudiar el control de un convertidor de po-
tencia pueden listarse soluciones clasicas tradicio-
nales, que van desde controladores PID (Arikatla &
Abu-Qahouq, 2010; Lindiya, Palani, & lyyappan,

2012; Wang, 2013) y compensadores en el domi-
nio de la frecuencia, hasta estrategias en el espa-
cio de estados (Abbas, Abouchi, & Pillonnet, 2010;
Chiu, 2012; Alsmadi, Utkin, & Xu, 2013). Adicio-
nalmente, particular interés despierta en la comu-
nidad académica el mejoramiento del desempefio
del convertidor para compensar las pérdidas por
conmutacion. A este respecto, las técnicas de con-
trol basadas en consideraciones energéticas y de
control de Lyapunov ofrecen una alternativa inte-
resante (Zhou, Khambadkone, & Kong, 2009; Se-
leme, Ferreira, Rezende, & Borges, 2013; Dash &
Nayak, 2014). También lo son las técnicas de op-
timizacién, las cuales buscan reducir un funcio-
nal de costo que se relaciona con una funcién
de energia (Geyer, Papafotiou, Frasca, & Morari,
2008; Alasooly, 2010; Bianchi, Egea-Alvarez, Jun-
yent-Ferre, & Gomis-Bellmunt, 2012).

Sin embargo, en un problema de control 6p-
timo tradicional existe una alta complejidad aso-
ciada a la determinacién formal (i.e. que exista y
que sea estable) para la ley de control 6ptima, la
cual depende de las condiciones particulares del
problema en consideracion. Mas aun, en términos
matematicos esta clase de problemas implica ob-
tener soluciones analiticas para la ecuacién hamil-
toniana o la ecuacion de Hamilton Jacobi Bellman
(Sieniutycz, 2007; Xia, Chen, & Sun, 2011; Rive-
ra, Chavira, Loukianov, Ortega, & Raygoza, 2014),
siendo en ciertos casos inviables o simplemente
inexistentes, como puede ocurrir por cuenta de no
linealidades asociadas a modelos. Por tanto, para
solucionar problemas de control 6ptimo sin ne-
cesidad de resolver tales ecuaciones, se propone
como alternativa el denominado control 6ptimo
inverso (Freeman & Kokotovic, 1996; Sepulchre,
Jankovic, & Kokotovic, 1996).

En un problema de control éptimo inverso, se su-
pone a priori una ley de control éptima para la cual
se determina, a posteriori, el funcional de costo a
minimizar. Este enfoque alternativo ha demostra-
do su potencialidad para solucionar problemas en
aplicaciones en ciencias e ingenieria (Kanazawa,
Nakaura, & Sampei, 2009; Aghasadeghi, Long, &
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Bretl, 2012; Leon, Alanisb, Sanchez, Ornelas, &
Ruiz, 2012; Park, 2013). Sin embargo, son pocos
los resultados reportados en la literatura referidos
al control 6ptimo inverso para regulacion de cir-
cuitos convertidores de potencia. Algunos traba-
jos incluyen desarrollos analiticos para sistemas
discretos, como los de Ornelas, Sanchez, & Lou-
kianov (2010); Ornelas, Rico, Sanchez, Zuniga, &
Casarrubias (2012); Ornelas, Sanchez, Loukianov,
& Rico (2014) y sus referencias asociadas, ademas
de aplicaciones como las registradas en Liu, Zhang,
Yang, Shi, & He (2014); Zhang, Yang, Liu, Zeng, &
Xu (2013); Pahlevaninezhad et al. (2012).

Por tanto, el presente articulo propone, como
principal contribucién, la formulacién de un pro-
blema de control éptimo inverso de tiempo con-
tinuo para mantener regulada la tension de salida
de un convertidor de potencia DC-DC elevador
(tipo Boost) sometido a la influencia de perturba-
ciones, como caso de aplicacién para esta técni-
ca alternativa de control 6ptimo en el contexto de
otros métodos basados en técnicas hamiltonianas
o de regulacién cuadratica lineal. El contenido del
articulo se presenta como sigue: la seccién 2 in-
troduce el problema de control 6ptimo inverso;
la seccion 3 ilustra la metodologia empleada para
aplicar control éptimo inverso en un convertidor
de potencia DC-DC elevador; la seccién 4 muestra
los resultados obtenidos tras realizar verificacion
numérica de la técnica en MATLAB®, a partir de
los cuales se formulan las conclusiones presenta-
das en la seccién 5.

10V

1) + 2 f () =227

donde I(x) y R (x) vienen dados por el funcional
de costo de la ecuacion (2), mientras f(x) y g(x) por
el sistema de la ecuacion (1), de tal manera que
el control de retroalimentacion es definido por la
ecuacion (4).

1 av
* —_p-1 T -
u > R™'(x)g" (x) % 4)

gOR ()" ()%

EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO
INVERSO

Consideremos el sistema dindmico en tiempo con-
tinuo dado por la ecuacion (1).

x() = f(x(®) + g(x(@®)u(®, x, = x(0),

(1)

donde x(t) € ®" es el vector de variables de es-
tado en funcion del tiempo; u(t) e ®™ es el vec-
tor de entradas correspondiente con las sefiales de
control, f:®" - sy g: R™* - R™™ son funciones, en
general, no lineales del estado.

A partir de ello, un problema de control 6pti-
mo para este sistema se define como la manera de
encontrar una ley de control 6ptima u(t) = u*, que
permita minimizar (o maximizar, dependiendo de
las condiciones del problema) el indice de desem-
peno dado por la ecuacién (2).

J= f (U(x(®) + uT (©R(x(t))u(t))de 2)
0
Donde [(x(t)) >0y R(x(t))> 0 para todo x(t).
Para hallar esta ley de control 6ptima u* es condi-
cién suficiente aplicar el siguiente teorema (Sepul-
chre, Jankovic, & Kokotovic, 1996):

Teorema 1: (Condicion suficiente para la
optimalidad)

Si existe una funcién semidefinida positiva V(x) en
C', que satisface la ecuacion (3) o de Hamilton Ja-
cobi Bellman (HJB).

’

V(0) =0, (3)

entonces, si u* logra la estabilidad asintdtica en
el punto de equilibrio, sera el control dptimo de
estabilizacion que minimiza el funcional de cos-
to de la ecuacion (2) para todo u(t), garantizando
limx(t) =0 y V(x) serd la funcién de valor éptimo.

Asi, para resolver el problema de control 6pti-
mo se hace necesario determinar la funcién V(x)
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que resuelve la expresién HJB en la ecuacion (3),
para determinar la ley de control de realimenta-
cién estabilizante. En general, la solucion explici-
ta para dicha ecuacién no es un problema trivial.
Solo en algunos casos simples como el regulador
cuadrdtico lineal (LQR) es posible derivar resulta-
dos analiticos precisos.

Por tanto, como una alternativa para encontrar
la ley de control 6ptima estabilizante sin necesidad
de resolver la correspondiente ecuacion HJB, se
propone el denominado control éptimo inverso. En
este enfoque se establece a priori una ley de control
estabilizante para el problema y a posteriori se ob-
tiene el funcional de costo que dicha ley de control
minimiza (Sepulchre, Jankovic, & Kokotovic, 1996).

Inicialmente, se define a partir del problema de
estabilizacién dado por la ecuacion (4), la ley de
control 6ptima inversa u", dada como en la ecua-
cion (5).

u =R (2)g" ()L R(z) >0,

= (5)

Donde se incorpora como variable de interés el
error z= x — x4 (siendo x, los valores deseados de
x), para constituir un problema de seguimiento de
trayectorias. Luego, asumiendo una forma cuadra-
tica para V(z) a partir de la ecuacion (6).
P= Pl >0, (6)

(2) = %ZTPZ,

La ley de control toma la forma de la ecuacion (7).

0(z"Pz)
0z

w = TR D"

= — SR (P

3 (7)

DondeP = PT >0 y R(z) = R(z)" > 0. A par-
tir de esta la ley de control se define el funcional
de costo asociado a este problema de optimiza-
cién tomando en cuenta que ¥(z) es una funcion de
Lyapunov vy, por tanto, para estabilidad se requiere
que (Sepulchre, Jankovic, & Kokotovic, 1996).

o _av av 1,
V="f)+—gxus<0, u=-u

Obteniendo a partir de ello la ecuacion (8).

10V )
I PEAGE '(2)g"(x)Pz<0

7 ®)

s
=577 ®

Lo anterior permite definir la ecuacion (9) para
I(z), que constituye una solucién para (es decir,
que anula) la ecuacion HJB en (3).

I(z) = -V

av 10V B
= —Ef(x) + ZEQ(X)R (2)g"(x)Pz (9)

En resumen, el problema de control 6ptimo in-
verso consiste en que a partir de la definicién de la
ley de control 6ptimo en la ecuacion (7), la cual a
su vez depende de la funciéon V(z) propuesta en la
ecuacién (6), el funcional de costo en la ecuacion
(2) se minimiza siempre que I(z) corresponda con
la ecuacién (9).

METODOLOGIA

A continuacién se realizara la aplicacion de los
conceptos anteriormente enunciados respecto al
control 6ptimo inverso en la manipulacién del
comportamiento dindmico de un circuito converti-
dor de potencia. Se considerard el caso particular
de la regulacion de tension a la salida de un con-
vertidor tipo elevador o Boost.

Modelo del circuito convertidor Boost

El diagrama del convertidor de potencia DC-DC
tipo elevador (Boost), con un conmutador ideal, se
muestra en la figura 1. El convertidor Boost ampli-
fica la tension de entrada constante E por un factor
escalar relacionado con el ciclo dtil.

Para obtener el modelo matematico que descri-
be la dinamica del convertidor Boost, se aplican
las leyes de Kirchoff sobre el circuito resultante tras
posicionar el interruptor en modo de encendido o
apagado. En adelante, estos modos de conmuta-
cién seran representados mediante la variable de
control U
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Tl
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Generator

- TYT

D
. Diode
n
Yy = . .
-+
T Ideal Switch - R
n ." ¥
"
L
Figura 1. Representacion del convertidor Boost con un conmutador ideal.
Fuente: Elaboracién propia.
Inicialmente, se considera el modo de no con-
duccién para el diodo (U = 1). La topologia co- L% =-v+E
rrespondiente se muestra en la figura 2. A partir de
ello, se obtiene el sistema de ecuaciones diferen- )
. ) di v
ciales dado por la ecuacién (10). Ca =i- 2 (11

Ldi—E
dt 7’
di_ v .
dt R

Donde i(?) representa la corriente que pasa por
el inductor, al tiempo que v(?) es la tension en el
capacitor. Asimismo los parametros R, L, C 'y E re-
presentan para el circuito, respectivamente, los va-
lores de resistencia, inductancia, capacitancia y
tension de entrada constante.

Una segunda topologia de circuito corresponde
al modo de conduccién para el diodo (U = 0), la
cual se muestra en la figura 3. El sistema de ecua-
ciones diferenciales que describe este modo de
operacion, estd dado por la ecuacién (11).

Posteriormente, tras combinar las ecuaciones
(10)y (11), se puede obtener el modelo del sistema
unificado incorporando la accién de control U de
la manera presentada en la ecuacién (12), donde
se definen como variables de estado la corriente
en el inductor x, =i(?) y la tensién en el condensa-
dor x, = v(t) siendo U un valor binario que relacio-
na la posicion del conmutador.

)'Cl= 5_92_2U,
. 1 X1
Xy = —sz +?U (12)

De otro lado, tomando en cuenta la naturaleza
continua del control en la ecuacion (7), se requiere
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[
] L
b +
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[ ] o B

I
=+

Figura 2. Representacion del convertidor Boost en modo de no conduccién.

Fuente: Elaboracién propia.

L
——a YU = >
[
L] ]
+ +
T (E c ey R
T 9 i [

1

Figura 3. Representacion del convertidor Boost en modo de conduccién.

Fuente: Elaboracién propia.

emplear un modelo promediado del sistema en

la ecuacién (12) valido para altas frecuencias de X = %—%u
conmutacion (Kassakian, 1991). Este modelo pro-

mediado se presenta en la ecuacién (13), donde u ) .
toma valores continuos en el intervalo [0,1]. X, = —wcXz T ?111
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Regulacion del voltaje de salida del circuito

El objetivo es controlar la tension de salida en el
convertidor, por tanto inicialmente se selecciona
en la ecuacion (14) la tension del condensador
como salida del sistema.

y = X, (14)

Esta seleccion en la sefal de salida hace al sis-
tema de fase no minima y en consecuencia, segin
la teoria, no se puede lograr en un sistema de este
tipo un seguimiento de una trayectoria. Cualquier
técnica de control para llevar a cabo el seguimiento
exacto haria que el sistema realimentado resultan-
te sea inestable (Kassakian, Schlecht, & Verghese,
1991). Una forma simple de solucionar este incon-
veniente es controlar el voltaje indirectamente me-
diante el control de la corriente del inductor. Por
tanto, se selecciona a esta como la nueva salida:

y=Xx

Cuando la tensién de salida es constante, la re-
lacion existente entre la corriente del inductor y la
tension en el capacitor se puede encontrar a través
de los puntos de equilibrio del sistema, definidos
mediante la ecuacion (15).

E E

X2q = = Xia = =5, (15)
u u'R
Donde X14, X34y U representan valores en es-
tado estable para x,, x, y u respectivamente. Sus-
tituyendo u obtenemos la relacién dada por la
ecuacion (16).

2

Esta Gltima expresion permite definir un valor
para la corriente deseada del circuito a partir del va-
lor de tensién esperado en la salida del mismo, ase-
gurando asi un control en las dos direcciones del
espacio de estados. De no hacerlo, podria crecer de
manera incontrolada el valor de la corriente y limi-
tar por tanto la aplicabilidad practica de la técnica.

Para el diseno de la ley de control éptimo inver-
so se emplearan los parametros del circuito dados
por la tabla 1 y adicionalmente las matrices de pon-
deracion propuestas en la ecuacion (17) cuya selec-
cién corresponde con un criterio de ensayo y error.

Tabla 1. Parametros nominales del convertidor Boost.

Parametro Valor
Tension de entrada E 15[vVDC]
Tension de salida 30[vDC(C]
Resistencia R 30[Q]
Capacitor C 20[pF]
Inductancia L 20[mH]
Frecuencia de conmutacién 40[kHz]
Ciclo atil PWM 50%
Fuente: Elaboracién propia.
10 0
R(z) =[5], P=lg o001l 17

Por tanto, a partir de la ley de control 6ptima
inversa dada en la ecuacién (7), reescrita por co-
modidad en este punto:

ut = —~Rg"P(x - xy),

Tomando en cuenta que, a partir de la ecuacién
(1) en el sistema representado por la ecuacion (13)

Ty = "bf_; (16)  f{x) y g(x) toman la forma:
E 1
- 750 —=X; —50x
fo=| f {i@]wm= = soo0es )
—%xz —x; %xl 50000x,

La ley de control que resuelve el problema de
control éptimo inverso para el circuito se puede

formular mediante la ecuacion (18).
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) L 10
w' = —[5]7[~50x, 50000x,] [0

2

01|, _%2a_
0,001] ' ER| (18)
Xy — X24

La cual cumple la condicién de estabilidad formulada en (8).

Finalmente, nétese el término constante in-
cluido en la expresion para f{x). Dicho término se
incluye como parte de esta funcion tomando en
cuenta la descripcion general dada en la ecuacién
(1), debido a que no es un factor de la accién de
control g(x), aunque exista a su vez una indepen-
dencia en el estado del sistema.

RESULTADOS

La figura 4 presenta un diagrama de flujo del
algoritmo implementado en MATLAB® para verifi-
car resultados analiticos a través de simulacién. En
dicho diagrama, el valor minimo de J corresponde
con V(z)| _, segln reportado en la literatura (Sepul-
chre, Jankovic, & Kokotovic, 1996).

El comportamiento del circuito se muestra en
las figuras 5 y 6, donde se grafican respectivamente
la corriente en el inductor y el voltaje en el capaci-
tor, a partir de simulacién en MATLAB® emplean-
do los parametros incluidos en la tabla 1. Como
se observa en los resultados obtenidos en la Figura
6, el sistema mantiene constante el valor de volta-
je en su salida para ser 30 [V], desde condiciones
iniciales nulas en un tiempo relativamente corto y
sin oscilaciones transitorias. Este comportamiento
ideal es sin embargo afectado de manera notable
por una perturbacion aplicada sobre la tension de
entrada del convertidor en t = 0,02 [s]. Dicha per-
turbacion corresponde con una caida en la tension
de 3 [V]. Resultados similares se verifican para el
caso de la corriente en la Figura 5. Por tanto, se

C Inicializa parametros Py R

AV 4

Si No

Jes minimo

s _ _1p-1 Ty Y
u'=—-R7(x)g" (x) -

x(t) = f(x(®) + g(x(O))u’(t)

Figura 4. Diagrama de flujo del algoritmo implementado.

Fuente: Elaboracién propia

/= fﬁ([(-\’(f)) +uT (OR(x(E)u(t))de
0
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Figura 5. Corriente en el inductor del convertidor Boost en lazo abierto con perturbaciones.

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 6. Tension en el condensador del convertidor Boost en lazo abierto con perturbaciones.

Fuente: Elaboracién propia
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evidencia la necesidad de aplicar un control para
mantener invariante el voltaje en la salida del cir-
cuito a pesar de la accion de perturbaciones.

Una vez calculada la ley 6ptima de control
dada por la ecuacion (18), se obtienen los resul-
tados presentados en las figuras 7 y 8, donde se
observa la trayectoria solucién para los estados
del sistema, que permiten verificar la regulacién
deseada de voltaje a la salida del circuito a pesar
de la influencia de caida de tensién en la entra-
da. Adicionalmente, la Figura 9 permite observar
la tendencia de la senal de control para converger
rapidamente hacia su valor éptimo u"= 50% (ciclo
atil PWM), que coincide con el valor nominal re-
portado en la tabla 1.

De otro lado, la figura 10 presenta una verifi-
cacién de la optimalidad del sistema controlado
mediante (18) y a su vez un contraste para dicha
medida de optimalidad con respecto a una accién

de control proporcional integral (Pl) convencional
(no 6ptima), a partir de la evaluacion del funcio-
nal de costo J en (2). El valor teérico minimo para
este funcional es (Sepulchre, Jankovic, & Kokoto-
vic, 1996):

V(Z)|t=0 = %ZOTPZO = 20.45,

y, por tanto, se observa como a partir de los re-
sultados este valor se alcanza mediante la ley de
control éptimo inverso. Sin embargo, es también
evidente cémo la accién de control PI convencio-
nal presenta valores no minimos, lo cual significa
desde el punto de vista fisico un incremento en la
energia requerida para realizar la accién de con-
trol, generando un gasto adicional innecesario que
en determinadas aplicaciones (e.g. autonomia de
una bateria) puede marcar una diferencia impor-
tante en el desempeno del sistema.

CORRIENTE INDUCTOR

3 T T T

e
()
T

T

AMPLITUD [A]

00 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

TIEMPO [s]

Figura 7. Corriente en el inductor del convertidor Boost.

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 8. Tension en el condensador del convertidor Boost.

Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 9. Ley de control del convertidor Boost.

Fuente: Elaboracién propia
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FUNCIONAL DE COSTO J
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Figura 10. Funcional de costo: (a) tendencia en el tiempo sin perturbacion para dos leyes de control; (b) detalle de
valor para funcién 6ptima en estado estable.

Fuente: Elaboracién propia.
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CONCLUSIONES

Se han presentado, desde un punto de vista ma-
tematico y genérico, las ideas fundamentales del
control éptimo inverso, del calculo para la sefial de
control 6ptima y del funcional que esta minimiza.
Se ha realizado un desarrollo particularizado
de aplicacién del control 6ptimo inverso, para
el caso de regulacion de la salida de tension en
un circuito convertidor de potencia DC-DC tipo
Boost, sometido a la influencia de perturbacio-
nes en su entrada.

El desempefio del sistema controlado mediante
la técnica propuesta ha demostrado un notorio
mejoramiento en la capacidad del sistema para
atenuar el efecto de las perturbaciones en su res-
puesta dindmica.

La optimalidad del control se verifica a partir de
corroborar el valor éptimo analitico en simu-
lacién y un posterior contraste con técnicas de
control convencionales.

Actualmente se desarrolla trabajo adicional para
validar los resultados teéricos y numéricos aqui
presentados, mediante prototipos experimenta-
les manipulados en laboratorio.
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