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Resumen

En este trabajo presentamos algunas experiencias realizadas en un curso de Algebra
Lineal, en donde se proponen actividades que conducen a los estudiantes a elaborar
representaciones de caracter geométrico aplicando los conceptos de dependencia e
independencia lineal. Estas experiencias tienen un caracter exploratorio dentro del
marco de de una investigacion y se han orientado a observar qué elementos distintos
a los convencionales podemos detectar cuando se hace un tratamiento convencional
en el estudio de dichos conceptos. El disefio de las actividades se basan en el
contexto de las representaciones geométricas, que nos brindardn elementos para
problematizar la adquisicién del concepto de combinacion lineal en un primer momento
y COMO una consecuencia en la segunda etapa de las mismas, el de dependencia e
independencia lineal, reconociendo en ellos, una especial complejidad debido a su
caracter abstracto y asi, al llevar a los estudiantes a escenarios geométricos,
podremos, a partir de las exploraciones realizadas y la recopilacién de los indicios de
comprension o no de dichos conceptos, para asi estructurar preguntas mas precisas
sobre la factibilidad de adquisicion de los conceptos antes referidos mediante el uso de
representaciones visuales como una propuesta alternativa que puede ser usadas en el
aula.

Abstract

In this paper we will show some experiences that we have in a class of Linear Algebra,
where we propose activities that make the students to do representations of
geometrical characters playing concepts of linear dependence and independence.
These experiences have an exploratory character in the frame of qualitative
investigation and have been oriented to acquire different elements to the conventional
that we can see when we give a conventional treatment to the study of these concepts.
The design of the activities is based in the context of the geometrical representations,
that will give us the elements to answer the problem of the acquisition of the concept of
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linear combination in a first moment and as a result in the second stage of this, the
concept of linear dependence and independence, recognizing in this, a special
complexity do to its abstract character and this way, leading the students to geometrical
scenarios, we can, from this explorations compile sings of comprehension or not of the
concepts, and from this structure more precise questions about the feasibility of the
acquisition of the concepts that we have recounted before in the visual representations
as an alternative offer that can be used in the classroom.

Palabras clave: Combinacion lineal, dependencia lineal, independencia lineal,
Wronskiano.

Introduccidén

La investigacion educativa se ha ocupado del aprendizaje de la matematica y de los
procesos involucrados en la ensefianza en el nivel universitario durante los altimos
afios. Ha intentado mejorar la identificacion y comprension de las dificultades que los
alumnos encuentran y las disfunciones del sistema educativo, asi como la basqueda
de vias para superar estos problemas.

La ensefianza y el aprendizaje del algebra lineal en la ingenieria se caracterizan por
presentar dificultades diferentes a las que aparecen en otras areas de la matematica,
como, por ejemplo, el calculo. En el &lgebra, no es usual partir de conocimientos
fisicos 0 geométricos para comenzar la construccion de un concepto. La mayor parte
de los conceptos algebraicos son presentados a partir de definiciones formales; la
existencia de los objetos definidos, en la mayoria de los casos, no parte de
conocimientos previos, ni de argumentos provenientes de la fisica o la geometria, sino
gue se construyen logicamente. Esto hace que muchos estudiantes perciban al
algebra como demasiado abstracta y que sus objetos carecen de aplicacion en la
realidad. Esta caracteristica de abstraccién del algebra lineal ha promovido diversas
reflexiones profundas en torno a la busqueda de presentaciones diferentes del tema.
Con el fin de intentar clarificar la comprension y construccién de los conceptos de
dependencia e independencia lineal en las funciones polinébmicas que se abordan en la
asignatura de algebra lineal, en la presente propuesta se pretende hacer uso de las
representaciones geométricas para que los alumnos puedan incorporarlas en la
busqueda de significados en el concepto antes referido.

Algunos los problemas relativos al aprendizaje del algebra lineal se refieren a las
diferentes representaciones que puede tener un mismo objeto y para las cuales no
resulta muy claro para un estudiante, que se trata del mismo objeto. El alumno se
encuentra, por ejemplo, con dos representaciones diferentes de la suma de vectores,
una geométrica con una definicion formal y otra enteramente formal para espacios
vectoriales generales (Sierpinska, 1996). Cabe preguntarse, entonces, cOmo se realiza
el pasaje de una forma de representacion a otra y de qué manera contribuyen estas
representaciones diversas, en la construccion de un concepto algebraico.
Comprendemos que una representacion unica, no es capaz de transmitir la totalidad
de su significado, por lo que se hace necesario un acercamiento a través de diversas
representaciones al concepto para llegar a su comprensién y construccion.
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La visualizacién juega un papel importante en la construccion de conceptos
matematicos. Existen diversas definiciones y caracterizaciones de la visualizacion. “La
visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de creacion, interpretacion,
empleo de y reflexibn sobre cuadros, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en
papel o con herramientas tecnoldgicas, con el propésito de representar y comunicar
informacion, pensando y desarrollando ideas desconocidas y anticipando el
entendimiento” (Arcavi, 1999, p.56).

Por otra parte, la visualizacion no puede ser entendida como el simple acto de ver,
sino como “la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar, documentar
y reflejar informacién visual en el pensamiento y el lenguaje del que aprende”.
(Cantoral & Montiel, 2002, p.24). En la visualizacién se utilizan matematicas
relacionadas con el campo de lo numérico, grafico, algebraico, verbal y también de lo
gestual. De esta manera, la visualizacion opera con el funcionamiento de las
estructuras cognitivas, las relaciones entre las diversas representaciones de un objeto
matematico y ademas intervienen en una determinada cultura.

Una secuencia de actividades para introducir la dependencia e independencia
lineal

Se presenta a continuacién una secuencia de actividades disefiada con la finalidad de
trabajar los conceptos de dependencia e independencia lineal de funciones y
polinomios de primero y segundo grado, haciendo uso de recursos y representaciones
geomeétricas. Se parte en ellas de la consideracion de la importancia de la visualizacion
0 representacion geomeétrica para la comprension de objetos matematicos en la
asignatura de Algebra Lineal, y de que los recursos geométricos deben poseer un
papel central en el aula, no siendo relegados Unicamente a la ejemplificacion. La
exploracién grafica debe complementar al estudio tedrico de un tema, permitiendo
mejorar la construccion de los conceptos matematicos.

Los recursos tecnoldgicos contribuyen en gran medida a la exploracion gréfica,
permitiendo aprovechar sus ventajas tanto en aspectos graficos como de velocidad de
calculo. La tecnologia brinda facilidades para la visualizacion. Sin embargo, es
fundamental tener en cuenta que lo importante en el aula es el disefio de las
propuestas didacticas y no los recursos que se utilizan para su puesta en practica.

En las actividades que propusimos en esta investigacion, los estudiantes pudieron
hacer uso de los recursos tecnoldgicos disponibles, lo que les facilité en algunos casos
la experimentacion y visualizacién, sobre todo en cuanto a las facilidades de
graficacion y tiempo de realizacion de célculos.

La investigacion posee caracteristicas de tipo cualitativo, radicando nuestro interés en
la exploracion de conceptos. El analisis de datos es de tipo inductivo, ya que las
categorias e interpretaciones se construiran a partir de la informaciéon que se obtenga.
El foco de investigacion tendra, como acabamos de afirmar, un caracter exploratorio,
descriptivo e interpretativo.

En esta seccién se analizan algunas de las respuestas emitidas por un grupo de
estudiantes de segundo semestre de ingenieria en la Facultad de Estudios Superiores
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Cuautittan (UNAM), México. En el trabajo se ha puesto una atencion especial en los
significados que los estudiantes en ingenieria asignan al concepto de dependencia e
independencia lineal con relacién a los vectores libres (flecha) y funciones de primero y
segundo orden haciendo uso del Wronskiano para su andlisis. Las experiencias
convencionales nos muestran que frecuentemente los profesores de la asignatura de
algebra Lineal dan la definicion, inician con ejercicios simples, aumentan el grado de
dificultad y solicitan al estudiante continte con la solucion de los ejercicios.

Haciendo uso de esta consideracion, la propuesta que se plantea en las actividades
disefiadas tiene como propdsito construir una serie de hipétesis que reflejen como
enfrentan a su solucién los estudiantes, qué respuestas dan, la actividad matematica
que se provoca, las argumentaciones que se generan y los conceptos mateméticos
gue logran poner en juego. Proponemos de manera implicita reflexionar sobre las
posibles ventajas que dichas actividades pueden producir con miras al aprendizaje del
concepto en contraste con la forma convencional con que se revisan dichos conceptos.

ACTIVIDAD 1. Construccion en el plano y del plano

En esta actividad se pretende que los alumnos incorporen conocimientos previos, que
les ayuden a la adquisicién del concepto de combinacion lineal como antecedente del
concepto de dependencia e independencia lineal. También se pretende que a partir de
la solucién de ésta, los estudiantes estructuren el concepto de combinacién lineal,
logren una interpretacion adecuada de los vectores libres que se asocian a cada uno
de los puntos marcados en los diferentes cuadrantes, recuperen el significado del
producto de un escalar por un vector, practiquen la suma de vectores preferentemente
a partir del método del paralelogramo y hagan uso de los elementos geométricos como
una alternativa para verificar y construir sus respuestas.
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Algunas respuestas ala actividad 1: (Equipo A)
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En esta actividad se proporcionan vectores representados de manera general (sin una
dimensién definida) y se puede observar producto del trabajo que los estudiantes
desarrollaron, que hacen uso de mediciones un principio que a ellos intuitivamente se
les ocurrié con la idea de llegar al resultado mediante una combinacién lineal, en este
caso multiplicar un vector por un escalar y desplazarlo hacia un punto sobre el otro
vector, y asi lograr obtener la solucion los puntos requeridos.
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En esta seccion de la actividad se requeria ver si los estudiantes podian llegar a
obtener como resultado vectores en distintos cuadrantes, enfrentandolos al problema
de usar el concepto de multiplicacién de un vector por un escalar negativo, que era
necesario cubrir el objetivo. En su exploracion, el equipo A llegd a la conclusion
solicitada de manera inmediata, gracias a que hicieron uso de la estrategia
mencionada en el apartado anterior y de sus conocimientos previos de geometria.
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En la Ultima parte de la actividad 1, se requeria que los estudiantes aplicaran el
concepto de combinacion lineal en un nivel de mayor generalidad, es decir, que lo
utilizaran para formar un conjunto de puntos en primera instancia y posterior a esta, la
obtencion de un conjunto de rectas que les sirva como elementos para formar el plano.
En las respuestas que reporta el equipo, se puede apreciar con detalle que a partir del
desarrollo de las actividades logran la obtencién de una expresion matematica general,
gue puede ser considerada como la definicibn de la combinacion lineal en dos
dimensiones.
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Algunas respuestas ala actividad 1: (Equipo B)
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El grupo de estudiantes denominado equipo B, en su exploracion realizada de la
actividad 1, hacen uso de los conocimientos previos que tienen con relacién a las
operaciones de suma y producto de un escalar que se cumplen como caracteristica de
los vectores libres en el contexto de la fisica, es decir, utilizan el método del
paralelogramo para dar salida a los cuestionamientos que se les plantea. Se puede
observar al final de su reporte que estructuran una ecuacion cuya forma se aproxima a
la ecuacion de la combinacion lineal de un vector en términos de otros dos.
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En la segunda seccién de la actividad, el grupo de estudiantes en su explicacion
indican que para la representacion de un vector en los distintos cuadrantes del plano
cartesiano, es necesario hacer uso del producto de un escalar que sea negativo por un
vector para producir un cambio de direccidn del vector en ciertos casos y en otros, se
debe afectar por un escalar negativo a ambos vectores con la intension de obtener una
posicion especifica en el cuadrante solicitado, tal como se puede leer en la parte
superior del primer grafico incluido en esta pagina.
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En esta parte el equipo B, continGia utilizando como estrategia de solucién el método
del paralelogramo para dar respuesta a las preguntas planteadas en esta seccion, se
aprecia que solamente realizaron un trazo en su exploracion, por consiguiente,
consideramos que nos hacen falta elementos para dar una interpretacion de su
respuesta en la gréafica respectiva. Reportan que: “multiplicando por escalares mayor
gue uno o menor de uno y aplicar el método del paralelogramo” con dos vectores
pueden formar la totalidad del plano. A este equipo le costo dar respuesta a las
preguntas en las cuales no se incluian gréficos, por lo que suponemos que fue el
motivo que provoco un obsticulo al emitir sus respuestas, al final estructuran una
respuesta distinta a la planeada en el disefio de la actividad.
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TABLA DE OBSERVACIONES, ACTIVIDAD 1

EQUIPO A EQUIPO B COMENTARIOS
1.- Recurren a realizar |1.- Hacen uso de las |El equipo A prefiere usar
mediciones. caracteristicas de los | la medicién, y un concepto
vectores, empleando la|més concreto, mientras
multiplicacion por | que el equipo B se basa
escalares. en un método mas
intuitivo.
2.- Formulan sus | 2.- Responden con | En las respuestas que
respuestas estructurando | planteamientos gue | proporciona el equipo A
un planteamiento | involucran el uso de | es notorio que hacen uso
numeérico. literales. de mediciones en la
longitud de los vectores.
El equipo B plantea
respuestas en las cuales
emplea literales.

3.- Ambos utilizaron el producto de un escalar negativo
por un vector para la modificacion de su sentido.

Los equipos utilizan las
caracteristicas que
producen la inversion en
el sentido de un vector y
llegan a la solucién
respectiva sin mayores
problemas.

4.- Muestran claridad en
su respuesta; ya que,
argumentan que pueden
formar el plano mediante
un vector cuales quiera.

4.- En su reporte, no
proporcionan evidencias
de establecer una
respuesta  estructurada,
por cuestiones de tiempo.

Al utilizar el método de la
medicion, el equipo A
puede llegar al resultado,
mientras que el equipo B
le cuesta trabajo, ya que,
en su respuesta se nota
una contradiccion.

5.- El de
estudiantes logra
estructurar una conclusion
general que coincide con
el resultado esperado.

grupo

5.- Establecen una
respuesta distinta a la
planteada en el disefio de
la actividad.

El  equipo A logra
estructurar una expresion
que representa el
concepto de combinacion
lineal, en tanto que el
equipo B en su respuesta
establece una expresion
gue involucra el teorema
de Pitdgoras, suponemos
entonces, que el factor
tiempo continda siendo un
elemento que condiciona
Su respuesta.

Como se puede apreciar en el resultado de la actividad 1 que se reporta, se aprecia en
forma general que los estudiantes logran responder los cuestionamientos asociados a
la misma en funcion de la metodologia utilizada y de los antecedentes con los cuales
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cuenta cada uno de los integrantes que conforman los respectivos equipos. Al realizar
la etapa de retroalimentaciébn que consisti6 en la exposicion de sus respectivas
exploraciones, frente al total de los participantes en la actividad, se observé que logran
al final coincidir en las respuestas preestablecidas que se consideraron en el disefio de
la actividad, es decir, aceptan a partir de una reflexion y haciendo uso de
argumentaciones la coincidencia en sus respuestas siendo para ellos este hecho un
agente motivador que les permite aceptar naturalmente la solucién de las actividades
restantes.

Es importante observar los métodos y las herramientas utilizadas por los alumnos en la
resolucién de la actividad 1, esto deja de cierta manera una idea clara del concepto de
combinacion lineal, dicho concepto se utiliza en la definicion de dependencia e
independencia lineal que los libros de texto reportan de manera general.

ACTIVIDADES 2, 3y 4. Uso del Wronskiano y determinacién de dependencia e
independencia lineal

En las siguientes actividades se espera que los estudiantes lleguen a deducir que el
escenario de las representaciones graficas no proporciona informacién suficiente para
poder obtener directamente una categorizacion sobre el concepto de dependencia e
independencia lineal. Se toma como fuente principal el uso del Wronskiano que es un
método para determinar la independencia o dependencia lineal de un conjunto de
vectores y que es de uso poco frecuente por los libros de texto proporcionados como
fuentes de consulta en las escuelas de ingenieria en México. Estas actividades fueron
realizadas en clases posteriores a la Actividad 1 anteriormente reportada. Para este
momento, los alumnos ya habian visto en clase, las definiciones de dependencia e
independencia lineal y habian trabajado con el docente un ejemplo en el que aplicaban
el método del Wronskiano.

En la Actividad 2, se ponen en juego los conocimientos que el estudiante tiene de una
recta, su pendiente, su ordenada al origen, el uso de derivadas sucesivas, y la solucion
de un determinante.

La Actividad 3, propone que los estudiantes hagan uso de los elementos de una
parabola, la grafica de una funcion constante, el uso de derivadas sucesivas y la
solucion de un determinante.

Finalmente en la Actividad 4 se hace un estudio en los polinomios de segundo orden
con la intencion de enfrentar a los estudiantes con una problemética para que analicen
los posibles rasgos caracteristicos que definen la dependencia e independencia lineal
y puedan atribuir una categoria sobre estos.

En seguida se presentan algunos de los resultados de las actividades, indicando en
cada una de ellas los puntos a resolver vy las respuestas que dieron los estudiantes,
posteriormente se comentan los resultados y se da una conclusién; todo esto con el fin
de tener la idea clara de como se fue realizando este proceso y teniendo siempre
presente hacia a qué puntos de reflexion nos llevo esta actividad.



Dependencia e independencia lineal: una propuesta de actividades para el aula
Carlos Oropeza Legorreta. Javier Lezama Andalén

Algunas respuestas a las actividades

ACTIVIDAD 2
Dadas las siguientes funciones {x+1,1-x,2-x}:

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el
Wronskiano.

b) Grafique y plantee una explicaciéon del porqué sucede la dependencia.

c) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia?
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La actividad que hace uso del Wronskiano, esta fundamentada en la definicién la cual
involucra las n-1 derivadas sucesivas del conjunto de funciones, donde n representa el
orden del polinomio. Haciendo uso de esta distribucion se propone en la primera parte
de esta actividad un conjunto de polinomios de primer orden en donde la respuesta
gue emiten los estudiantes se puede apreciar con claridad que a pesar de llegar a la
solucion analitica, ellos no encuentran una interpretacidbn geométrica, convirtiéndose la
exploracién que efectiian en algo sumamente interesante.
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ACTIVIDAD 3

Dados los siguientes polinomios 2x2+3, X2, 1.
a) Determine si son linealmente dependientes o independientes utilizando el
Wronskiano.
b) Grafique y plantee una explicacién del porqué sucede la dependencia.
c) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia?
d) ¢Qué sucederia con las respuestas anteriores si las funciones fueran

2X2+3, X2, 7?
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En esta actividad nuevamente logran encontrar el resultado analitico sin llegar a una
interpretaciéon geométrica.
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ACTIVIDAD 4
Dados los siguientes polinomios -2X2+x-4, X2-4x-4, 8x2-7x-4.

a) Determine si son linealmente dependientes o independientes.
b) Grafique y plantee una explicacion del porqué sucede la dependencia.
c) ¢Es posible determinar graficamente su dependencia?
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En la resolucion de esta actividad se aprecia una gran mecanizacion de la herramienta
matematica en cuanto al algebra se refiere, incluso en el resultado mostrado arriba
perteneciente a uno de los equipos participantes, muestra en sus respuestas que no
logran plantear alguna propuesta de solucion en el contexto grafico de los polinomios.
Dicha mecanizacion se pone de manifiesto, ya que este inciso se pide resolver
posterior al que requiere hacer uso del método del Wronskiano, en la parte de
retroalimentacion algunos estudiantes manifestaron que otra alternativa pudo haber
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sido emplear la definicion de combinacion lineal como un recurso que les permita dar
la categoria del concepto de dependencia e independencia lineal a los vectores de
estudio y consideran que este hecho les hubiera facilitado los célculos.

Discusion de los resultados:

En la actividad 1, se observaron algunas dificultades por parte de los alumnos cuando
trabajan en los cuadrantes Il, 1l y IV debido a que tienen dificultad para establecer los
rangos del valor que deben tener los escalares para cumplir con las condiciones que
les solicitan. Algunos estudiantes discutieron incluso acerca de los signos que debian
tener cada uno de los escalares que intervienen en las combinaciones lineales
correspondientes.

Algunos equipos llegan sin problemas a la generacion de la recta | a partir de los dos
vectores que originalmente se proponen. En términos generales la mayoria de los
estudiantes participantes hacen uso de los elementos geométricos asociados a cada
inciso del disefio en esta actividad.

Los equipos de estudiantes al trabajar con el Wronskiano presentan regularmente
cierta resistencia, pues el concepto involucra hacer uso de derivadas sucesivas y de la
solucion de un determinante. También llegan a presentar frecuentemente resultados
contradictorios entre los calculos obtenidos y su interpretacion en forma geométrica.

Conclusiones:

El disefio de situaciones didacticas orientadas a la construccion de un concepto
algebraico no resulta sencillo, debido a las caracteristicas propias del algebra en el
discurso matematico escolar.

Resulta notorio que al solicitar interpretaciones de las graficas de la dependencia e
independencia lineal de funciones polinbmicas, muchos estudiantes intentaron
identificar dichas interpretaciones a través de la busqueda de intersecciones entre las
curvas e intersecciones de las mismas con los ejes coordenados. Interpretamos estas
respuestas como un intento de transferencia de conocimientos adquiridos en el
andlisis matemético a esta otra rama de la matematica.

El grupo de estudiantes que intervino en la experiencia declararon que les resultdé muy
agradable la solucién de las actividades planteadas y valoraron positivamente la
cantidad de elementos matematicos que llegan a discutir, pues resulta que en general,
al término de la puesta en escena todos los participantes sienten una cierta sensacion
de satisfaccién por la actividad matematica desarrollada en su participacion, sin
importar cuanto hayan resuelto de manera correcta. Tras las actividades desarrolladas,
en la puesta en comun realizada como un factor que aporta una retroalimentacion en
forma grupal, se produjo una participacion activa por parte de los estudiantes que
argumentaban a favor de sus resoluciones y resultados.

Con base al resultado de las actividades propuestas en el presente trabajo y tomando
como fundamento las exploraciones realizadas por los equipos participantes,
podemos considerar que la visualizacion es la capacidad o habilidad que cada
individuo debe desarrollar y procurarse para lograr un aprendizaje distinto al tradicional
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y asi mismo apoyar el desarrollo académico de la actividad matematica en general y
en particular para nuestro caso, los conceptos de dependencia e independencia lineal
en la asignatura de algebra lineal al interior del aula.

Consideramos que la puesta en practica de las actividades anteriores fue exitosa, pues
si bien la totalidad de los estudiantes no pudieron resolverlas correctamente, se genero
en el aula un ambiente en el que los intercambios de opiniones fueron abundantes y
productivos. Como una consideracion final, se observé que el aprendizaje cooperativo
propicio interesantes discusiones previas a la escritura de las respuestas.
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