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Resumen

El presente trabajo estd enmarcado en el proyecto de investigacion: La
demostracién en geometria en la formacién de profesores, que con el objetivo
general de estudiar el proceso de aprendizaje de la demostracién en geometria de
estudiantes de Profesorado de Matematica, se propone en particular indagar
acerca de las concepciones de estos estudiantes sobre la demostracion
matematica.

Reportamos aqui el analisis de una entrevista realizada a estos estudiantes con el
fin de obtener indicios de sus concepciones sobre el aprendizaje de la
demostracion y las posibles relaciones de estas ideas con las pruebas que estos
estudiantes producen frente a un problema de demostrar. Encontramos
principalmente las siguientes tres ideas: se aprende a demostrar estudiando
I6gica; a demostrar se aprende demostrando y se aprende de entender
demostraciones bien presentadas; relacionadas con estudiantes que producen
pruebas ingenuas; de ejemplo genérico-crucial y formales respectivamente.

Palabras claves: demostracion — profesorado — concepciones

ABSTRACT

The present article is part of the research project named "geometrical proof in the
formation of teachers" that has the general aim of studying the learning process of
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demonstration in geometry in students that study to become teachers. In particular,
we study the students' conceptions of proofs.

In this article, we report the analysis of interviews made to the students
to find hints  about their conceptions and the possible relationships
between these ideas and proofs that students make when they deal with a proof
problem. We mainly found the following three ideas: you can learn a how to
demonstrate theory, you learn to demonstrate by making proofs and you learn to
demonstrate by understanding well presented proof; related respectively with
students that produce naive proofs, generic-crucial example proofs and formal
proofs.

INTRODUCCION

Desde la tradicion platonico-aristotélica y hasta nuestros dias, la nocion filoséfica
de demostracion se relaciona con la derivacion de un enunciado a partir de otros
enunciados, llamados premisas, mediante la aplicacion de determinadas leyes
I6gicas; en esta idea de demostracién subyace siempre una busqueda razonable
de la verdad.

En el ambito matemético la idea de demostracion y el verbo demostrar adquieren,
histéricamente, una dimensién precisa y notable. La demostracion matematica es
un procedimiento ligado a establecer propiedades de los conceptos, equivalencia
de definiciones o confirmacion de conjeturas en el contexto de un sistema
axiomatico. Sin embargo, demostrar en matematica es una tarea cognitivamente
compleja, no siempre tan diafana como su redaccion final parece indicar; la
denominada demostracion final de un teorema es la culminaciéon de un proceso, la
presentacion limpia y ordenada de una larga investigacion nunca exenta de
intuicién, pruebas, errores, refinamientos, etc. (Polya.1954, Lakatos.1976,
Schoendfeld.1992).

En el proceso de aprendizaje de la matematica la argumentacién utilizada para
demostrar una proposicibn matematica, puede aparecer bajo distintos aspectos,
con mayor o menor grado de explicitacion y con distintos niveles de rigor; como un
medio de autovalidar los conocimientos o como un contenido a aprender.

Respecto al proceso de ensefianza-aprendizaje de la demostracion, encontramos
los trabajos precursores de Polya (1954), Fischbein (1982), Balacheff (1987),
Arsac (1992) y Duval (1991) que estudian situaciones de validacion y practicas
argumentativas de los alumnos, las concepciones de verdad y falsedad y la
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tipologia de pruebas que ellos producen. No podemos dejar de considerar los
aportes (entre otros) de Dreyfus (1999), Godino y Martinez Recio (1997 — 2001),
Martinez Recio (2002), Ibafiez Jalon, (2002) Sdenz Castro (2002) que analizan los
rasgos caracteristicos del significado de la demostracion en distintos contextos
institucionales y las distintas dimensiones para este concepto como asi también
las dificultades con que se encuentran los estudiantes universitarios para producir
demostraciones formales.

El presente trabajo estd enmarcado en el proyecto de investigaciéon: La
demostracién en geometria en la formacion de profesores®, que con el objetivo
general de estudiar el proceso de aprendizaje de la demostracién por parte de
estudiantes de Profesorado de Matematica en el contexto de problemas de
Geometria Euclidea, se propone, como objetivo particular, indagar acerca de las
concepciones de estos estudiantes sobre la demostracion.

En el proyecto marco trabajamos bajo la hipétesis del papel fundamental que
juega en la formacion de los futuros docentes el aprendizaje de procedimientos del
método matematico por lo que hemos considerado investigar el proceso de
aprendizaje de los estudiantes de profesorado enfocando especialmente en la
demostracion.

Consideramos de interés el estudio de las concepciones de los estudiantes en los
dominios especificos de conocimiento (Pozo y Carretero. 1987- 1992, Carretero.
1997) ya que acordamos con que el estudio de las concepciones de los
estudiantes debe ser punto de partida de la ensefianza, debido a que para que el
aprendizaje sea significativo (Ausubel y col 1978/83) es necesario partir de las
ideas que los aprendices ya poseen, interactuando con ellas a fin de enriquecerlas
o modificarlas.

Sabemos que la tarea de conocer las concepciones de los sujetos es dificultosa y
gue se ha encarado en la investigacion de diversas maneras. En Rodriguez
Moneo (1999) se realiza un relevamiento de los procedimientos utilizados al
respecto en numerosos trabajos de investigacion en diversos dominios de
conocimiento; de hecho podemos afirmar que no es una tarea sencilla.

En este trabajo realizamos una entrevista con preguntas abiertas, que si bien son
muy generosas en aportar informacion acerca de las formas de pensar de los

! Proyecto de Investigacion 04B105, aprobado y subsidiado por la secretaria de Investigacion de la Universidad Nacional
del Comahue: Dirigido por C. Ferraris y Co-dirigido por V. Montoro; otros integrantes del mismo son: R. Santinelli, L.
Sifieriz , M. Ferrero y M. Juan.
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estudiantes, su analisis se suele tornar muy dificultoso y complejo. En este trabajo
comunicamos una forma de andlisis, que creemos eficiente, para este tipo de
indagacion. Hemos utilizado para ello el andlisis lexicografico o analisis
estadistico de datos textuales (Benzecri 1981; Lebart y Salem 1989 - 1994) que
proporciona una descripcion sistematica y exhaustiva del vocabulario utilizado en
las respuestas abiertas y permite describir, analizar e interpretar las similitudes y
diferencias entre los discursos y entre grupos de individuos. Este es un método
especialmente diseflado para encontrar regularidades en un corpus textual,
elaborar tipologias mediante el recuento de formas gréficas y relaciones entre
ellas. Asumimos esta metodologia como una manera eficiente de acceder a las
concepciones de los estudiantes; referenciadas en el lenguaje que utilizan.

En el marco del citado proyecto de Investigacion, se les propuso a I3 estudiantes
(E1, E2,...E13) del Profesorado de Matematica del Centro Regional Universitario
Bariloche de la Universidad Nacional del Comahue; al comienzo de la asignatura
Geometria Euclidea del Plano tres tareas relacionadas con demostrar, luego se
los entrevistd individualmente mediante preguntas abiertas a fin de profundizar la
indagacion sobre sus concepciones.

Reportamos en el presente trabajo el andlisis del varias preguntas abiertas
realizadas durante la citada entrevista con el fin de delinear aspectos de las
concepciones de los estudiantes sobre el aprendizaje de la Demostracién; como
asi también obtener informacion sobre posibles relaciones de estas concepciones
con el tipo de pruebas que producen cada uno de ellos al comienzo del estudio de
la Geometria.

La Tarea 1 que se les propuso fue de asociacion libre de palabras a los términos
demostracion y justificaciéon y las Tareas 2 y 3 consistentes en resolver problemas
de demostrar.

La Tarea 1 fue analizada en un trabajo anterior (Montoro y Juan 2005) en el que
realizamos una caracterizacion de los estudiantes segun las palabras que asocian
a los términos demostracion vy justificacion. Los estudiantes quedaron clasificados
en cuatro grupos:

Grupo 1: asocian exclusivamente procesos tanto a demostraciébn como a
justificacion. E1; E9; E10 y E4

Grupo 2: asocian tanto procesos como objetos a ambos términos: E2 y E6

Grupo 3: dan respuestas netamente descriptivas para ambos términos: E3 y
E8

Grupo 4: asocian objetos a demostracion: E5, E12; E13; E11y E7.
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Encontramos; ademas, indicios sobre una primera diferenciacion entre las
concepciones posibles para demostracién, estos estarian relacionados con el
concebirla como un objeto, (fijo, determinado, acabado, “eso que esta en el libro”)
0 como un procedimiento, (algo que uno puede realizar, que se puede mejorar,
puede crearse o re-crearse)

Para las Tareas 2 y 3 se realiz6 una categorizacion de las pruebas producidas por
los estudiantes, basada en la tipologia de pruebas realizada por Sifieriz y Ferraris
(2005); para luego, a través de la aplicacion de métodos multivariados buscar
asociaciones entre los tipos de pruebas producidos por los estudiantes y delinear
una caracterizacion de grupos de estudiantes segun sus producciones (Montoro.
2005).

La citada topologia de pruebas producidas por los estudiantes distingue
principalmente entre pruebas empiricas e intelectuales. Se denomina como
pruebas empiricas aquellas que se sustentan en conocimientos practicos que se
captan a través de los sentidos y/o la accién; procedimientos de validacién en los
cuales se utilizan los ejemplos como elementos para convencer. Los ejemplos
tienen un sustento “concreto”, se realizan acciones sobre objetos materiales o
representaciones gréficas; ejemplos y acciones son utilizados como muestra de lo
gue se quiere probar, y la comunicacién de este tipo de prueba se hace por
ostension. Diferenciando segun sea el papel del ejemplo en: prueba ingenua que
consiste en extraer de la observacion de un pequefio nimero de casos (en
ocasiones s6lo un caso) la certeza de verdad de una asercién; prueba crucial es
aguella en la cual se usa un ejemplo cuidadosamente seleccionado por quien
argumenta, tomado como representante de clase y finalmente prueba genérica es
un procedimiento de validacion realizado mediante operaciones 0
transformaciones sobre un ejemplo. Las pruebas intelectuales son aquellas que se
componen de argumentaciones que implican propiedades y relaciones entre
propiedades y su comunicacidn esta caracterizada por el lenguaje matematico.
Las pruebas intelectuales se diferencian entre si por el grado de sofisticacion de
los argumentos deductivos. En este sentido, distinguiremos la experiencia mental
y la deduccion formal. En la experiencia mental se consideran ejemplos que no
son tomados como elementos de conviccidn sino para ayudar a organizar la
justificacién o como soporte de la argumentacion. Si bien los argumentos pueden
ser informales, ya de un lenguaje exclusivamente coloquial o por la existencia de
inferencias incompletas en la cadena deductiva, se sabe que con verificar en uno
0 varios casos no alcanza; hay conciencia de lo que falta, lo que lleva a producir
otra clase de argumentos para convencer y por Ultimo en la deduccion formal la
justificacién se basa en operaciones mentales sin recurrir necesariamente a la
ayuda de ejemplos especificos. Se hacen inferencias en base al conocimiento de
propiedades y definiciones, se realizan operaciones sintacticas con los enunciados
que permiten trascender al ejemplo. La esencia de la justificacion es la
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transformacién de las expresiones simbdlicas que se conectan en la
argumentacion. (Sifieriz y Ferraris. 2005)

Segun nuestros resultados (Montoro. 2005) podemos decir que, en el momento de
comenzar el estudio de la Geometria; los estudiantes E2, E6 y E10 producen
pruebas intelectuales formales. E1; E4 y E7 proponen pruebas intelectuales del
tipo coloquial (Experiencia Mental); E3 y E5 producen pruebas empiricas
genéricas y cruciales; E11 en un campo intermedio entre ingenuas y cruciales y
E9; E8; E12 y E13 producen pruebas ingenuas.

METODOLOGIA
Participantes

Participaron 13 estudiantes cursantes de la asignatura Geometria Euclidea del
Plano del Profesorado de Matematica del Centro Regional Universitario Bariloche.
La asignatura citada corresponde al segundo afio de estudios. Las edades de
estos estudiantes oscilan entre 19 y 33 afios, y en su totalidad han cursado
previamente las asignaturas Algebra | y Geometria Analitica, en ambas tienen
contacto con numerosas demostraciones y en la primera estudian elementos de
l6gica proposicional y métodos de demostracion

La tabla 1, que presentamos a continuacién, muestra para cada estudiante la
edad, el avance en la carrera; grupo en gue quedé clasificado segln las palabras
gue asocia a los términos demostracion y justificacion en la Tarea 1 (Montoro y
Juan. 2005) y por ultimo el tipo de pruebas que produjeron, en general, en las
Tareas 2 y 3 (problemas de demostrar) del Test (Montoro. 2005)

El avance de la carrera se categérico del siguiente modo; si el estudiante posee 4
0 menos materias aprobadas se lo considero con un avance menor; si posee entre
5 y 8 materias aprobadas se lo considero avance medio y si tiene 9 o mas
materias aprobadas se lo denominé avanzado

Orden Edad Avance en | Grupo Tarea | TIPO de PRUEBA
al carrera 1

El Mas de 25 | Avanzado Procesos Experiencia Mental

E2 22-24 Medio O-P Formales

E3 19-21 Medio Descriptores | Genérica-Crucial

E4 19-21 Medio Procesos Experiencia Mental

E5 Méas de 25 | Medio Objetos Genérica-Crucial

E6 22-24 Medio O-P Formales
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E7 19-21 Medio Objetos Experiencia Mental
E8 19-21 Menor Descriptores Ingenuas

E9 19-21 Medio Procesos Ingenuas

E10 19-21 Medio Procesos Formales

E1ll 19-21 Medio Objetos Ingenuas- Crucial
E12 19-21 Medio Objetos Ingenuas

E13 22-24 Avanzado Objetos Ingenuas

Tabla 1: muestra para cada estudiante la edad, el avance en la carrera; grupo en que quedo
clasificado segun las palabras que asocia a los términos demostracion y justificacion en la
Tarea 1y el tipo de pruebas que produjeron, en problemas de demostrar.

Instrumento de indagacion

Se realizé una entrevista individual a cada uno de los participantes, con la
presencia de una investigadora a cargo de la entrevista y otra observadora.

Las preguntas realizadas fueron las siguientes:
1) ¢(Como piensas que se aprende a demaostrar?
2) ¢Qué consideras que te sirvié para aprender a demostrar?
3) ¢Como hacias tus primeras demostraciones?
4) ¢Y las actuales?
5) ¢Cdmo imaginas tus demostraciones después de recibido/a?
6) ¢Cbomo sabes cuando una demostracioén es correcta?

Las respuestas fueron orales y en forma de dialogo con la entrevistadora, que solo
intervenia si era necesario aclarar algin aspecto; las respuestas fueron grabadas
y luego trascriptas en su totalidad

Metodologia de andlisis

Se confeccion6 una base de datos donde se le asoci6 a cada estudiante su
respuesta literal a cada una de las preguntas; como asi también su edad, el
avance en la carrera; el grupo en que quedé clasificado segun la Tarea 1y
finalImente el tipo de pruebas producidas en las tareas 2 y 3 del Test.

En este caso contabamos con respuestas abiertas a preguntas y se buscé una
metodologia que nos permitiera evidenciar similitudes y diferencias entre las
respuestas de los distintos grupos de estudiantes, y mediante la interpretacion del
Iéxico utilizado poner de manifiesto posibles concepciones presentes en distintos
grupos de estudiantes.
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Se utilizé para ello el andlisis lexicografico del corpus de respuestas; respecto de
las formas léxicas utilizadas por los estudiantes; de los segmentos repetidos y
luego una andlisis factorial de la tabla lIéxica agregada, que es aquella que cruza
los grupos de individuos (segun sea el tipo de pruebas que producen) con las
formas léxicas utilizadas.

Con el propdsito de descubrir ideas diferenciadas presentes en el corpus como asi
también tipos de respuestas y su relacion con los tipos de pruebas que producen
los estudiantes; se realizaron 3 analisis lexicogréaficos de la tabla |éxica agregada,
cada uno correspondiente a las respuestas a las preguntas: 1 y 2, que
entendemos, indagan sobre cémo se aprende a demostrar; un segundo analisis
correspondiente a las preguntas 3 y 4 que lo hacen sobre qué cambia al aprender
a demostrar y por ultimo una de las respuestas a las preguntas 5y 6 sobre: como
es una demostracion correcta. A modo ilustrativo se las relacioné también con la
edad; avance en la carrera de los estudiantes y sus respuestas a la Tarea 1.

En cada andlisis se realizdé, ademéas, una clasificacion de las palabras (0
segmentos) utilizadas en las respuestas segln estuviesen presentes en las
mismas repuestas y su correspondiente asociacién con alguno de los grupos de
Tipos de Pruebas. Se realizé una clasificacion jerarquica ascendente (Ward, 1963)
previo analisis factorial de correspondencias.

Andlisis N | Respuestas a | Indagan sobre
las preguntas

1 ly 2 ¢,Como se aprende a demostrar?
3 3y4 ¢, Que cambié al aprender a demostrar?
4 5y6 ¢, COmo es una demostracion Correcta?

RESULTADOS Y DISCUSION

Se presenta para cada analisis el primer plano factorial del AFC de la tabla Iéxica
agregada descripta; en el cual dos palabras préximas (0 segmentos) se deben
interpretar como presentes en las mismas respuestas; cada grupo de individuos
segun los tipos de prueba que producen deben interpretarse como el baricentro de
las palabras que utilizan, es decir estaran mas cerca de las palabras que mas
usan. También se han proyectado los baricentros de las clases obtenidas por el
método de clasificacion.
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En los gréficos se han conservado las palabras y grupos de individuos que estan
bien representados en este plano y sobre los cuales se han realizado las

interpretaciones.

En la periferia de los graficos se encuentran las palabras caracteristicas de
distintos tipos de respuestas; ya que alejadas del centro de gravedad (centro del
gréfico) se encontraran las palabras (o segmento) mas caracteristicos. Para mayor
detalle en la aplicacion del andlisis lexicografico puede consultarse a Béncue
Bertaut; 1991; Lebart y Salem. 1994; Lebart y col.2000.

Andlisis lexicografico de las respuestas 1 y 2: ¢(COmo se aprende a

demostrar?
Facteur 2 .
=8 e hiakia visto 0
wiene  saltos Entre 22-24  vista
alternativos conweniente  procedimiento
sistematizar  interés
Proc- ohj sifve | pasos
08 T :
FORMALES ™7  avanzados
CLASE 2
arteriores | habiz =)
04 = ' ; tiene
! - algullﬁas demastrar hn.arramnantas puedé e
técnica otrasyenta para POTEYS puEde
para demostrar tIJUEIWlDderL:-:hD " matemdtica
USEMRES NGENUAS : DI;aT:-er ‘muchas demastraciones
R aractical gigmpn _también 3. So . empezAr ..
o ouiero — '
i diie teOremas : : K
hacer &l faciles ,] mismo propiedaces i cusnde glosais 3= de 25
pata decir . partir tener ! COMS  pera hr;ucer e G
decir  CLASE 1 veces ; después JR—— EMP GEN- CRUC
: . ' A enlace
04+ contrarreciproco _ qeametria MENDE ' hien . profesor hecho
di . ECir BUBMO. primern i oder
lE= Entre 19-21 b ok
tenar | esas CLASE 3 .
absurdo pueda simbalos : daba Sague
uiero decir Descripcidn montén ancts Dtral gouerdo materia  forma
0.8 + definiciones HAMOE : hien presentaca andliziz  |Ggica pero
. et : presentada  TENOS BOMO hacer hecho
T T T T
-0.75 u] 073 1.50
Facteur 1

Grafico 1: Primer plano factorial del Andlisis lexicogréafico de las respuestas 1y 2: en el cual dos palabras (o segmentos)
préximas, se interpretan como presentes en las mismas respuestas; cada grupo de individuos debe interpretarse como el
baricentro de la palabra que utilizan, es decir estardn mas cerca de las palabras que méas usan. También se han proyectado
los baricentros de las clases obtenidas por el método de clasificaciéon con las denominaciones CLASE 1, CLASE 2 y CLASE
3. En los gréficos se han conservado las palabras y grupos de individuos que estan bien representados en este plano y

sobre los cuales se han realizado las interpretaciones. En la perifel

ria del grafico se encuentran las palabras caracteristicas

de distintos tipos de respuestas por lo que pueden interpretarse como ideas diferencias en las distintas respuestas.
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Interpretacion del Analisis lexicogréafico de las respuestas 1y 2
¢,Como se aprende a demostrar?

En la periferia del grafico se encuentran las palabras caracteristicas de distintos
tipos de respuestas; las que estan proximas deben interpretarse como presentes
en las mismas respuestas; por lo que haciendo un recorrido de la periferia
podemos interpretar ideas diferencias en las distintas respuestas. Por ejemplo en
la esquina inferior izquierda cerca del centro de gravedad de la CLASE 1
encontramos las palabras método —directo — contrareciproco — absurdo de lo cual
inferimos como presente en esas respuestas la idea de se aprende a demostrar
estudiando los métodos de demostracion.

Ideas diferenciadas en cuanto a ¢Cémo se aprende a demostrar?

Observando las palabras (0 segmentos) presentes en la periferia y cuales estan
cerca de cuales podemos inferir las siguientes ideas diferenciadas

Se aprende a demostrar:

estudiando los métodos de demostracion

aprendiendo una técnica: de que se parte, a donde se llega

segun el contenido (materia): Algebra — Andlisis - Geometria
estudiando l6gica

de las demostraciones bien presentadas; del profesor ; de los libros
haciendo muchas demostraciones; realizando los pasos

de haberlo visto antes

N N N N N R R

adquiriendo herramientas; mafias; procedimientos. Lo que sirve para
demostrar.

practicando teoremas; propiedades; ejemplos
usando lo que tenés; viendo de donde partis.

Encontramos que las respuestas se pueden agrupar en tres clases de respuestas:
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C1l:

Aprender la “teoria” de demostrar — demostrar como contenido a

estudiar

C2:

Aprender los métodos de demostracion (directo, indirecto, por el absurdo);
teoremas, ejemplos; definiciones; propiedades. Usar una técnica; simbolos.

Asociadas a los estudiantes que suelen dar pruebas ingenuas; mas jovenes,
con menos avance en la carrera

A demostrar se aprende demostrando. Se adquiere una habilidad —

demostrar como un procedimiento

C3:

Haciendo muchas demostraciones. Se adquiere habilidades- herramientas —
mafas

Se tienen en cuanta los saltos; se sabe. Se lo ve como un procedimiento
(Sistematizar — pasos)

No se aprende hasta no verlo “no lo habia visto antes”

Asociadas a estudiantes que suelen dar pruebas formales; de mediana edad;
avanzados en la carrera y que asocian tanto objetos como procedimientos a lo
términos demostracion y justificacion.

Se aprende mirando; la demostracion como objeto

Se aprende entendiendo. Se aprende de las demostraciones bien
presentadas. Se aprende en las materias (Algebra — Andlisis)

Asociadas a estudiantes que suelen dar pruebas Empiricas Genérico —
Cruciales y a los estudiantes de mayor edad
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Andlisis lexicografico de las respuestas 3 y 4: ¢(Qué cambi6é con el
aprendizaje?

Facteur 2
1.0 1 '
entre 22-24 FORMALES
para empezar
IR CLASE 3 rimeras demostracion
figura Obietos  gpperar  tauuda B Avanzados papel
1FYUGE pien acuerdn CLASE 2 -
daban cuenta ! f
T poco : - demostracion CiEnly
axiomaticn tratar i (e b - .
fueron cuando ! Lsar _Primeras escribir
tearema pero  poftue  Ser ] necesitan IéXF' e
GQraficos o arta — E tener tengo
otro Madio - i demostrar  partir
SO daban IQUal" o TT LTI e
geomettis poger (955 saber 4 Algebra . maz de 25
POCEr Coses | hawia D . iy -
para demostrar . P logica  tenias
S50 lemar después e
hacer dificll gnorg todo ) . .
s | poder desarmar justificar +  SlEmplo CLASE 1 es
’ CLASE 4 pazos .
- falta ' i
demostrar como ouetia ] USIEER i
ezas cozas d GEM- CRUCIAL
INGENUAS ' "
O Yy fijaka
0T uetia demostrar escrlp;::lnn
bz fijgha  Menor
fundamertar absurdo
: . : T T T
075 0 07s 1.50 225

Facteur 1

Grafico 2: Primer plano factorial del Analisis lexicografico de las respuestas3 y4: en el cual dos palabras (0 segmentos)
proximas, se interpretan como presentes en las mismas respuestas; cada grupo de individuos segun los tipos de prueba
que producen debe interpretarse como el baricentro de la palabra que utilizan, es decir estardn mas cerca de las palabras
gue mas usan. También se han proyectado los baricentros de las clases obtenidas por el método de clasificacién con las

denominaciones CLASE 1, CLASE 2, CLASE 3y CLASE 4. En los gréaficos se han conservado las palabras y grupos de

individuos que estan bien representados en este plano y sobre los cuales se han realizado las interpretaciones. En la
periferia del grafico se encuentran las palabras caracteristicas de distintos tipos de respuestas por lo que pueden
interpretarse como ideas diferencias en las distintas respuestas.

Interpretacion del Analisis lexicogréafico de las respuestas 3y 4

En la periferia del grafico se encuentran las palabras caracteristicas de distintos
tipos de respuestas; las que estan préximas deben interpretarse como presentes
en las mismas respuestas; por lo que haciendo un recorrido de la periferia
podemos interpretar ideas diferencias en las distintas respuestas. Por ejemplo en
el cuadrante inferior izquierdo cerca del centro de gravedad de la CLASE 4
encontramos las palabras fundamentar; justificar; desarmar; seguir los pasos.
Inferimos como presente en esas respuestas la idea de que el aprendizaje de la
demostracién esta centrado en la justificacion de cada paso.
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Ideas diferenciadas en cuanto a ¢,qué cambié con el aprendizaje?
v' Aprendi Légica. Tener en cuenta axiomas, teorema
v’ Utilizar gréaficos; figuras — Ayuda
v' Fundamentar — justificar - desarmar - seguir los pasos
v Fijarte que te dan - Ver lo que tengo; de donde parto; en que me baso
v" Necesidad de escribir

Encontramos principalmente cuatro clases de respuestas:

C1: Aprender Logica
Aprendi Ldgica - Demostrar por el absurdo - Fijarme que tenia
Asociada a pruebas Genéricas-cruciales

C2: Fijarme de donde parto
Ver lo que tengo; de donde parto; en que me baso. Necesidad de escribir

Asociados a pruebas de tipo experiencia mental; a estudiantes avanzados y
mayores de 25

C3: Lo que uso para demostrar
Tener en cuenta axiomas, teorema. Utilizar gréficos; figuras

Asociada a pruebas de tipo formales

C4: Fundamentar; poder llegar

Fundamentar; justificar. Desarmar, seguir los pasos. Fijarte que te dan para
demostrar; para poder llegar

Asociada a pruebas tipo ingenuas
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Andlisis lexicografico de las respuestas 5y 6: ¢Como es una buena
demostracién?

Facteur 2
g0l CLASE 2
i : ~ rasos
entonces Empiezo
B ' ' digamos
pEfsds conclusion  siempre EMP ING-CRUICIAL
05 {oiers demost menos I podemos
T SEmasEr definicisn o
© serla Entre 19-21 ;eer';
) EMP INGENUA  pera demostracion meior ] _ verdadero algunias
) tratat  demostrar Ejemplo v todo o PROCESOS también  falta
i henor ; bueno * )t . WA Sedura
N %Lfs.t?_ni e i D_ ESCMPE'ON _'!I?g?r_ d":er' A para demostrar
2 ) : demostracion cuesta
hice : : : EMP GEN-CRUC
argumentos Fosas v resta INT EXF MEMTAL
como . ' JCuEndo ) hacer estoy
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 CLASE 3 _ st | pord N _ ghora MAsde 25
s ouiere AXI0Mas ) ! =alir dudaz
' revisar justificar cada paso . tiene nueda CLASE 1
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107
warios i
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1.0 0.5 0 05 1.0
Facteur 1

Grafico 3: Primer plano factorial del Analisis lexicogréafico de las respuestas 5 y6: en el cual dos palabras (o segmentos)
proximas, se interpretan como presentes en las mismas respuestas; cada grupo de individuos segun los tipos de prueba
que producen debe interpretarse como el baricentro de la palabra que utilizan, es decir estardn mas cerca de las palabras
gue mas usan. También se han proyectado los baricentros de las clases obtenidas por el método de clasificaciéon con las

denominaciones CLASE 1, CLASE 2 y CLASE 3. En los gréaficos se han conservado las palabras y grupos de individuos que
estéan bien representados en este plano y sobre los cuales se han realizado las interpretaciones. En la periferia del grafico
se encuentran las palabras caracteristicas de distintos tipos de respuestas por lo que pueden interpretarse como ideas
diferencias en las distintas respuestas.

Interpretacion del Analisis lexicogréafico de las respuestas 5y 6

En la periferia del grafico se encuentran las palabras caracteristicas de distintos
tipos de respuestas; las que estan préximas deben interpretarse como presentes
en las mismas respuestas; por lo que haciendo un recorrido de la periferia
podemos interpretar ideas diferencias en las distintas respuestas. Por ejemplo al
medio a la derecha encontramos las palabras dudas, cuesta, segura; y
constatando en las respuestas literales de los estudiantes; vemos que hace
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referencia a la idea, de una demostracién es correcta cuando no te cuesta, cuando
estas segura, cuando no tenés dudas.

Ideas diferenciadas en cuanto a ¢cémo es una buena demostraciéon?

Una demostracion es correcta:

v" Cuando no te cuesta — no hay dudas

Cuado es verdadera

Justificas cada paso

Fundamentas — argumentas

Basada en axiomas y teorema

Cuando llegas a la conclusion - tratas de llagar
Cuando llegas a lo que tenés que llegar

NN N O N N

Cuando estas segura — estas convencido

Encontramos principalmente 3 clases de respuestas

C1:

C2:

C3:

Estar convencido — centreada en la seguridad el resolutor
No cuesta — no hay dudas — es verdadero - estoy seguro
Asociado a pruebas de tipo experiencia mental y Genérico —Crucial

Centrada en la conclusion
Si llegas a la conclusion; tratar de llegar; querer demostrar

Asociada a pruebas de tipo ingenuas e Ingenuas-cruciales; a estudiantes de
menor edad y que asocian palabras que denotan procesos al término
demostracién

Justificar cada paso

Intentar llegar — Axiomas- Teoremas - Loégica - Argumentos -—
Fundamentacion.

Asociadas a pruebas de tipo formal y a estudiantes que asocian palabras que
denotan descriptores al término demostracion. Como asi también a
estudiantes con edades entre 22- 24 afios.

REIEC Revista Electronica de Investigacion en Educacién en Ciencias
Afio 2 — NUmero 1 —julio de 2007-Pagina 115



Concepciones de estudiantes de profesorado acerca del aprendizaje de la demostracién
Virginia Montoro

CONCLUSIONES

En cuanto a lo que consideran estos estudiantes respecto a cdmo se aprende a
demostrar; podemos describir un gradiente entre la teoria de demostrar hacia la
practica de demostrar. Desde los estudiantes que consideran que se aprende a
demostrar, aprendiendo una teoria de demostrar como podria ser aprender los
métodos de demostracién o estudiar l6gica; que son aquellos de menor edad y
menor avance en la carrera y que producen pruebas ingenuas (es decir las
pruebas mas alejadas de una demostracion matematica); luego aquellos que
consideran que pueden aprender con demostraciones bien presentadas,
entendiendo los razonamientos de otros (profesor- libros), es decir consideran que
pueden aprender de “ejemplos” y que principalmente son estudiantes que
producen pruebas genéricos o de ejemplo crucial, cuya principal caracteristica es
la de basarse en un ejemplo representativo. Por dltimo los estudiantes que
consideran que se aprende a demostrar demostrando; haciendo sus propias
demostraciones, idea que se asocia a los estudiantes de mediana edad,
avanzados en la carrera (es decir que hacen la carrera en el tiempo estipulado) y
gue producen pruebas formales, esto es pruebas que podrian considerarse
demostraciones matematicas.

En cuanto a lo que estos estudiantes consideran como una demostracion correcta;
tenemos un grupo que se centra en que una buena demostracién es la que llega a
la conclusién, sin embargo no nos dice nada de cémo llegar y bajo que
condiciones. Se trata de un grupo de respuestas asociadas mayormente a
estudiantes que dan pruebas ingenuas. Encontramos otro grupo de estudiantes
gue considera que una demostracion es correcta cuando tienen la seguridad de
gue es asi; parecieran confiar en sus propias argumentaciones. Este grupo esta
asociado a la ultima etapa de las pruebas empiricas y a la de experiencia mental;
justamente las etapas en que comienzan las argumentaciones deductivas, aunque
posiblemente en leguaje coloquial no formalizado.

Por otra parte los estudiantes que producen pruebas formales, centran la
correccion de una demostracion mayormente en la justificacion de cada paso.

Destacamos que en general los estudiantes que brindan pruebas ingenuas
consideran que se aprende a demostrar estudiando una teoria de la demostracion
y que estas seran correctas cuando se llega a lo que hay que llegar sin saber muy
bien cémo fue este proceso; estos estudiantes mayormente asocian términos
relacionados a procesos al término demostracion. Se podria pensar en esto como
una suerte de idealizacion que realizan en cuanto a las demostraciones; ya que
estos mismos estudiantes cuando se enfrentan a la tarea de demostrar, se limitan
a “mostrar” un caso donde “evidentemente” es cierta la proposicion, sin sentir la
necesidad de deducir; de producir un argumento l6gico que valide la veracidad de
la implicacion.
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Nos parece relevante resaltar los aspectos que los estudiantes destacan como
importantes al momento de aprender a demostrar: Aprender Légica
(particularmente el método por el absurdo); prestar atencion a las hipoétesis (lo que
conozco, lo que ya sé, lo que me dan). Tener en cuenta los axiomas. Utilizar
gréficos y figuras. Aprender a fundamentar; a justificar. Aprender a analizar
(desarmar); sintetizar (a donde llego) y a formalizar (necesidad de escribir).

Podemos resaltar aspectos comunes de las ideas diferenciadas en los tres
analisis; destacando 5 componentes de la idea de aprender a demostrar; a saber:

- lateoria de demostrar; l6gica, métodos de demaostraciéon
- de lo que partis; lo que te dan

- las herramientas, el como; lo que se usa, la trampita

- la fundamentacion, justificar cada paso

- la conclusién, a lo que tenés que llegar

Estos 5 aspectos no estan presente en todas las respuestas, por el contrario
vemos que hay grupos de estudiantes que se centran sé6lo en uno de ellos.

Llama la atencion que los estudiantes que producen pruebas ingenuas; estan
asociados principalmente al segundo de estos aspectos: la teoria de demostrar; lo
gue nos hace pensar en cierta desconexion entre aprender logica sin relacién a un
contenido especifico y las pruebas que producen estos estudiantes puestos frente
a una tarea de demostrar una propiedad especifica.

Sin embargo en las respuestas de los estudiantes que producen pruebas
Formales encontramos presentes los 5 aspectos; es decir que su concepcion de la
demostracibn matematica es mas rica; es notable como consideran que se
aprende a demostrar, “demostrando”; haciendo muchas demostraciones; es decir
la conciben como un procedimiento; un hacer una habilidad que se adquiere
relacionado con los contenidos desarrollandola concretamente.

Lo que nos lleva a la reflexiébn de que desarrollar contenidos de logica en las
asignaturas no garantiza un aprendizaje de la demostracion, sino que debiera ser
un procedimiento presente en toda la formacion del estudiante de matematica; a
fin de que pueda el estudiante interiorizarlo como parte inseparable del método
Matemaético.

REIEC Revista Electronica de Investigacion en Educacién en Ciencias
Afio 2 — NUmero 1 —julio de 2007-Pagina 117



Concepciones de estudiantes de profesorado acerca del aprendizaje de la demostracién
Virginia Montoro

Otro aspecto a destacar es que las repuestas de un grupo de estudiantes
parecieran estar centradas mas en la “tarea” que implica demostrar en general,
gue con validar conocimientos en relacién a contenidos matematicos especificos
(conceptos — propiedades) implicados en las demostraciones. Es notable que en
general no aparezca la demostracion matematica como un medio para validar o
convencerse de la verdad de una proposicion, sino como un contenido dentro de
las asignaturas. El aprender a demostrar aparece, mas bien, relacionado con
resolver la tarea de demostrar que se le plantea y no como una necesidad de
validar los conocimientos.

Es posible que estos aspecto no se hayan manifestado debido a la forma de
indagacion, ya que las preguntas que le realizamos estan dirigidas hacia la
demostracion en general; pero se nos plantea aqui la posibilidad de buscar
medios de indagacion al respecto; es decir buscar un modo de sacar a la luz como
se concibe a la demostracion, si como una meta propuesta por las catedras o un
modo de validar una proposicion o de convencerse de los conocimientos. Queda
planteada esta posibilidad para seguir investigando porque de tratarse de una
concepciéon arraigada, se convertiria en un obstaculo, muy importante para el
aprendizaje.

A modo de cierre podemos decir, que las concepciones sobre la demostracion de
los futuros profesores de matematica distan de ser simple y uniforme y es un
punto importante a tener en cuenta por los interesados en la formacién de los
futuros docentes de matematica. Reconocer esta multiplicidad de significados y
componente nos sitlla en mejores condiciones para colaborar en el aprendizaje
de este procedimiento esencial del método mateméatico
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