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Resumen

Este documento reporta la investigacion que desarrollamos en torno a la resignificacion de la linealidad,
como propiedad de la relacidn funcional de dos variables, en una experiencia de educacion a distancia en
linea. Nuestra investigacion se ubica en la denominada aproximacion socioepistemoldgica, por lo que
contemplamos cuatro dimensiones en la construccion de conocimiento matemético: la social, la
epistemoldgica, la cognitiva y la didactica.

Nociones acufiadas en esta perspectiva tienen la caracteristica de ser unidades de analisis para explorar el
origen social del conocimiento. De entre ellas, dos fundamentales son: la resignificacion y las practicas
sociales. Una vez que se reconocen a las practicas sociales como generadoras de conocimiento y que se
distingue la naturaleza propia de cada funcion, las situaciones que se disefian fundamentadas en la
socioepistemologia permiten hacer evidentes herramientas y argumentos; que permiten, a su vez, construir
nuevos significados y/o modificar los previos.

Las posibilidades que provee el escenario en linea, en cuanto a la incorporacion de herramientas
tecnoldgicas, permite reflexionar acerca de papel de las mismas en el aprendizaje en linea y en la
construccion del conocimiento matematico.
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Abstract
This document reports de investigation performed around the resignification of the linearity, like property
of the functional relationship of two variables, in an experience of distance and on line education. Our
investigation is placed within the so-called socioepistemological framework. For that reason, we envisaged
four components of the construction of mathematical knowledge; namely, the epistemological, cognitive,
didactic and social dimensions.
Notions coined in this perspective have the characteristic of being analysis units to explorer the social
origin of knowledge. Two among them are fundamental: the resignification and the social practice. Once
the social practice are recognized as a source of knowledge and the nature property of each function is
properly distinguished, the situations designed based on socioepistemology show tools and arguments that
allow, in turn, to build news meaning and / or modify previous.
The possibilities that the on line scene provide, as for incorporation of technological tools, permit to think
about the role of itself in the on line learning and in the construction of mathematical knowledge.

Keywords: function, socioepistemology, resignification, social practice, linearity



1. INTRODUCCION

Las dificultades con la que nos encontramos a diario al
desarrollar los contenidos de matematica en nuestras clases
y al analizar los resultados poco satisfactorios que
observamos en el primer afio de universidad, nos llevan a
reflexionar acerca de los fendmenos relacionados con la
ensefianza de la matematica, sobre todo, los relacionados
con la naturaleza, formas y condiciones de la construccién
del conocimiento matematico.

Nuestro trabajo de investigacion se ubica en una didactica
en escenarios socioculturales (Cantoral y Farfan, 2003) y en
consecuencia contempla cuatro dimensiones en la
construccion del conocimiento matemético, a saber, la
social, la epistemolégica, la cognitiva y la didactica. El
concepto alrededor del cual se desarrolla la actividad
didéctica disefiada es el de funcion, particularmente la
lineal. El interés por este concepto surge por ser uno de los
temas de mayor importancia en la matemaética a partir del
nivel medio superior. Esto se ve reflejado por el lugar que
ocupa en los programas oficiales en diferentes sistemas
escolares, y por su papel en el campo de la ensefianza de las
ciencias, en donde uno de los objetivos principales es la
obtencion de modelos matematicos que permitan
comprender mejor como determinadas magnitudes
dependen de otras y expresar esta dependencia de una
manera sencilla.

Al seno de nuestra disciplina se han desarrollado diversas
investigaciones en torno a los fendmenos didacticos
relacionados con la nocién de funcién y se han realizado
propuestas didacticas basadas en sus resultados (Lezama,
1999; Farfan y Ferrari, 2001; Montiel, 2005). Nuestro
objetivo es partir de estos resultados y propuestas para
disefiar secuencias didacticas que permitan que el alumno
confronte sus concepciones y resignifique la nocion de
funcidn, en un escenario en linea.

La modalidad en linea de la educacidn a distancia plantea un
escenario diferente de cualquier otro que le preceda en
educacion a distancia, en consecuencia es esencialmente una
practica sin fundamentos de investigacién (Hopper, 2001).
En consecuencia, la practica educativa en este ambiente ha
permitido cambiar de forma integral la ensefianza,
moviéndose de un modelo de escuela tradicional y
centralizada, a uno flexible y descentralizado, incorporando
los nuevos mecanismos de comunicacidn y facilitando el
acceso al conocimiento. A partir de las peculiaridades de
esta modalidad se reconoce la viabilidad de la educacion
permanente, dentro y fuera del aula; la divulgacion del
conocimiento a través de los medios tecnoldgicos existentes;
y la participacion de las universidades y otros centros de
educacion superior en el entrenamiento, capacitacion y
formacion de recursos humanos acordes a los
requerimientos cientificos y sociales (Sanchez-Aguilar,
2003; Garcia et al, 2005) Pero es necesario acompafiar el
enorme y continuo crecimiento de esta modalidad de
instruccién por investigaciones que aporten resultados
tedricos y précticos que permitan caracterizar los fenémenos
y las problematicas que en ésta se presentan.

1.1.  Antecedentes de investigacion

En lo que se refiere a las investigaciones relacionadas con la
didactica de la funcion (Youschkevitch, 1976; Sierpinska,
1989 y 1992; Ruiz Higueras, 1998), aquellas que han
aportado mas elementos a nuestro trabajo pueden
clasificarse en: historicas-epistemoldgicas, cognitivas y
didécticas

El andlisis histdrico realizado por Youschkevitch, (1976)
muestra que la matemética es un conjunto de conocimientos
en evolucion continua y en dicha evolucion ha desempefiado
un papel destacado su intervencion en otras ciencias y la
necesidad de resolver determinados problemas. En su
trabajo el autor ofrece consideraciones sobre las tres etapas,
que a su modo de ver, son las principales en el desarrollo de
la nocidn de funcién hasta mediados del siglo XIX: el
mundo antiguo, la edad media y el periodo moderno.

Sin embargo, y para efectos de un trabajo de investigacion
en matematica educativa, es necesaria la ampliacion a un
anélisis epistemoldgico, con base a la revision histérica de
los conceptos. Asi podemos observar las disparidades entre
el saber cientifico y el ensefiado, asi como identificar los
obstéculos epistemoldgicos' inherentes a los conceptos. En
esta direccion, y vinculado a las concepciones en los
estudiantes, Sierpinska (1989 y 1992) realiza las primeras
investigaciones sobre el concepto que nos interesa, el de
funcion. En el primero de los dos trabajos mencionados, se
identifican cinco obstaculos epistemoldgicos inherentes a
este concepto:

1. Los objetos variables son aceptados en ciencias naturales
0 en aplicaciones, pero no en la matematica pura.

2. Las magnitudes son entidades cualitativamente
diferentes de los ndmeros; la proporcionalidad es
diferente de la igualdad.

3. Fuerte creencia en el poder de las operaciones formales
con las expresiones algebraicas.

4. Lo mas importante de la matemética es proveerse de un
calculo poderoso que permita a los cientificos resolver
sus problemas.

5. Los objetos geométricos son tomados implicitamente
como un todo que contiene en él mismo sus longitudes,
su &rea o su volumen.

Ademés de localizar estos obstaculos, Sierpinska (1989)
caracteriza las concepciones de los estudiantes en:

- Concepcién primitiva. Cuando una funcién es un
desplazamiento de puntos sobre el plano o sobre una
linea.

- Concepcién de razén o proporcion. Cuando en el
desplazamiento de puntos sobre el plano, la nueva
posicion se puede describir en relacién con la posicién
inicial por una razon de distancias desde un punto fijo

- Vision sintética. Cuando una funcion se identifica como
su representacion en el plano. Las funciones son

1 Obstaculos identificados en la génesis histérica de un
concento: concento introducido nor Brosseau en 1983 a3 la



pensadas como objetos geométricos y se clasifican de
acuerdo con la forma de esos objetos.

- Tabla numérica. Cuando una funcién viene dada por su
tabla de valores.

- Expresiones algebraicas. Cuando wuna funcion se
identifica por su ecuacion.

- Vision analitica de la curva. Cuando la funcién es un
ente abstracto en unos ejes de coordenadas.

- Relacion funcional. Cuando existe un tipo especial de
relaciones que llamamos funciones.

En las conclusiones a las que llega, la autora valora en
forma muy positiva el contexto social en el que se ha
desarrollado la experiencia e identifica como un obstaculo
epistemoldgico el concebir a la matematica como un
conocimiento algoritmico, ya que esto puede entorpecer el
desarrollo de las concepciones sobre funcién.

En un estudio posterior, Sierpinska (1992) presenta cuatro
categorias de los actos de entendimiento de un concepto
matematico:

i. Identificacion (de un objeto entre sus varios objetos)

ii. Discriminacion (entre dos objetos, detectando

diferencias y propiedades relevantes)

iii. Generalizacion (extender el orden de las aplicaciones,
abrir posibilidades de interpretacion y descubrimiento)

iv. Sintesis (la percepcién de hechos aislados se pueden
organizar en un todo consistente)

También identifica diecinueve categorias que se pueden
determinar en la comprension del concepto de funcién.
Sobre estas categorias haremos referencia mas adelante.

Sierpinska concluye su investigacion afiadiendo que
también son importantes factores tales como la motivacion,
los contextos introductorios, los contextos de desarrollo, la
comprensién de la nocién de funcién, los prerrequisitos, las
representaciones, las definiciones y la metodologia.

Posteriormente, Ruiz Higueras (1998) incorpora a la
componente epistemoldgica y a la cognitiva, la componente
didactica de un escenario particular. Entre sus resultados
mas significativos sefiala que las concepciones en el
estudiante estan determinadas por las concepciones
historicas ligadas a la nocion de funcion, por el estatus que
se le da dentro de los programas oficiales y por cémo es
presentado en los libros de texto y por el profesor en clase.
A los diferentes obstaculos epistemoldgicos asociados a la
evolucidn histdrica de la nocidn de funcién los agrupa en:

- Obstaculos a nivel de creencia y convicciones
(Obstéaculo de la concepcion estatica, Obstaculo de la
disociacion existente entre magnitudes y nimeros)

- Obstaculos a nivel de esquemas de pensamiento
(Obstéaculo de la razén o proporcién, Obstaculo de la
homogeneidad de las variables, Obstaculo de la
concepcion geométrica de las variables)

- Obstaculos a nivel de conocimiento tedrico (Obstaculo
de la concepcion algebraica, Obstaculo de la concepcion
mecanica de curva)

La componente didactica de la investigacion de Ruiz
Higueras contempla a la nocién de funcién como objeto a
ensefiar, como objeto de ensefianza y como objeto
ensefiado, lo que le permite analizar cémo “vive” el objeto
funcion en el sistema de ensefianza espafiol y aportar
elementos y fendmenos didacticos relacionados con el
proceso de transposicidn didactica de este concepto.

En lo que se refiere a investigaciones en matematica
educativa a distancia, hemos contemplado como
antecedentes principales las desarrolladas por Montiel
(2002) y Sanchez-Aguilar (2003), por ser las mas cercanas a
nuestro grupo de investigacion. Sin embargo, somos
concientes del creciente movimiento mundial en esta linea
de investigacion (Borba y Villareal, 2005; Albano, 2005a y
2005b).

El trabajo de Montiel (2002) abri6 una linea de
investigacion en educacion a distancia orientada a poner en
funcionamiento elementos tedricos de la mateméatica
educativa, en este caso en el escenario en linea. La
investigacion comienza caracterizando con precision lo que
se entiende por contrato didactico, distinguiéndolo de los
contratos escolares o pedagdgicos, para estudiar con detalle
la interaccién entre alumnos y profesor con relacion al
saber. Este trabajo ha abierto espacios para la investigacion
en el campo de la matemética educativa como son el disefio
de ingenierias didacticas propias del escenario,
caracterizacion de las variables de control, la
reproducibilidad en escenarios de educacién a distancia,
entre otros.

Esta  investigacion nace en la  aproximacion
socioepistemoldgica, aproximacion sistémica a la que
haremos referencia en el marco teérico, lo que permite hacer
una extension de la teoria de las situaciones didacticas para
explicar los fendmenos de ensefianza y aprendizaje que se
llevan a cabo en una situacidn especifica.

Por su parte, Sanchez-Aguilar (2003) trata de caracterizar la
comunicacion de ideas y objetos matematicos durante un
proceso de interaccién y de adecuar las metodologias de
analisis al campo de la educacion a distancia y el tipo de
informacidn que es posible obtener de cada una de ellas.

El medio por el cual se hace posible la interaccion entre
estudiantes y profesores en cualquier escenario educativo es
la comunicacion. En el caso particular de la educaciéon a
distancia esta comunicacion puede realizarse por diversos
medios: e- mail, foros sincronicos (Chat), foros
asincrénicos, conversaciones de voz, medios impresos,
videoconferencias, etc. Las comunicaciones escritas a
distancia (e-mail, foros sincronicos, foros asincrénicos)
poseen caracteristicas propias que las hacen diferir
ampliamente de las comunicaciones verbales que
tradicionalmente se utilizan en medios presenciales. Estas
caracteristicas Unicas son las que hacen que el autor se
planteé como problemética de investigacién el estudio de las
interacciones del tipo estudiante - estudiante y la
comiinicacion de concentos matematicos diirante  ecns



Para ello analiza dos interacciones entre estudiantes, la
primera utilizando un foro sincrénico y la segunda, un foro
asincronico, con dos herramientas metodoldgicas disefiadas
originalmente en el ambito de la educacion matematica
presencial. Estas dos herramientas metodoldgicas son:
Metodologia del Andlisis Focal y la Teoria Antropolégica
de lo Didactico.

Luego del andlisis de las interacciones segin estas dos
metodologias, Sdnchez — Aguilar (2003) sefiala:

- La naturaleza de las interacciones dependen del medio
de comunicacion escrita en el cual se desarrollan pero
que a pesar de esto, independientemente del medio
escrito en el que se desarrolle la actividad, el proceso de
interaccion no permite ver con claridad la etapa de
accion de los estudiantes sobre la actividad matematica
en cuestion.

- Durante un proceso de interaccion en un escenario
virtual, los estudiantes involucrados se presentan a la
escena de la interaccion con formulaciones y
preconcepciones sobre la actividad matemaética a tratar.
Una vez que inicia el proceso de interaccion, los
estudiantes entran en un proceso de validacién o
consenso en el cual se confrontan las diferentes
formulaciones de los estudiantes, en las que se ponen en
juego diferentes propuestas, técnicas y discursos
tecnoldgicos. Sobreviven a este proceso aquellas que
mas se apeguen al discurso matematico escolar.

- La tecnologia puede cambiar la forma en que los
estudiantes acceden, perciben y comunican los
conceptos matematicos e influir en sus procesos de
validacion presentes en los procesos de interaccion.

- Los procesos de interaccion entre estudiantes privilegian
los contextos analitico y algebraico como herramientas
de argumentacion, originando en algunos casos
conclusiones matematicamente erréneas por parte de los
estudiantes.

En nuestra investigacion debimos abordar diversas
temaéticas: funcién, funcién lineal, modelacién, educacién a
distancia. Para cada uno de estos temas, es posible encontrar
un nimero importante de investigaciones en el contexto de
diferentes disciplinas y aproximaciones teéricas. Esto nos
llev0 a acotar nuestros antecedentes a aquellas
investigaciones dentro de nuestra disciplina, Matematica
Educativa, que aportan mayores elementos a nuestro trabajo
y que estan fuertemente vinculados con el Marco Tedrico
que desarrollamos a continuacién.

2. MARCO TEORICO

La evolucién de la didactica de la matemética ha ido
modificando la manera como se entienden los hechos
didacticos. En (Cantoral y Farfan, 2003) se presenta una
serie de momentos que muestran la evolucion de esta
problematica comenzando por lo que ellos llaman una

didactica sin alumnos, donde el objetivo era producir lo que
la ecriiela Aehia de econciimir  nera cin ectiidiar  a

El segundo momento que plantean es aquel en donde los
hechos didacticos son interpretados cognitivamente
mediante la observacién y la descripcidn sistematica de los
logros de los estudiantes y de las diversas experiencias de
aprendizaje. El objetivo es explicar como se aprende
matematica. Es la llamada did&ctica sin escuela.

Como tercer momento presentan una didactica en la
escuela, pero sin escenarios. En un medio determinado se
analizan en forma sistémica los fendmenos didacticos
teniendo en cuenta los distintos polos: el del saber, el de
quien aprende y el de quien ensefia.

Finalmente, se presenta una didactica en escenarios
socioculturales. Esta es una aproximacién sistémica que
recibe el nombre de aproximacion socioepistemolégica y
que incorpora las cuatro componentes fundamentales en la
construccion  del conocimiento: su naturaleza
epistemoldgica, su dimensién sociocultural, los planos de lo
cognitivo y los modos de transmision via la ensefianza. Es
en esta Ultima, la didactica en escenarios socioculturales,
que ubicamos nuestra investigacion.

La socioepistemologia se plantea el examen del
conocimiento social, histérica y culturalmente situado,
problematizandolo a la luz de las circunstancias de su
construccion y difusion. El principal problema de esta
aproximacién es como llevar a la practica la postura
sistémica para analizar las interacciones entre las cuatro
dimensiones que la componen. La solucion clasica a este
problema es a través del establecimiento de unidades de
analisis, cada una de las cuales retiene en forma simple las
propiedades significativas de todo el sistema. Segin el
parecer de algunos investigadores que adhieren a esta
aproximacion, algunas de las nociones acufiadas en la
perspectiva socioepistemoldgica tienen la caracteristica de
ser unidades de andlisis para explorar el origen social del
conocimiento. De entre ellas, dos fundamentales son: la
resignificacion y las practicas sociales.

La nocidn de resignificacion busca hacer una distincion de
origen con respecto a la idea platonica que establece la
preexistencia de los objetos y procesos matematicos y que
implica considerar la unicidad de los significados. La nocién
de resignificacion emerge, entonces, como elemento para
dar cuenta de que el conocimiento tiene significados
propios, contextos, historia e intencién; lo que sefiala la
posibilidad de enriquecer el significado de los
conocimientos en el marco de los grupos humanos.

Segin las investigaciones mas recientes, la nocion de
practica social es la parte medular de la perspectiva
socioepistemoldgica. Se entiende por préactica social a aquel
conglomerado de supuestos socialmente compartidos,
mayoritariamente implicitos, que norman la actividad. La
tesis central es sostener que son las practicas sociales las
que generan conocimiento. Ejemplos de estas practicas son
la modelacién (Arrieta, 2003) y la prediccion (Cantoral y
Farfan, 1998; Cantoral et al, 2000; Cantoral, Molina y
Sanchez, 2005).

Investigaciones realizadas en el seno de la Matematica
Educativa, a través de estudios de corte socioepistemoldgico
v de lo ate sticede en los <istemas didAicticoe han dado



s6lo algunos aspectos relacionados con los conceptos
matematicos, dejando de lado elementos presentes en la
construccion social del mismo, tales como los argumentos y
las herramientas relacionadas, cuando en realidad son estos
los elementos que permiten entender los aspectos y formas
de la actividad humana que transforman o resignifican al
conocimiento (Cordero, 2003).

Se plantea entonces la hipdtesis basica de que una
epistemologia basada en practicas sociales favorece un
estudio de la construccidn social de la matematica a través
de la reconstruccion de significados asociados al saber
matematico. De esta manera se favorece el caracter
funcional del mismo. Un ejemplo de esto es la
socioepistemologia formulada para lo periddico en
(Buendia, 2005) que explica que la prediccion como
préctica social resulta ser un argumento para construir lo
periédico, ya que al predecir se reconstruyen los
significados asociados a la repeticion de un movimiento.

El andlisis epistemolégico del concepto de funcion segin
esta aproximacion, permite determinar que cada tipo de
funcién tiene un origen en un contexto especifico lo que
implica que cada una posea su propia naturaleza, que la
distingue de las demaés, y probleméticas propias relativas a
su apropiacion.

Una vez que se reconocen a las practicas sociales como
generadoras de conocimiento y que se distingue la
naturaleza propia de cada funcion, las situaciones que se
disefian fundamentadas en la socioepistemologia permiten
hacer evidentes herramientas y argumentos; que permiten, a
su vez, reconstruir significados.

De esta manera, y a diferencia de otras aproximaciones
tedricas, en la socioepistemologia el foco de atencion esta
puesto en las practicas sociales y no exclusivamente en lo
conceptos como objetos preconstruidos. Es decir, la
socioepistemologia busca y atiende las situaciones que estan
presentes cuando se estudia al hombre en actividad
matematica y no s6lo en su produccién Udltima.
Investigaciones realizadas en el marco de esta aproximacion
(Lezama, 1999; Farfan y Ferrari, 2001; Montiel, 2005) dan
cuenta de ello ya que las mismas se centran en el desarrollo
del pensamiento matemético ligado a nociones como
periodicidad, covariacion, linealidad, funcionalidad, mas
gue a conceptos u objetos matematicos eruditos, incluso
aquellos tradicionalmente escolares (propiedad periddica,
funcioén, derivada, etc.)

2.1.  Un estudio sistémico de la resignificacion de
la funcidn lineal

Buscar la resignificacion de un concepto supone que los
estudiantes han tenido ya un acercamiento escolar del
mismo. En este trabajo, nuestro objetivo es romper con el
discurso matematico escolar tradicional a través de
secuencias orientadas por la construccion social de la
linealidad.

El andlisis didactico del concepto matematico funcion nos

veintisiete alumnos del curso Naturaleza del Pensamiento
Matemético del Programa de Maestria en Ciencias en
Matemética Educativa del Centro de Investigacion en
Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada del Instituto
Politécnico Nacional (CICATA-IPN) de Meéxico, en la
modalidad en linea. El programa se apoya en un modelo
basado en redes de Internet,  sistemas  de
telecomunicaciones, tecnologias de informacion 'y
comunicacion, asi como modelos de ensefianza y
aprendizaje a distancia (Montiel, 2002).

Los alumnos de este programa de postgrado poseen
diferentes formaciones académicas pero todos son docentes
de matematica del nivel medio, medio superior y/o superior.
De distintas nacionalidades, desempefian su labor docente
en diferentes sistemas educativos.

La primera actividad del curso consistié en responder a un
cuestionario de diecinueve preguntas que disefiamos con el
objetivo de tener un primer acercamiento a la nocion de
funcién que los alumnos — docentes manejaban, asi como
también conocer la referencias bibliograficas que utilizaban
para abordar el tema y el status que le otorgaban a cada una
de las representaciones del concepto, tanto en el desarrollo
de sus clases como al momento de evaluar a sus alumnos.

El andlisis tanto las respuestas dadas en este cuestionario,
como el vocabulario utilizado en las mismas y el tipo de
argumentos que las justificaban, nos permitié vincular las
definiciones de funcion dadas por los docentes con los
obstaculos y concepciones ya identificados por Sierpinska
(1989). Asi, notamos que mayoritariamente se identifica a la
funcién como un tipo especial de relacion, entendiéndola
mas como una asignacién entre objetos que como una
dependencia entre cantidades variables o una forma de
identificar los efectos de un cambio.

En la redaccion de estas definiciones, se encontraron
distintos niveles de formalismo, expresando, implicita o
explicitamente, la condicion de existencia y unicidad. En el
mismo cuestionario se mostraban dieciséis graficas y la
consigna era sefialar cuéles correspondian a una funcién y
por qué. Notamos que cuando mas formales eran en sus
definiciones, no identificaban como funciones a aquellas
funciones discretas o con asintotas verticales (no se cumplia
la condicion de existencia) o cuyos dominios eran partidos
(justificaban diciendo que no se veia que cumplieran la
condicion de unicidad).

Otro dato importante que arroja el analisis de los resultados
de este cuestionario es que, si bien al contestar acerca los
aspectos del tema (algebraico, geométrico / gréfico,
numérico, verbal) a los que les otorgaban mayor
importancia cuando desarrollaban el tema en clase, ubicaban
en los primeros lugares al geométrico / gréafico, este aspecto
era el que obtenia menor porcentaje en un ejemplo de
evaluacion en el que se les planteaba un mismo problema
resuelto de cuatro maneras diferentes, destacando en cada
caso alguno de los aspectos antes mencionados.

Al trabajar con profesores de diferentes paises y sistemas
educativos el analisis del concepto de funcién como
concepto escolar lo realizamos a través del analisis de una
de las principales fuentes de recursos didacticos del
profesor: el libro de texto. Encontramos que algunos textos



sistemas educativos. De entre ellos, seleccionamos dos y
realizamos un andlisis didactico teniendo en cuenta aspectos
como: estrategias de comunicacién, como se introducia el
tema, tipos ejemplos y ejercicios, tipo de dibujos o
metaforas que se utilizaban para el tratamiento del concepto,
etc. Encontramos que estos textos brindan una presentacion
clasica o tradicional del concepto: definicion de funcion,
formula, puntos en el plano, unién de puntos y gréfica.

Nuestra componente epistemoldgica se constituyd con base
en el estudio de Sierpinska (1992), mencionado
anteriormente. Replanteamos (dado el contexto institucional
y las caracteristicas de nuestro sistema didactico) las
diecinueve categorias para el entendimiento del concepto en
cinco momentos para la resignificacion de la funcién lineal.

» Momento 1 relacionado con los cambios, que implica no
solamente identificar los cambios observados en el
mundo que nos rodea, sino que también incluye
identificar qué es lo que cambia y coémo cambia.

» Momento 2, al que Ilamamos variable, en el que
ubicamos la discriminacion entre dos modos de
pensamiento matematico (en términos de cantidades
conocidas y desconocidas y en términos de variables y
constantes) 'y la discriminacién entre variables
dependiente e independiente.

» Momento 3 donde encontramos la sintesis entre el
concepto de ley y el concepto de funcion, la
discriminacion entre una funcién y las herramientas
analiticas que se usan para describir su ley y la sintesis
de la concepcion general de la funcién como un objeto.

» En el momento 4 ubicamos las diferentes formas de
expresar una funcion, lo que incluye la discriminacién
entre los diferentes significados de la representacion de
funciones y las funciones mismas y la sintesis de las
diferentes formas de expresar las funciones, representar
las funciones y hablar sobre funciones.

» Por dltimo, en el momento 5 encontramos la relacion
funcional y relacién causal que implica sintesis de los
"roles” de la nocion de funcién y de causa y la
discriminacion entre las nociones de relacion causal y
funcional.

Vemos en estos momentos que el estudio del cambio es
crucial para significar la nocién de funcién, lo cual guarda
coherencia con lo reportado en (Youschkevitch, 1976) sobre
el surgimiento del concepto como relacion funcional. La
nocion de cambio denota la modificacion de estado, de
apariencia, de comportamiento o de condicion de un cuerpo,
de un sistema o de un objeto. Al tratar de entender cdmo y
cuanto cambia el cuerpo, sistema u objeto dado, es cuando
surge la nocion de variacién, ya que esta se entiende como
una cuantificacion del cambio. En este sentido, decimos que
una persona utiliza argumentos y estrategias de tipo
variacional cuando hace uso de ideas, técnicas o
explicaciones que de alguna manera reflejan y expresan el
reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio de un
cuerpo, sistema u objeto que se esté estudiando (Cantoral,
Molina y Sanchez, 2005)

El ectiidio del cambio npara el caco de Ia fiincidn lineal noe

“proporcionalidad directa”. La revisidon de investigaciones
referidas a este tema (Azcarate y Deulofeu, 1996; Fiol y
Fortuna, 1990; Grupo Beta, 1997; Suhit, 1995), asi como
también la revision de tres textos escolares (Alvarez,
Alvarez, Arribas, Martinez y Ruiz, 1999; Guzman, Colera y
Salvador, 1987) nos permite identificar, que en general, la
idea que subyace en las definiciones y ejemplos dados es
que dos magnitudes son proporcionales cuando al aumentar
0 disminuir una, la otra aumenta o disminuye de la misma
manera. Para el caso de la proporcionalidad directa, si
aumenta (disminuye) una, aumenta (disminuye) la otra, y en
el caso de la inversa, si aumenta (disminuye) una, disminuye
(aumenta) la otra. Esa “misma manera” de aumentar o
disminuir se relaciona con la noci6n de factor de
proporcién, coeficiente de proporcionalidad o reduccién a la
unidad.

En Suhit (1995) se sefiala que esta idea en ocasiones
conduce al error de interpretar como proporcionales
magnitudes entre las que existe cualquier relacion de
crecimiento (o decrecimiento) simultaneo.

En esta revisidn encontramos que las definiciones formales,
algebraicas o coloquiales, indican que dos magnitudes son
directamente proporcionales cuando el cociente entre dos
valores correspondientes es una constante. En el caso de la
proporcionalidad inversa, indican que en ese caso el
producto entre dos valores correspondientes es constante.
Generalmente estas definiciones van acompafadas de
ejemplos y ejercicios, que involucran el completar tablas y
representar en un sistema de coordenadas los valores
encontrados en dichas tablas para asi identificar qué tipo de
curva determinan.

Entendemos que la idea intuitiva que antes mencionamos
puede conducir a errores si no va acompafiada de un analisis
de cémo es encontrado el factor de proporcionalidad. Nos
referimos a los casos de proporcionalidad directa donde el
factor de proporcionalidad es negativo, ya que en ese caso,
cuando una magnitud aumenta, la otra disminuye y podria
conducir al error de identificar como inversa a esa relacion
(ambas magnitudes aumentan pero en valor absoluto)

Como dijimos anteriormente, la perspectiva
socioepistemoldgica sostiene que son las practicas sociales
las que generan conocimiento. Diferentes investigaciones
dentro de esta perspectiva han reportado como una de estas
practicas a la prediccion (Cantoral y Farfan, 1998),
describiéndola como la practica que permite determinar el
estado futuro de un sistema, de un objeto o de un fenémeno
con base en el estudio sistematico de las causas que lo
generan y los efectos que produce. Esta practica estd
intimamente relacionada con la variacion ya que para
predecir es necesario cuantificar y analizar los cambios. Es
decir, la variacion es una herramienta de andlisis necesaria
para la prediccién.

En nuestra disciplina, la Matematica Educativa, la
concepcion de modelo tiene diversos significados. Lo que
distingue a la aproximacién socioepistemoldgica de otras
perspectivas es la intencion: los modelos son usados como
herramientas para argumentar (Arrieta, 2003). Pero incluso
dentro de esta aproximacion existe actualmente el debate



En tanto asumimos la modelacion como una actividad
restringida a un propdsito comun, nuestro disefio buscé que
el alumno-docente transitara por los cinco momentos antes
mencionados, a través de la resolucion de secuencias que
implicaran la construccion de modelos que incluyeran: el
uso de diferentes representaciones y la necesidad de
identificar las variables que intervenian en el fendmeno que
se estaba estudiando y como se relacionaban, estudiando en
el mismo proceso de establecer las relaciones entre las
variables, la forma que esa relacién adoptaba. De aqui que
la resignificacion que buscamos sea la de linealidad.

El analisis de la dimension cognitiva implica entender
cudles son las concepciones de los alumnos en referencia al
contenido matematico que va a ser tratado.

Entendemos que existen cuatro modos de representacion del
concepto funcion: descripcion verbal, tabla numérica,
gréfica y formula. En su génesis historica, cada uno de estos
modos ha jugado un papel importante. Sin embargo, como
se sefiala en (Cantoral y Farfan, 1998), el concepto de
funcion devino protagonico hasta que se lo concibe como
una férmula, es decir, hasta que logré la integracidn de dos
dominios de representacion: el algebra y la geometria.

Investigaciones desarrolladas en el seno de la Matematica
Educativa entorno a la nocién de funcién muestran en la
ensefianza tradicional una sobrevaloracion de los aspectos
formales y algoritmicos que, en general, carecen de
significado para el estudiante y se dejan de lado las
argumentaciones visuales y los enfoques numéricos, entre
otras causas, por no considerarlos matematicamente validos.
En (Cantoral y Farfan, 1998) se afirma que tener un dominio
del contexto visual tanto en la algoritmia, la intuicion y la
argumentacion permite el transito entre las diversas
representaciones y se plantea que la hipGtesis central
consiste en asumir que: previo al estudio del calculo se
precisa de la adquisicion de un lenguaje grafico que
posibilite, esencialmente, la transferencia de campos
conceptuales virtualmente ajenos a causa de las ensefianzas
tradicionales, estableciendo un isomorfismo operativo entre
el algebra bésica y el estudio de curvas, mejor aun, entre el
lenguaje algebraico y el lenguaje gréfico.

3. METOLOGIA

3.1. Disefio de las secuencias

La metodologia utilizada para el disefio de las secuencias
experimentales fue la Ingenieria Didactica. El término de
ingenieria didactica surge, en el seno de la escuela francesa,
en analogia al quehacer en ingenieria, ya que se apoya en
resultados cientificos, involucra la toma de decisiones y el
control sobre las diversas componentes inherentes al
proceso. Asi la ingenieria didactica se constituye como una
metodologia de investigacion que se aplica a los productos
de ensefianza basados o derivados de ella y como una
metodoloagia  de  produccidn  pnara  aquiar  las

la teoria de la transposicidn didactica y de la teoria de las
situaciones didécticas.

En esencia esta metodologia contempla cuatro fases
(Artigue, 1995; Farfan, 1997):

1) Andlisis preliminar

2) Concepcion y andlisis a priori de las situaciones
didacticas de la ingenieria

3) Experimentacion
4) Andlisis a posteriori y Evaluacion,

A las que Lezama y Farfan (2001) denominan fase de
planeacion, fase de disefio, fase experimental y fase de
validacion, respectivamente.

El andlisis preliminar contempla s6lo las componentes
epistemoldgica, didactica y cognitiva a la investigacion.
Incorporar la componente social y modificar la interaccion
sistémica de las cuatro componentes para explicar el
fenémeno didactico es lo que se ha planteado en el marco
tedrico.

Ahora bien, en la fase de disefio distinguimos las
restricciones y variables de control que imponfa trabajar con
profesores e interactuar en un escenario en linea. Incluyendo
las reportadas por Montiel (2002) y Sanchez-Aguilar
(2003), consideramos:

- La oportunidad de consultar bibliografia antes de
intervenir en el espacio en linea que comparten con sus
pares, asi que podemos esperar respuestas formales o
definiciones de libros,

- Lafacilidad de interactuar con otros colegas o profesores
(de cursos anteriores) por vias externas al curso, como el
correo electrdnico y la mensajeria instantanea (Chat)

- La modalidad en linea permite el uso de materiales
digitales diversos disponibles en Internet, aunque no
estén indicados en el curso. Estos materiales incluyen
herramientas didacticas y tecnolégicas, relacionadas o
no con la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
asi como bibliografia especializada en matematica
educativa.

- El alumno-docente, por su formacién y experiencia
profesional, tiene familiaridad con las nociones
matematicas involucradas en la actividad matematica,

- En el proceso de validacion o consenso en el cual se
confrontan las diferentes formulaciones de los alumnos-
docentes, sobreviven a este proceso aquellas que mas se
apeguen al discurso matematico escolar.

- La tecnologia puede cambiar la forma en que los
alumnos-docentes acceden, perciben y comunican los
conceptos matematicos e influir en sus procesos de
validacion presentes en los procesos de interaccion.

- Los procesos de interaccion entre estudiantes privilegian
los contextos analitico y algebraico como herramientas
de argumentacion, originando en algunos casos
conclusiones matematicamente erréneas por parte de los
estudiantes.

- Latecnologia como mediador en el proceso formativo(la



de trabajo y lectura (software de aplicacion?) y la
tecnologia como herramienta en la resoluciéon de
secuencias didacticas (software didactico®), modifican el
intercambio de informacion entre el objeto de
aprendizaje y el sujeto cognoscente,

Tomando en consideracidn estos elementos disefiamos cinco
secuencias didacticas, que permitieran a los alumnos-
docente transitar por los cinco momentos que construimos a
partir de las categorias de entendimiento del concepto de
funcion que presenta Sierpinska (1992).

Como indicamos anteriormente, esta experiencia se llevo a
cabo en el curso Naturaleza del Pensamiento Matematico,
del Programa de Maestria en Ciencias en Matematica
Educativa que ofrece completamente en linea el CICATA-
IPN desde la Ciudad de México. En el trabajo a través de
Internet se utilizé la plataforma de trabajo Blackboard vy,
debido a problemas técnicos de esta plataforma, el sistema
de trabajo compartido BSCW. Ambos ambientes de trabajo
en linea tienen la caracteristica de ser asincronos.

Si bien la comunicacion entre los actores de la experiencia
analizada estaba abierta a realizarse via correo electronico,
via telefonica o incluso presencial, para aquellos que
tuvieran oportunidad, se considerd registrar,
exclusivamente, la comunicacion que se dio en los foros de
discusién, ya que permite la lectura de varias intervenciones
y puntos de vista, pero sobre todo porque este espacio es el
mas apropiado para indagar en el pensamiento e ideas de los
profesores, dado el tipo de interaccion y espontaneidad que
permiten (Castafieda, Sdnchez y Molina, 2006). En el
desarrollo del curso hubo dos tipos de foros, uno que se
iniciaba con una pregunta por parte del profesor, y otro que
surgia a partir de los comentarios y preguntas a partir de las
secuencias resueltas en forma individual o en grupo, yen los
que el profesor intervenia con observaciones y nuevas
preguntas.

Se disefiaron cinco secuencias para resolver en cuatro
semanas y se utilizaron materiales digitales de diferentes
tipos, que proporcionaran flexibilidad y dinamismo a la
actividad didactica.

SECUENCIA 1

SECUENCIA2

La intencionalidad de esta primera secuencia fue poner de
manifiesto tres aspectos fundamentales: el reconocimiento
de la proporcionalidad directa en diferentes contextos, las
estrategias de calculo utilizadas y la identificacion del factor
de proporcion vy el anélisis de su significado. Con esto, se
pretendia que los estudiantes transitaran por los dos
primeros momentos que identificamos en el anlisis de las
categorias de entendimiento del concepto de funcion que
determinamos a partir de (Sierpinska, 1992): cambios y
variables.

La secuencia se proporciond en un archivo en Word, para
que pudiera modificarse directamente y no se perdiera el
orden de la resolucién. Los ejercicios incluian preguntas
para resolver en un contexto numérico-aritmético e incluian
la organizaci6n de informacion en tablas.

2 Tal es el caso de los Programas como Microsoft Word,
Acrobat Reader v los Simuladores como SIRES

La intencién de la segunda secuencia fue construir las
expresiones y=ax e y=ax+b con el objetivo de poder

utilizarlos como una herramienta de prediccién. Se
transitaria por los restantes momentos que identificamos.

Utilizando diferentes estrategias, se esperaba que los
estudiantes identificaran en las dos situaciones planteadas
los parametros a y b, que los utilizaran para responder
preguntas relacionadas con los posibles valores de las
variables, que explicaran cémo la variacion de esos
pardmetros modifican las condiciones iniciales o de
reproduccion, y que explicaran las caracteristicas del
dominio y de la imagen que habian considerado segun la
representacion elegida. En el foro correspondiente a la
segunda secuencia, el debate gir6 alrededor de la nocion de
modelo en el sentido de cémo fue construido en la
secuencia, qué elementos de la secuencia anterior fueron
Gtiles, las diferentes formas de representacion y el transito
de una a otra, el dominio y la imagen del fenémeno y el
dominio y la imagen de la expresion algebraica que lo
modeliza, y el uso del modelo como una herramienta de
prediccion.

De nuevo, la secuencia se proporciond en un archivo en
Word, esta vez incluyendo el contexto numérico-aritmético
y el contexto grafico relacionado a una situacion de
variacion.

SECUENCIA 3

En la tercera secuencia se utilizo el Programa SIRES
(Sistema de resortes) desarrollado por el grupo que
encabeza el Dr. Jaime Arrieta en el Instituto Tecnoldgico de



emergencia del conocimiento matematico™, intentan dar
explicacion de como en el ejercicio de las préacticas sociales
los actores construyen sus conocimientos como
herramientas para la intervencion; construccion que no se
concibe como un proceso aislado, sino como un proceso
social de construccidn conjunta. De esta manera, si bien la
intencionalidad era la misma que en la secuencia anterior, se
planteaba a los alumnos un contexto diferente a los
utilizados en las anteriores secuencias. ElI ambiente de un
“Laboratorio Virtual” pretendié que el alumno-docente
experimentara una situacién fisica relacionada con la
linealidad de una funcion. Esta simulacidn logra que el
participante viva la situacion y la haga propia, manipule
objetos y reciba informacidn a cambio, para hacer
observaciones, asi como construir conjeturas y argumentos
(a discutir en los foros).

Por un lado, el alumno-docente tuvo acceso al ambiente
virtual del SIRES y por otro se le proporcion6 un archivo en
Word, para responder ahi directamente, que incluia pantallas
del programa para guiar la actividad. Se contemplaron los
contextos fisico, numérico (aritmético y tabular) y gréfico.

SECUENCIA4-5

Incorporando herramientas tecnoldgicas, con las secuencias
4y 5, se buscaba favorecer la construccion de un universo
grafico en el terreno de las funciones algebraicas a partir de
las operaciones basicas de suma y multiplicacion, desde una
aproximacién visual que involucra simultdneamente
herramientas analiticas y numéricas, y que implica una
interpretacion gréafica de las operaciones entre funciones.
Los planteamientos de la secuencia se retomaron de
(Cantoral y Montiel, 2001) y por lo tanto asumimos también
qgue debido a la tradicion algebraica-algoritmica que
domina en la escuela, centrarse en el contexto grafico pone
en funcionamiento los recursos mas familiares del alumno-
docente, en este caso argumentos numéricos y algebraicos,
lo que fomenta la articulacion de varios registros de
representacion y en consecuencia, enriquece el significado
de la nocién de funcioén.

La discusién en los foros correspondientes a estas
secuencias gir6 alrededor del tipo de lenguaje, explicaciones
y argumentos que se utilizaron en el desarrollo de las
secuencias, las diferencias con el lenguaje, explicaciones y
argumentos presentes en el Discurso Matematico Escolar
tradicional, y como éste se veria afectado por Ila
incorporacion de esta propuesta.

La actividad final del curso consistié en un informe final
grupal realizado a través la discusion, en un foro organizado
por el mismo grupo, de las notas, la bibliografia
complementaria y la experiencia con las secuencias 1 a la 5.

Como dijimos anteriormente, en la resolucion de estas
secuencias buscdbamos que los alumnos transitaran por los
cinco momentos identificados en nuestro anlisis
epistemoldgico. Buscando la articulaciéon de dichos
momentos en la produccion de los alumnos — docentes,
encontramos que en aquellas situaciones donde debia
encontrarse la forma que adoptaba la relacion entre las
variables 0 magnitudes presentes, la linealidad aparecia
como primera opcion, justificando la eleccion de este
modelo o bien por la representacion grafica de los datos
dados o bien por la identificacidn de una regularidad en una
tabla numérica. A continuacion, se encontraba la formula o
expresion algebraica correspondiente y a partir de ahi, ésta
jugaba un papel importante en las respuestas que se daban,
por considerarla mas “precisa” 0 “exactas” en comparacion
con otro tipo de representaciones.

En aquellas situaciones que no correspondian a un modelo
lineal, se encontraron respuestas de tres tipos: se manipulaba
la informacién dada de manera tal de poder adaptar la
situacion a una situacion de linealidad, se manifestaba la
imposibilidad de resolucién de problema, o se buscaba otro
tipo de estrategias o de reglas de calculo que permitieran dar
respuesta las preguntas planteadas.

Este andlisis nos permite afirmar que la linealidad versus la
no linealidad no estd presente en todas las resoluciones
porque de por si no es una discusion que esté presente en los
argumentos de los alumnos. Por ejemplo, cuando en el
primer de foro de discusion se les pedia que caracterizaran o
clasificaran los problemas propuestos, las respuestas
estuvieron referidas al grado de dificultad de dichos
problemas y no a los elementos que les permitian identificar
proporcionalidad directa como forma de relacién entre las
magnitudes y que les permitia diferenciarlas de otras que
presentaban relaciones de crecimiento o decrecimiento
simultaneo.

En donde si encontramos esta comparacion es en las
recniiestas a aatiellas <ectiencias en las atie arificamente



debian argumentar que la suma de dos rectas es una recta
pero que al multiplicar dos rectas la linealidad se perdia.

4. RESULTADOS

En la fase de validacién confrontamos los resultados
obtenidos en la fase experimental con los elementos tedricos
de nuestro analisis a priori, en la fase de disefio. Esta
confrontacién la generamos a través de las siguientes
direcciones:

- La nocién de cambio: ;qué es lo que cambia y como
cambia?

- La propiedad de linealidad en diferentes contextos.
Representacidn y argumentos.

La practica social de prediccion (Cantoral y Farfan, 1998)
esta intimamente relacionada con la variacién, ya que para
predecir es necesario cuantificar y analizar los cambios, es
fundamental no s6lo reconocer lo qué cambia, sino también
cdmo cambia.

En el andlisis de la resolucion de las actividades propuestas
para reconocer la proporcionalidad en diferentes contextos,
encontramos que si bien los estudiantes conocen el concepto
“proporcionalidad directa”, poseen estrategias de célculo
relacionadas con él y reconocen las caracteristicas de su
representacion gréafica (el término “lineal” es reiteradamente
utilizado como sinénimo de proporcional), lo sobre utilizan
al reconocer como proporcionales magnitudes entre las que
existe cualquier relacion de crecimiento (o decrecimiento)
simultaneo y lo sobrevaloran al decir que determinadas
situaciones no tienen solucion porque este concepto no es
aplicable.

Esto nos permite concluir que la idea intuitiva de
proporcionalidad directa (“a mas, mas: a menos, menos”)
puede conducir a errores si no va acompafiada de una
identificacion del factor de proporcion, de un andlisis de
como es encontrado dicho factor y de una interpretacion del
mismo en el contexto de la situacién planteada.

En el Marco Teorico, en el andlisis de la dimensién
didactica, mencionamos la utilizacién por parte de los
alumnos — docentes del concepto de funcién como una
relacion, correspondencia, asociacion o aplicacién entre
elementos de conjuntos y no como una forma de representar
un cambio o transformacion.

Al identificar en las situaciones planteadas la presencia de
un cambio se observa el transito por el Momento 1
planteado en el andlisis epistemoldgico, aunque no se
justifique o explicite la forma que ese cambio tiene. Pero la
concepcion de funcién como una asignacion entre variables,
hace que las funciones sean definidas y utilizadas para
asignar a determinados valores de la variable independiente,
el correspondiente valor de la variable dependiente y no
como una forma de representar los cambios identificados.

Es posible que el identificar e interpretar en contexto el
factor de proporcion, permita entender el concepto de
funcion como una forma de representar el cambio sufre la

En relacion con lo observado en el apartado anterior,
encontramos que en la resolucién de secuencias escolares
que podriamos Ilamar tradicionales, el modelo lineal es
adoptado préacticamente en todos los casos con ausencia de
argumentos o explicaciones que justifiquen dicha adopcidn;
asi como también que se elije por su exactitud a la formula
como la mejor forma de representar la relacion entre las
variables, a pesar de reconocer que en la situaciones
planteadas la tabla fue la forma mas facil para obtener los
datos y la gréfica para predicciones aproximadas.

En la resolucion de este tipo de secuencias encontramos el
transito por los cinco momentos identificados en el analisis
epistemoldgico. Los elementos que nos permiten afirmar
esto son: la identificacion de las variables involucradas; la
eleccién del modelo, en la que si bien el debate de lo lineal
vs lo no lineal no estd presente, implica identificar una
forma de cambio; las distintas representaciones y el transito
de una a otra; la eleccion de una de las formas de
representacion como la mejor manera de representar a las
variables; y la utilizacion del modelo como herramienta de
prediccion.

Al confrontar las resoluciones y participaciones de los
estudiantes en los foros correspondientes a estas secuencias,
con las respuestas que dieron en el cuestionario inicial,
encontramos que si bien al momento de desarrollar este
contenido en clase el aspecto algebraico aparece en los
Gltimos lugares en cuanto al lenguaje al que se le da mas
importancia o al lugar ocupa a lo largo de la exposicidn,
esto difiere al momento de analizar posibles respuestas en
una evaluacion ya que este aspecto es el que mayor
porcentaje se le asigna. Entonces, esta confrontacion
pareceria indicar que en el caso de las secuencias escolares
del tipo tradicional no todos los tipos de representacion
tienen para el alumno - docente el mismo status y que el
paso previo por el lenguaje verbal, gréfico o numérico antes
de llegar a la formula es para poder darle diferentes
interpretaciones a la misma e ir avanzando gradualmente en
cuanto a exactitud o precision. Es decir, caracterizar en
contextos graficos y/o numéricos pero formular y validar en
contextos analiticos.

En nuestro trabajo, las que llamamos secuencias escolares
no tradicionales incluian trabajar con software para la
simulacion y la interactividad, y con el método de las
operaciones, que implicaba la incorporacidn de herramientas
tecnoldgicas como por ejemplo las herramientas de dibujo
de Word.

Como ya lo mencionamos en la seccién anterior, en la
secuencia 3 los estudiantes trabajaron con el Programa
SIRES. Si bien en la resolucion de las secuencias 1 y 2 los
alumnos-docentes habian utilizado software didactico como
son los graficadores, en el trabajo con el Programa SIRES es
posible observar algunas caracteristicas, podriamos decir
propias de la interaccién con este tipo de programas.



experimentales se daban como parte del enunciado, en el
caso de SIRES, se presenta un “laboratorio virtual” en
donde se simula mediante el software una situacion
experimental a partir de la cual se obtienen los datos
necesarios para dar respuesta a las preguntas planteadas en
la secuencia. Entonces es posible observar que la interaccion
estudiante — interfase es diferente ya que permite una
manipulacion de los elementos que proporciona el
programa, tanto para familiarizarse con el mismo como para
obtener la informacidn requerida en la secuencia.

En las secuencias anteriores los datos les eran
proporcionados “sin ruido”, esto es, los datos aportados en
las tablas eran proporcionales. Cuando los datos eran
obtenidos por el estudiante, el ruido aparecia ya que los
datos no eran estrictamente proporcionales y esto originaba
que se manipularan los instrumentos de medicion o los
elementos del montaje para que los datos si se ajustaran a un
modelo lineal.

En el andlisis de las resoluciones, tanto en las individuales
como en las grupales, encontramos coincidencias con las
estrategias antes utilizadas: una vez obtenidos los datos,
encontrar la expresion algebraica y utilizarla para dar
respuesta a todas las preguntas de la secuencia. Aunque en
esta secuencia también aparece como una posible estrategia
de resolucion la interpolacidn de datos.

El método de las operaciones aplicado en las secuencias 4 y
5 permite bosquejar graficas a partir de un analisis visual
que involucra simulténeamente herramientas analiticas y
numéricas. La expresion “operar graficamente” hace
referencia a las operaciones entre funciones, pero desde una
perspectiva grafica. Cabe aclarar que este método no
pretende ser un recetario 0 una lista de pasos a seguir para
que el estudiante grafique correctamente. Uno de sus
objetivos principales es propiciar la relacion existente entre
objetos mateméticos aparentemente disjuntos, esto es,
vincular y transitar entre diversas representaciones de una
funcién (Cantoral y Montiel, 2001)

Es en este tipo de secuencias no tradicionales, y por las
posibilidades que provee el escenario en linea, es donde
observamos un cambio en el tipo de argumentos, estrategias
y formas de explicar los procedimientos.

Pregunta de la Secuencia 5. Con un ejemplo (dos
rectas cualesquiera) muestra en los registros numérico,
gréfico y algebraico, que la suma de dos rectas es
también una recta.

Respuesta de un alumno-docente. Para mostrar, por
medio de un ejemplo, que la suma de dos rectas da
como resultado otra recta, manejaré la recta uno como

y,=2X-4 'y la recta dos como

Y, =—0.5X+2 (ambas rectas serdn llamadas

rectas generadoras). Utilizaré los tres registros de
manera simultdnea (el numérico, el gréfico y el
algebraico), a fin de visualizar mejor el resultado.

Vamos a graficar ambas rectas

A partir de las rectas, podemos encontrar la grafica de
la ecuacion de la recta que resulta de sumar ambas
ecuaciones, la que llamaremos recta suma. La recta
suma tiene como caracteristica que cada punto sobre
ella es resultado de la suma de las alturas con respecto
al eje de las abscisas de las rectas generadoras, en esa
misma coordenada x

Por ejemplo, cuando x=0 la altura de la recta uno con
respecto al eje x es igual a -4, mientras que la altura de
la recta dos es igual a 2, por lo que la suma de las dos
alturas de las rectas generadores es igual a

(-4)+(2) =—4+2=-2, por tanto un punto de
la recta suma se encuentra en (0,-2). Gréaficamente:
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Ahora, cuando x=2 es claro que la altura de la recta
uno con respecto al eje de las abscisas es 0, mientras
que la altura de la recta dos con respecto al eje x es
igual a 1, que hace que la suma de las dos alturas de
las rectas generadoras es igual a 1, por lo que otro
punto de la recta suma se encuentra en (2,1).
Gréficamente:
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Por dltimo, cuando x=4 es claro que la altura de la
recta uno con respecto al eje de las abscisas es 4,
mientras que la altura de la recta dos con respecto al
eje x es igual a 0, que hace que la suma de las dos
alturas de las rectas generadoras es igual a 4, por lo
que otro punto de la recta suma se encuentra en (4,4).
Gréaficamente:



Uniendo los tres puntos encontrados, (0,2), (2,1) y
(4,4), se encuentra la recta suma

Para encontrar esta ecuacion de la recta se utiliza la
ecuacion de la recta forma dos puntos. Six;=0, y;=-2,
Xo=2, ¥,=1 entonces:

y-y =2 h(x-x)

(1) -(-2)
—(-2) =22 "2(x-(0
Y=(D =05 (- @)

y+2:%(x70)

3
=—X-2
y 2

y=15x-2
Por lo que la ecuacién de recta suma es igual a
y=15x-2

Comprobando el resultado anterior, se tiene que la
recta suma es igual a la recta uno més la recta dos, es
decir:

recta suma = recta uno + recta dos

Ys=%tY,

Y, =(2x—4)+(-0.5x+2)
Y, =2Xx-4-0.5x+2

Y, =15x-2

El escenario en linea y la modalidad asincrdnica le da al
alumnos - docentes la oportunidad de usar diferentes
herramientas didacticas que le permiten ilustrar sus
explicaciones escritas, usando diferentes registros de
representacion. Sin embargo, observemos que no solo se
obtiene la grafica de las funciones con un software, sino
que hay manipulacion de los objetos a través del trazo de
ordenadas usando rectas verticales de colores. Esto lo
relacionamos directamente con el disefio de la secuencia,
donde usamos la idea de operaciones gréaficas (Cantoral y
Montiel, 2001) para manipular los objetos gréficos y

ralacrinnarlae  AANR 11 ranracontariAnnae NIIMAFIAAC  \7

El cambio de argumentos, estrategias y formas de explicitar
los procedimientos que se pone de manifiesto en la
resolucion de estas secuencias escolares no tradicionales
nos lleva concluir que este cambio es el que permite hacer
explicitas las caracteristicas de la linealidad como
propiedad de la relacion funcional de dos variables.
Caracteristicas que observamos que no son del todo
explicitas al adoptar el modelo lineal en la resolucion de
secuencias escolares tradicionales.

Por otro lado, entendemos que el priorizar el lenguaje
gréfico fue lo que hizo posible poner de manifiesto este
cambio a la hora de justificar respuestas, desarrollos o
procedimientos.

- Naturaleza de las variables. Sobre el dominio y la
imagen de las funciones.

Las reflexiones referidas al tipo de variable y a las
caracteristicas del dominio y la imagen que eligieron en
cada actividad las encontramos en las participaciones de los
alumnos - docentes en los foros de discusion relacionados
con cada secuencia.

Con respecto a la naturaleza de las variables, encontramos
que en forma unanime los estudiantes consideran “por
definicion” que los modelos matematicos son continuos, y
que eventualmente debe analizarse su validez en los
contextos particulares dados por cada situacion, en donde es
posible encontrar que una o ambas variables son discretas.

Por otra parte, encontramos en la mayoria de las
resoluciones dominios diferentes para la representacion
gréfica y para la representacion algebraica de la misma
funcién. Esto esta en relacién con lo ya manifestado por los
mismos alumnos acerca de la creencia de que la formula es
la mejor forma de representar la relacidn entre las variables
debido a su exactitud. Esto nos permite concluir que estos
tipos de representacion no tienen para el estudiante el
mismo status, y que el lenguaje grafico estd subordinado al
lenguaje algebraico, que posee reglas mas exactas y
precisas. Entendemos que esto estd vinculado con la
formacion recibida en los estudios de grado y por los textos
escolares citados como material de referencia.

- Comportamiento o peculiaridades en un escenario en
linea.

Como lo sefialamos en los antecedentes de investigacion, el
trabajo de Montiel (2002) abri6 una linea de investigacion
en educacion a distancia orientada a poner en
funcionamiento elementos tedricos de la mateméatica
educativa, en este caso en el escenario en linea. La
caracterizacion del contrato didactico que alli realiza nos
brindd elementos tedricos que nos permitieron explicar
algunos de los fendmenos observados durante la puesta en
escena de las secuencias disefiadas. En particular, la
clasificacion de los episodios de ruptura de la tradicion
escolar (cuando las respuestas de los alumnos-docentes
evocaron a argumentos de cambio en los contextos gréfico,
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en los foros) y las rupturas del contrato didactico (en las
intervenciones del profesor en el foro, ayudando a hacer
explicitos los argumentos implicitos sobre los que subyacian
las resoluciones de los estudiantes)

Entre las variables de control distinguidas en la fase de
disefio, mencionamos que la tecnologia puede cambiar la
forma en que los alumnos-docentes acceden, perciben y
comunican los conceptos matematicos e influir en sus
procesos de validacion presentes en los procesos de
interaccion, y que la tecnologia, como herramienta en la
resolucion de secuencias didacticas, modifica el intercambio
de informacidn entre el objeto de aprendizaje y el sujeto
cognoscente. En este sentido, encontramos en todas las
resoluciones analizadas la utilizacion de software educativo
(en su mayoria graficadores) ain cuando no era parte de la
consigna la incorporacidn de esta herramienta o se brindaba
algln tipo de apoyo escrito para graficar “a mano”, y que
algunas de las participaciones en los foros fueron
acompafadas de archivos adjuntos en Word o PowerPoint
con la intencion de argumentar graficamente dicha
participacion. Entendemos que es el escenario particular en
el que se llevd a cabo esta experiencia el que permitio el uso
de este tipo de herramientas, pero recalcamos lo observado
anteriormente cuando nos referimos a que no sblo se
obtuvieron las graficas de las funciones con un software,
sino que hubo manipulacion de los objetos, sobre todo en la
resolucion de secuencias escolares no tradicionales. Las
nuevas tecnologias no cumplen un papel de suplementacién
sino de reorganizacion, constituyen junto a los estudiantes,
docentes y otros medios de diversa naturaleza (1apiz, papel,
libros, calculadoras, computadoras) un colectivo pensante,
un sistema constituido por seres humanos y dispositivos
tecnoldgicos que generan, en conjunto, conocimientos
matematicos (Villareal, 2004).

La incorporacion de este tipo de tecnologia permitid
también la resolucién de las secuencias 4 y 5 en las que,
como ya mencionamos, se buscaba favorecer la
construccion de un universo gréafico en el terreno de las
funciones algebraicas. La discusion llevada a cabo en los
foros posteriores giré en torno al tipo de lenguaje que se
utiliza en este tipo de secuencias al tratar de expresar que es
lo que se ve, como este tipo de lenguaje puede ser utilizado
para interpretar y construir significados, y como el Discurso
Matemético Escolar se veria modificado si prioriza el
lenguaje grafico. Aqui los alumnos coinciden que si el
Discurso Matematico Escolar priorizara el lenguaje grafico
esto ayudaria a la comprension de conceptos fundamentales,
sobre todo del Calculo, pero que seria necesaria la
incorporacion de TICS pero no desempefiando un papel
meramente utilitario sino como herramientas para construir
significados.

5. CONCLUSIONES

En el marco de la socioepistemologia, y asumiendo la
modelacion como una actividad, la intencionalidad de las
secuencias planteadas no fue la reconstruccion y

variables. Encontramos que esta resignificacién se hace
evidente en la resolucion de las secuencias escolares no
tradicionales, que con la incorporacion de herramientas
tecnologicas, junto con las caracteristicas del escenario en
linea, permitieron priorizar el lenguaje grafico y realizar
cambios en el tipo de argumentos, estrategias y formas de
explicitar los procedimientos.

La confrontacion de los resultados empiricos de toda la
secuencia con los elementos tedricos que enmarcan esta
investigacion nos proveyd de valiosos elementos para un
probable redisefio de las secuencias. El andlisis realizado en
esta fase de validacion nos hace pensar en el replanteo de
algunas de las situaciones para que la nocién de funcién se
utilizada como una forma de representar el cambio, para
hacer méas explicito el transito por los cinco momentos
identificados en el analisis epistemoldgico con base en
Sierpinska (1992), y con elementos que permitan justificar
la eleccion, o no, el modelo lineal.

El mayor cambio en la actividad matematica escolar de
nuestros alumnos - docentes es lograr que reflexionaran
sobre su propio conocimiento y sobre su practica docente,
pues es uno de los propositos de su formacién como
matematicos educativos.

Por la modalidad educativa, entendemos que hay momentos
del proceso educativo que no estan al alcance de nuestro
analisis, por ello nos centramos en los registros de
interacciéon de nuestro sistema didactico: el profesor, el
alumno-docente y el contenido. Esto es, la comunicacion
abierta entre alumnos vy la facilidad de consultar recursos
didacticos de diferente naturaleza tienen, indudablemente,
un efecto sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje, pero
desconocerlos y no poder controlarlos es una variable
didactica esencial de estos escenarios.

Movilizd esta investigacion la preocupacion planteada al
inicio de nuestro trabajo sobre las dificultades observadas al
desarrollar los contenidos de matematica en nuestras clases
y al analizar los resultados poco satisfactorios que
observamos en el primer afio de universidad. Los elementos
tedricos obtenidos en la fase de validacion de esta
investigacion son importantes para pensar en un redisefio de
estas secuencias esta vez orientadas a alumnos de nivel
medio o medio superior. En este redisefio deberemos tener
en cuenta la formacidn diferente de los actores a los que se
orienta la propuesta, ya que no se trataria de profesionales
cursando un estudio de postgrado, sino de alumnos en
formacion de grado, quienes posiblemente han trabajado
este tema en niveles anteriores, por eso seguiriamos
hablando de resignificacion de la propiedad de linealidad.
Es posible que esto permita trabajar de manera diferente
otras nociones como, por ejemplo, razén de cambio y tasa
de variacion, aporte elementos que favorezcan la nocién de
funcién como una forma de identificar los efectos de un
cambio y no solamente como una asignacion entre objetos,
y promueva el uso de la visualizacién matematica como una
estrategia para la formacion adecuada de los conceptos.

Entendemos que las restricciones y variables de control
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educativa, el escenario (aunque seguiria siendo en linea) y el
contexto serian diferentes.

Si una fase importante de la modelacion en la educacion es
la experimentacion (Borba y Villareal, 2005), en un
escenario en linea las simulaciones juegan un papel
importante para que esta fase sea vivida por el alumno.
Reafirmamos lo expresado anteriormente en referencia a la
utilizacion de software como el Programa SIRES, que
proporcionan ambientes de simulacion e interactividad para
la actividad controlada de un alumno que aprende en la
modalidad en linea. A pesar que su aplicacion crea nuevas
formas de interaccion sin control por parte del profesor,
consideramos que la posibilidad de llevar la modelacion a
este tipo de escenarios, la ventaja de poder manipular tanto
el fenébmeno como su reproduccion, la continua
disponibilidad de los experimentos, y la posibilidad de
interactuar a distancia, (Martinez, Arrieta y Canul, 2005)
son elementos suficientes para afirmar que este tipo de
interfaces son herramientas UGtiles para la construccién de
conocimiento y que las actividades que disefien en base a
uso Y aplicacion se constituyen en el centro del aprendizaje
en linea.

Una de las primeras preguntas que nos planteamos antes de
iniciar este trabajo de investigacion era si aln en escenarios
virtuales, con caracteristicas propias tan diferentes a los
escenarios de origen, era posible la construccion de
conocimiento  matematico. El desarrollo de esta
investigacion y los resultados a los que arribamos nos han
dado muestra de que si es posible.

Asi como en el marco de la Socioepistemologia
identificamos el origen, naturaleza y problematicas propias
de cada tipo de funcién, también diferenciamos dos
escenarios educativos de naturaleza tan distinta como son
los escenarios tradicionales y a distancia, en este caso,
virtuales. El entender estas diferencias y caracteristicas
propias hizo que nuestra investigacion no buscara comparar
resultados de una modalidad con otra, sino por el contrario,
utilizarlas como restricciones y variables de control en la
fase de disefio de secuencias pensadas para implementar en
este tipo de modalidad.

Consideramos que nuestra investigacion aporta elementos a
la linea de investigacion que surge dentro de la matematica
educativa con el trabajo (Montiel, 2002). El haber podido
mostrar las posibilidades que los escenarios en linea
permiten en cuanto a la incorporacién de nuevas tecnologias
y el priorizar el lenguaje gréfico con el consiguiente cambio
en el tipo de argumentos, estrategias y formas de explicitar
los procedimientos dan cuenta de ello.

REFERENCIAS

Albano, G. (2005a). Mathematics and e-learning: students’
beliefs and waits. Proceed ings of the Commission
Internationale  pour I'Etude et I'Amélioration de
I'Enseignement des Mathématiques, 153 — 157. Version
digital disponible al 21 de mayo de 2007 en

[T 7 T M- Y I - P = T 1 R T <

Albano, G. (2005b). Mathematics and e-learning: a
conceptual framework. Paper of the Fourth Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education.
Version digital disponible al 21 de mayo de 2007 en
http://cerme4.crm.es/Papers%20definitius/9/albano.pdf

Alvarez, C., Alvarez, F., Arribas, A., Martinez, S., Ruiz, A.
(1999) Matematica 1. Humanidades. Barcelona: Espafia.
Editorial Vincens Vives.

Arrieta, J. (2003) Las précticas de modelacién como
proceso de matematizacién en el aula. Tesis doctoral no
publicada, Departamento de Matematica Educativa,
Cinvestav, México.

Artigue, (1995) Ingenieria didactica. En P. Gomez (ed)
Ingenieria didactica en educacion matematica. Un esquema
para la investigacion, la innovacion en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas (pp 33-59). México: Grupo
Editorial Iberoamérica.

Azcérate, C., Deulofeu, J. (1996). Funciones y graficas.
Madrid. Espafia: Editorial Sintesis.

Borba, M. y Villareal, M. (2005). Humans-with-Media and
Reorganization of the Mathematical Thinking. USA:
Springer.

Buendia, G. (2005) Précticas Sociales y Argumentos: El
Caso de lo Periddico. En Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa (Vol 18, pp. 451-456). México.

Cantoral, R., Farfan, R. (1998) Pensamiento y lenguaje
variacional en la introduccion al analisis. Epsilon, 42, 353-
369.

Cantoral, R., Farfan, R., Cordero, F., Alanis, J., Rodriguez,
R., Garza, A. (2000). Desarrollo del pensamiento
matematico. México: Editorial Trillas.

Cantoral, R., Farfan, R. (2003) Matematica Educativa: una
vision de su evolucion. Revista Latinoamericana de
Matematica Educativa, Vol. 6, Num. 1, (pp. 27-40).
Thompson.

Cantoral, R., Molina, J.,, Séanchez, M. (2005)
Socioepistemologia de la  Prediccion. En Acta
Latinoamericana de Matemética Educativa (Vol 18, pp.
463-468). México.

Cantoral, R. y Montiel, G. (2001) Funciones: visualizacién
y pensamiento matematico. México: Prentice Hall.

Castafieda, A., Sanchez, M. y Molina, G. (2006). Estudio
del pensamiento del profesor en un curso de formacion
docente a distancia. En Memorias del 22 Simposio
Internacional de Computacion en la Educacion. SOMECE
2006. Meéxico Version digital disponible al 14 de mayo de
2007 en
http://www.mateducicata.ipn.mx/publicaciones/(Castaneda,

2006a).pdf

Cordero, F. (2003) Lo social en el conocimiento
matematico: reconstruccion de argumentos y significados.
En Acta Latinoamericana de Mateméatica Educativa (Vol
16, Tomo 1, pp. 73-78). México

Farfan, R. (1997) Ingenieria didactica: un estudio de la
variacion y el cambio. Meéxico: Grupo Editorial




Farfan, R., Ferrari, M. (2001) Una visién
socioepistemologica. Estudio de la funcién logaritmo en
Antologias, Programa editorial Red de CIMATES, Numero
1, pp 249-291. México.

Fiol, L., Fortuna, J., (1990) Proporcionalidad directa. La
forma y el nimero. Madrid. Espafia: Editorial Sintesis.

Garcia, M., Escobar, G., Suhit, G., Vidal, M., De Lucca, M.,
Frank, C. y Bambill, E. (2005) Educacion a distancia: una
experiencia para el ingreso en la FRBB. En Acta
Latinoamericana de Matematica Educativa (Vol 18, pp.
655-657). México

Grupo Beta (1997) Proporcionalidad geométrica vy
semejanza. Madrid. Espafia: Editorial Sintesis.

Guzman, M., Colera, J., Salvador, A. (1987) Matematicas.
Bachillerato 1y 2. Madrid, Espafia: Editorial Anaya.

Hopper, K. (2001). Is the Internet a classroom? TechTrends
45(5), 35-43.

Lezama, J. (1999). Un estudio de reproducibilidad: El caso
de la funcion exponencial. Tesis de maestria, no publicada.
DME, Cinvestav-IPN. México.

Lezama, J., Farfan, R. (2001) Introduccion al estudio de la
reproducibilidad. Revista Latinoamericana de Matematica
Educativa, Vol. 4, Num. 2, (pp. 161 - 193). Thompson

Montiel, G. (2002) Una -caracterizacién del Contrato
Didactico en un Escenario Virtual. Tesis de Maestria no
publicada. Departamento de Matematica Educativa,
Cinvestav — IPN, México.

Montiel, G. (2005) Estudio socioepistemoldgico de la
Funcién Trigonométrica. Tesis de Doctorado no publicada.
Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia
Avanzada — IPN, México.

Ruiz Higueras, L. (1998) La nocién de funcién: Analisis
epistemoldgico y didactico. Tesis de doctorado publicada.

Universidad de Jaén, Coleccion Juan Pérez de Moya, Jaén,
Espafia.

Sanchez-Aguilar, M. (2003) Un estudio sobre interacciones
y comunicacién en educacion matematica a distancia Tesis
de Maestria no publicada. Departamento de Matemaética
Educativa, Cinvestav — IPN, México.

Sierpinska, A. (1989). On 15-17 years old students’
conceptions of functions, iteration of functions and
attractive points. Warsaw, Poland: Institute of Mathematics,
Polish Academy of Sciences, Preprint, 454.

Sierpinska, A. (1992). Understanding the notion of function.
En G. Harel y E. Dubinsky (Eds), The concept of function.
Aspects of Epistemology and Pedagogy (pp 25-58) USA:
Mathematical Association of America.

Suhit, G. (1995) Proporcionalidad: un Contenido
Matematico con amplia significatividad real. En
Capacitacion docente 1995. Desarrollo de los temas de los
contenidos basicos comunes. Médulo 6. (pp 41-64). Buenos
Aires, Argentina: Direccion General de Culturay Educacion
de la Provincia de Buenos Aires.

Villareal, M. (2004) Transformaciones que las tecnologias
de la informacidon y la comunicacidn traen para la educacion
matemética. Yupana. Revista de Educacion Matematica de
la Universidad Nacional del Litoral. Num. 1, (pp. 41 — 55).
Universidad Nacional del Litoral

Youschkevitch (1976), The concept of function up to the
middle of the 19th century, (R. Farfan, trad) en
Traducciones 2 (1996) CINVESTAYV - IPN, México.



M. en C. Monica Garcia Zatti
Profesora en Matemaética. Universidad Nacional del Sur, Argentina (1998)

Maestra en Ciencias con especialidad en Matematica Educativa, Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y
Tecnologia Avanzada, Instituto Politécnico Nacional, México (2007)

JTP, dedicacion Exclusiva, catedra Algebra y Geometria Analitica, Facultad Regional Bahia Blanca (FRBB),
Universidad Tecnoldgica Nacional (UTN)

Docente Tutora Seminario de Ingreso a Distancia, Matematica, FRBB, UTN
Miembro del Grupo de Investigacion en Educacion Matematica, FRBB, UTN.

Docente Investigador Categoria V, Programa de Incentivos del Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia de la
Nacion, desde agosto de 2005.

Miembro Asociado del Comité Latinoamericano de Matematica Educativa desde julio de 2005.



