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Resumen

Presentamos los resultados de un estudio comparativo entre las trayectorias y estrategias de
modelizacion movilizadas por matemaéticos y profesores de matemaéticas al abordar una situacion
hipotética que implica la construccion de un modelo matematico. La investigacion se desarrollo
dentro de un enfoque cualitativo con un grupo de profesores de matematicas y estudio de casos de
investigadores matematicos. Los resultados muestran que el proceso de construccion de un Modelo
Matematico difiere principalmente por el tipo de procesos cognitivos desarrollados en ambos
grupos de estudio y las trayectorias de modelizacion son dependientes de las representaciones
gréficas que los individuos utilizan para abordar el problema.

Palabras clave. Matematicas; Modelizacidn; Registros de representacion; Profesores; Trayectorias de
modelacion.

Modeling in mathematics education: Mathematicians and Math Teachers,
their strategies

Abstract

We present the results of a comparative study between the trajectories and modeling strategies
mobilized by mathematicians and math teachers to address a hypothetical situation that involves the
construction of a mathematical model. The research was conducted within a qualitative approach
with a group of math teachers and case study research mathematicians. The results show that the
process of building a mathematical model differ primarily by the type of cognitive processes
performed in both study groups and paths modeling are dependent of graphical representations that
individuals use to address the problem.

Keywords: Modelling; Registers of representation; Mathematicians; Math teachers; Ways of modeling.

Modélisation dans I'enseignement des mathématiques: professeurs de
mathématiques et mathématiques, leurs stratégies

Résumeé

Nous présentons les résultats d'une étude comparative entre les trajectoires et les stratégies de
modélisation mobilisées par les mathématiciens et professeurs de mathématiques qui ont été
confrontés a une situation qui implique la construction d'un modele mathématique. La recherche a
été menée dans une approche qualitative et concerne un groupe de professeurs de mathématiques du
lycée et une étude de cas avec des chercheurs en mathématiques. Les résultats montrent que le
processus de construction d'un modéle mathématique differe principalement par le type de
processus cognitifs développés dans les deux groupes d'étude et les trajectoires de modélisation
dépendent des représentations graphiques que les individus utilisent pour résoudre le probléme.

Mots-clés. Mathématiques ; Modélisation ; Registres de représentation ; Professeurs ; Trajectoires
de modélisation.
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1. INTRODUCCION

La modelizacién es un término empleado en distintos
contextos y con distintos objetivos, una buena
clasificacion de las investigaciones en el area se puede
encontrar en los trabajos de Blomhgj (2009). Modelizar
en el ambiente de educacion matematica refiere al proceso
que involucra la representacion de la realidad® por medio
de un modelo matematico. Suele hacerse una distincion
entre las aproximaciones a la modelizacidn, por un lado
tenemos las aplicaciones y la modelizacion para el
aprendizaje de las matematicas y, por el otro, el
aprendizaje de las matematicas para desarrollar
habilidades en la construccion de modelos matematicos.
La primera vertiente considera el uso de actividades de
modelizacion como un vehiculo para la construccion de
conceptos matematicos. Y la segunda vertiente involucra
la aplicacion de las matemdticas para construir modelos
matematicos (Niss, Blum, & Galbraith, 2007), aunque
estas dos vertientes no son disjuntas si involucran una
diferencia en el énfasis que se pone en el desarrollo de
actividades en el aula. Al hablar de actividades en el aula,
necesariamente tenemos que hacer referencia a la triada
profesor-alumno-tarea, donde indiscutiblemente el
profesor de matematicas tiene un gran peso, cumpliendo
el rol de modelador y participando en la confeccion y/o
seleccion de las tareas, es por esta razon que la atencién
se dirige hacia las habilidades que el profesor domina.
Nuestra investigacion da cuenta, de algunas estrategias
que los matematicos encargados de la formacion de
profesores y profesores de matematicas en formacion
continua activan al modelizar una situacion.

Diversas investigaciones han buscado identificar las
estrategias de modelizacion que se ponen en juego cuando
modeladores expertos y novatos se enfrentan a la
resolucion de un problema (Crouch & Haines, 2004;
Bransford, et. al., 2000), en ellas se reporta, entre otras
cosas, que los modeladores novatos generalmente no se
toman el tiempo suficiente para comprender la situacion
planteada. También se reportan las dificultades que tienen
los novatos al seleccionar la informacién relevante y
utilizarla en la construccion de un modelo matematico
adecuado. Los obstaculos en la construccion e
interpretacion de modelos matematicos se relacionan con
las dificultades en el acceso a conceptos y procedimientos
matematicos apropiados para determinar la solucién. Se
ha observado, en el proceso de modelizacién de los
novatos que tienden a usar estrategias lineales mas que
estrategias ciclicas y, que la validacién de los modelos
obtenidos no constituye un elemento relevante para ellos,
como consecuencia encuentran dificultades al reconocer
el tipo de modelo asociado a determinada situacion y no
logran relacionar los resultados del modelo matematico
con la situacion que le da lugar. Por otro lado, los
modeladores expertos logran tener acceso a los
conocimientos necesarios de forma mas eficiente.

' Entendiendo por realidad aquellas situaciones que se
presentan en un contexto no matematico y que puedan
llegar a ser reales en la imaginacion de los estudiantes.
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Algunos autores mencionan que es posible que sean
necesarios muchos afios de practica para llegar a ser un
experto. Estas investigaciones no dan cuenta de los
procesos y estrategias que novatos y expertos evidencian
al modelizar una situacion, lo que justifica el desarrollo de
investigaciones que nos permitan comprender aquellos
aspectos implicados en la construccion de un modelo que
ambos grupos (expertos y novatos) movilizan y los
elementos que favorecen el trénsito por el ciclo de
modelizacién de una manera eficiente. En el contexto del
empleo de la modelizacion como medio de aprendizaje de
las matematicas cabe preguntarse si los profesores
transmiten a sus estudiantes las estrategias que utilizan
para modelar una situacion, en el sentido que algunas de
las etapas que constituyen una trayectoria de
modelizacion suceden de manera interna (en la mente)
como se vera mas adelante.

En nuestra investigacion consideramos, por una parte,
matematicos experimentados quienes realizan actividades
de investigacion en matematica pura, ademas de dar clase
a profesores en formacion, y que no necesariamente estan
involucrados en actividades de modelizacion (entendido
como el estudio de fendbmenos reales). Por otra parte
consideramos, profesores de mateméticas que se
desempefian desde nivel basico hasta universitario,
quienes durante sus estudios universitarios contaron con
una formacién robusta en mateméaticas y que
generalmente cuentan con poca experiencia en el
desarrollo de tareas de modelizacion en el aula
Enfatizamos que no pretendemos de ninguna manera
realizar una comparacion en cuanto a la competencia de
modelizacion entre los profesores de matematicas y los
matematicos, mas bien trataremos de identificar aquellas
herramientas y representaciones que utilizan como
estrategias de modelizacién ambos grupos, atendiendo a
la idea de que este conjunto de conocimientos puede
servir de guia para identificar aquellos aspectos que seria
conveniente desarrollar en profesores en formacion y en
los estudiantes.

Centramos la atencidn en la forma en que los resolutores
trasladan un problema hipotético a un contexto
matematico, esto es, observamos y analizamos las
estrategias que se hacen presentes en la matematizacion
horizontal. La comprensién de los procesos desarrollados
por los dos grupos de observacién adquiere relevancia
debido a que es en ésta etapa cuando deben tomarse
decisiones sobre la identificacion de los aspectos mas
importantes de la situacién, la organizacion de la
informacién con base en sus relaciones para construir el
modelo matematico y los procesos matematicos que seran
utilizados para llegar a la solucién.

Las dificultades que se presentan en la modelizacion estan
en parte relacionadas con los procesos de abstraccion y la
descontextualizacion de la situacion que dio lugar al
problema, asi como a la poca experiencia de los
resolutores novatos, por esta razon es necesario investigar
en profundidad los aspectos que permiten que los
modeladores novatos se conviertan en expertos (Haines &
Crouch, 2007). En el contexto educativo, una manera de
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enfrentar esta problematica es conociendo cuéales son las
estrategias que utilizan los matematicos e intentar
desarrollar en los estudiantes este tipo de herramientas y
habilidades, mas ain si muchos matematicos participan
ampliamente en la formacion de los profesores de
matematicas. Es claro que el conocimiento gestado en la
interaccion entre estos dos grupos es el que finalmente
serd transmitido a los estudiantes, es por eso que las
preguntas que dirigen nuestra investigacion son: ;Qué
estrategias son puestas en juego al modelizar una
situacion? ¢Existen diferencias entre las estrategias de los
matematicos y los profesores de matematicas?

Con el objetivo de dar respuesta a nuestras preguntas de
investigacién, presentamos los resultados de analizar las
rutas de modelizacion  (Borromeo-Ferri,  2007)
desarrolladas por dos grupos de observacion, tomando en
consideracion las estrategias y herramientas matematicas
a las que recurren. Tiene sentido mencionar que el estudio
de la modelizacidn desde el punto de vista cognitivo es
una rama de la investigacion en la cual no se ha
profundizado lo suficiente, asi pretendemos contribuir a
los resultados que se han reportado mostrando algunas
caracteristicas de los matematicos y profesores de
matemdticas cuando modelan una situacion en un
contexto hipotético.

2. MARCO CONCEPTUAL

Los principales retos que se presentan al modelizar una
situacion, no estan precisamente relacionados con los
procesos matematicos, sino con la transicion de la
realidad al mundo de las matematicas y, en sentido
contrario, habiendo obtenido el modelo de la situacién y
su solucién, con la reinterpretacion en términos de la
realidad. Mientras que para un experto la reinterpretacion
puede resultar trivial, no es asi para los novatos (Crouch
& Haines, 2004). En relacién con el transito de la realidad
al modelo matemético, Borromeo-Ferri (2006) ha
identificado algunas etapas involucradas en un proceso de
modelizacion, profundizando principalmente en el analisis
de los procesos cognitivos. En este nivel distingue las
fases: (RS) Situacion Real, (MRS) Representacién Mental
de la Situacién, (RM) Modelo Real y (MM) Modelo
Matematico (figura 1).

y RM
/ \
- .

M/ MM
RS mRs

Figura 1. Procesos cognitivos

La autora profundiza en el estudio de las interacciones
gue suceden entre las fases sefialadas anteriormente, que
en la figura 2 se ubican en el lado derecho (Reality). Los
distintos ciclos de modelizacidon identifican generalmente
los aspectos procedimentales que suceden entre el mundo
real y el mundo matematico (Blum, 1993; Blomhgj &
Jensen, 2003). Borromeo-Ferri hace énfasis en los
aspectos cognitivos dentro del ciclo de modelizacion, en
su trabajo del 2006 reconstruye empiricamente las fases
del proceso y presenta una descripcion detallada del
transito entre estas fases:
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La Situacion Real (RS), representa la situacion dada en el
problema, puede ser una imagen o un texto. Al transitar
de la RS a la Representacion Mental de la Situacién
(MRS) el individuo comprende mas o menos el problema,
reconstruye mentalmente la situacién, aun cuando no lo
comprenda completamente puede comenzar a trabajar en
él.

La Representacion Mental de la Situacion (MRS) en cada
individuo puede ser diferente, dependiendo de su estilo de
pensamiento?, por ejemplo, puede ser visual en relacién
con la experiencia; o la atencién puede centrarse en datos
numéricos y relaciones dadas en el problema, depende de
las asociaciones que el individuo elija mientras
comprende la tarea. La autora sefiala dos aspectos que
hacen la diferencia entre la Situacion Real (RS) y la
Representacion Mental de la Situacion (MRS): 1)
simplificaciones inconscientes de la tarea y 2) la eleccién
individual del como abordar el problema. En el paso de la
MRS al Modelo real (RM), tienen lugar simplificaciones
e idealizaciones més conscientes en el individuo, debido a
que en la fase de MRS el individuo ya ha tomado
decisiones que influyen en el filtrado de la informacidn, el
proceso de transicién puede requerir de conocimiento
extra-matematico dependiendo del tipo de tarea.

La fase de Modelo Real (RM) esta fuertemente
relacionada con la fase de MRS, debido a que el RM es
practicamente construido a nivel interno y las
representaciones externas representan al Modelo Real
dependiente de las declaraciones que el individuo hace al
externalizar el modelo. Al transitar del RM al Modelo
Matematico (MM), se hace presente un progreso
individual de matematizacion, donde podria ser necesario
también recurrir a conocimiento extra-matematico.

La fase de Modelo Mateméatico (MM) consiste de
representaciones externas, expresiones matematicas o
dibujos. Las expresiones del individuo estdin mas
relacionadas con hechos matemaéticos y en menor grado
con la realidad. Esta fase completa el proceso de
transicion hacia las matematicas. Con esta fase se
concluye el proceso de matematizacion horizontal.

Las transiciones que suceden alrededor de estas fases
resultan determinantes puesto que las externalizaciones
que el individuo expresa por medio de imagenes, lenguaje
matematico y afirmaciones son representaciones de las
actividades mentales que suceden en él, dependientes

? Estilo de pensamiento matematico es definido como: “el
camino a través del cual un individuo prefiere presentar,
entender y pensar, hechos matematicos y establecer
conexiones entre determinadas imaginaciones internas
ylo las representaciones externalizadas (Borromeo-Ferri,
2012, pg. Abcde+3)”. En individuos con una edad entre
15 y 16 afios se han identificado tres estilos de
pensamiento diferentes: Pensamiento visual, analitico e
integrado.
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también de la experiencia y conocimientos previos del
resolutor (La figura 1 muestra el proceso descrito).

En el transito del MM a los resultados matematicos
(etiquetado 4 en la figura 2), se ponen en juego las
competencias matematicas del individuo, tales como
recursos matematicos y estrategias para analizar, explorar
el modelo y obtener resultados o conclusiones. La fase de
resultados matematicos constituye la escritura de los
resultados obtenidos del modelo. El transito de los
Resultados Matematicos a los Resultados Reales
(etiquetado 5) se da mediante la reinterpretacion de la
solucién en términos del problema planteado. Borromeo-

Extra-mathamatical knowledge
(EMK)

Extra-mathamaticit
knowledge (EM

ental representation of

v/ 1
l-}_’»r o=
real situation
&

rosurs D\_/

Reality

\ mathematical |
real model () : " >

Ferri (2006), sefiala que los individuos frecuentemente
realizan esta transicién de manera inconsciente.

En la fase de Resultados reales, se discute su
correspondencia con la situacién. Al validar los
resultados, el individuo busca relaciones entre sus
resultados y la MRS, dependiendo esto de la forma de
validacion que elija: Validacion intuitiva o validacion
basada en el conocimiento.

La siguiente imagen (fig. 2) muestra la sucesion entre las
fases que se han descrito.

Understanding the task

Simpldyng' Structuning the

sk, usngmesd of (EMK)
sapands on the task

1 k] Mathematong, EMK is
reeded het strongly

4 Warking mathamahcally,
usng individual mathemabcal
athematical compatancies
results
Inlecpreting
Mathematics Valkdasng

Figura 2. Ciclo de modelizacion con una perspectiva cognitiva
(Borromeo-Ferri, 2006)

Los elementos anteriormente descritos juegan un papel
fundamental en la constitucion de nuestro marco
conceptual, en tanto que matematicos y profesores de
matematicas no transitan por la misma ruta de
modelizacién, ya que ésta serd determinada por su
experiencia, conocimientos en el tema y estilo de
pensamiento. Cuando hablamos de conocimientos en el
tema, no nos referimos Unicamente al conocimiento
matematico, sino a la capacidad de ver el problema y sus
relaciones matematicas como un conjunto de elementos
interrelacionados, puesto que la manera en que los
individuos enfrentan la solucion de un problema no esta
Gnicamente  determinada por sus conocimientos
matematicos (Bransford, et. al., 2000).

Conocer los aspectos cognitivos y procedimentales que se
ponen en juego en los procesos de modelizacién, nos
brindara herramientas para conjeturar sobre la evolucion
de las habilidades matematicas y de razonamiento de
acuerdo a la experiencia de los individuos, tal como la
capacidad para identificar aquellos elementos relevantes
de la informacién, sus propiedades y las relaciones que
permiten organizar la informacion en una estructura que
conduce al planteamiento de un modelo matematico para
representar una realidad. Ademas, nos ofrecera
informacion sobre las habilidades reflexivas de los
participantes con relacion a las reglas de comportamiento
y limitaciones de un modelo, lo cual supone también la
capacidad de contrastar y validar dicho modelo en
términos del contexto que le dio lugar. Nos interesamos
en documentar los procesos matematicos que tienen lugar
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cuando nuestros dos grupos de observacion abordan la
modelizacién de una situacion hipotética.

3. METODOLOGIA

Se trata de una investigacién de corte cualitativo,
descriptivo e interpretativo, en el sentido que nuestro
objetivo se dirige al analisis de las caracteristicas de la
actividad matematica de los participantes cuando
modelizan una situacion (Miles & Huberman, 1994). El
andlisis de la informacion se apoya en la observacion del
trabajo individual de los participantes y en sus
argumentaciones mientras resolvian la tarea propuesta.
Nuestros datos principales consisten de observaciones,
entrevistas y material escrito.

Debido a que los procesos cognitivos generalmente no
son expresados, pusimos especial atencién en evidenciar
los procesos mentales de los participantes, mediante el
analisis de las rutas individuales de modelizacion:

“Una ruta de modelizacion describe un proceso
individual a nivel interno o externo... Para ser mas
preciso desde el punto de vista cognitivo, uno debe
hablar de las rutas de modelacién visibles, ya que
solo se puede hacer referencia a expresiones
verbales o representaciones externas para la
reconstruccion del punto de partida y la trayectoria
de una ruta de modelacion” (Citado en Borromeo-
Ferri 2010, pp. 112)
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Participantes

Participaron en nuestra investigacion tres matematicos:
Roger, Hugo y Evan, quienes se dedicaban a la docencia e
investigacion, los consideramos como “‘expertos”, aunque
su campo de investigacion no estd necesariamente
relacionado con la modelizacion. También participaron 20
estudiantes de magister en didactica de las matematicas,
quienes durante su formacion académica a nivel
universitario habian cursado asignaturas relacionadas con
la mateméatica formal y al momento de la investigacion
eran profesores de matematicas en servicio.

Los matematicos resolvieron la tarea de manera
individual, se les pidi6 que expresaran verbalmente lo que
pensaban y se les entrevistd respecto a procedimientos
gue no quedaban claros. Los profesores resolvieron la
tarea, también de manera individual y expresaron su
razonamiento y procesos de solucion ante el resto de sus
compafieros. Se video-grabd a los participantes mientras
resolvian la tarea y durante la entrevista, al final de la
resolucién de la tarea se recogi6 el material escrito y se
analizé de acuerdo a los bloques que se muestran en la
seccion 4.

La tarea

Se eligi6 una tarea con un contexto, relativamente
conocido para los participantes. La cual podia ser resuelta
Unicamente de forma gréfica o haciendo uso de
conocimientos de geometria plana y/o geometria analitica.
Esta tarea fue presentada originalmente en Vasiliev &
Gutenmajer (1980). Para efectos de la investigacion se
adapto ligeramente la redaccién del problema quedando
de la siguiente manera;

Considere la siguiente situacion:

Una escalera se encuentra apoyada en un muro, sobre
la escalera, en medio de ella hay un gato sentado. La
escalera comienza a deslizar sobre el suelo, sin
despegarse del muro.

¢Cual es la trayectoria que describe el gato? Justifique
su respuesta.

¢Cudl seria la trayectoria si el gato no estad en medio
de la escalera? Justifique su respuesta.

Nota: en ambos casos suponga que el gato no se baja
de la escalera.

El proceso de solucion de este problema ya ha sido
estudiado con el uso de herramientas digitales, mostrando
algunas dificultades relacionadas con la visualizacion del
lugar geométrico (Planchart, 2009), y més recientemente
se han hecho algunas propuestas para abordarlo de
manera efectiva con el uso de software de geometria
dindmica (Santos-Trigo, 2012). Sin embargo, nuestra
investigacién no se enfoca en la observacion de las
dificultades, tampoco constituye una propuesta de
ensefianza, mas bien el interés se dirige hacia la
observacion de las estrategias de modelacion vy
argumentos desarrollados por matematicos y profesores
de matematicas.
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4. DISCUSION Y'ANALISIS DE LA
INFORMACION

El analisis de la informacién se organiz6 en 4 bloques: 1)
Comprensién del problema - primeras ideas e
impresiones, 2) Busqueda de estrategias para abordar el
problema, 3) Construccion del modelo y 4) Obtencion de
resultados y conclusiones. La estructura de andlisis de
informacion es consistente con las fases del ciclo de
modelizacion presentado en los fundamentos conceptuales
de este trabajo, en el sentido que, el primer bloque agrupa
el transito de RS a RM de la figura 1. El bloque dos,
profundiza en las externalizaciones que realizan los
individuos derivadas del transito de la MRS al RM. El
tercer blogue considera el proceso de matematizacion
etiquetado con 3 en la figura 2. Y el cuarto bloque,
incluye las transiciones 4,5y 6.

La informacién obtenida del proceso de modelizacion de
los participantes se organizé y analizé de acuerdo a los
blogues sefialados debido a que dificilmente se puede
visualizar el transito entre las fases que aparecen del lado
derecho en la figura 2, ya que éstas suceden de manera
interna y s6lo podemos establecer conjeturas sobre ellas
de acuerdo a lo que los individuos expresan.

Para analizar simultaneamente el trabajo de los
participantes, en cada blogue describimos primero el
trabajo de los matematicos y posteriormente algunos
fragmentos del trabajo de los profesores, por cuestion de
espacio seleccionamos los trabajos que nos parecieron
mas representativos.

4.1 Comprension del problema -primeras
ideas e impresiones

Identificamos de inicio que se trata de una tarea que
condiciona el proceso de solucién al uso de esquemas
pictdricos, en algunos casos para explicarse la situacion y
en otros casos Unicamente para representar el problema
como es el caso de los matematicos. Se observo que los
matematicos de manera casi inmediata trasladaron el
problema a una representacion matematica (Fig. 3.ay 3.b)
y posteriormente se enfocaron en la busqueda del
formalismo matematico en el proceso de solucion.
Mientras que la mayoria de los profesores comenzaron
con el anélisis del contexto del problema mediante el
bosquejo de diferentes graficos que les pudieran sugerir
alguna idea de la dindmica de la situacién vy
permanecieron en esta etapa durante un tiempo
considerable. Esto no significa que los matematicos no
hayan realizado dibujos para comprender la situacion,
solo que el proceso fue mucho mas rapido para dar paso al
andlisis de la situacion y bisqueda de herramientas mas
formales que les permitieran demostrar sus conjeturas.
Describimos a continuacién estos aspectos.

La forma de abordar el problema de Roger y Hugo
evidencio, en primera instancia, el traslado de la situacién
a una representacion matematica, como se muestra en las
figuras 3.ay 3.h.
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Figura 3.a. Roger traslada la
situacion a una representacion
matematica

Roger después de leer el problema dibuj6 el esquema de
la figura 3.a y etiquetd los puntos sefialados en la figura,
no expresd argumentos sobre el lugar geométrico. En el
caso de Hugo, se observé que mientras realizaba la
construccion mostrada en la figura 3.b, estaba
reconstruyendo mentalmente el lugar geométrico del
punto medio de la escalera (asi lo expresé al momento de
bosquejar la situacidn), a diferencia de Roger quien
primero trasladé el problema a una situacion geométrica y
después analiz6 las propiedades. Al entrevistar a Hugo
sobre sus primeras ideas del comportamiento de la
situacion esto es lo que expreso:

Inv- en este caso. ¢En qué pensaste (fig. 3.b)?
Hugo-creo que la primera vez he pensado que iba a
ser un segmento, pero después he visto que todos
estos son iguales [segmentos OM y OC], porque
son la mitad de esto [segmento AB],

Inv- ¢ Por qué?

Hugo-Porque es un teorema, este se llama mediana
[segmento OM], la mediana es la mitad de la
hipotenusa.

Por otro lado, Evan, realiz6 un dibujo de la situacion (fig.
3.c), después de manera similar a Roger, trasladd el
problema a un planteamiento geométrico (fig. 4) vy
conjeturd que el movimiento del gato describiria una
trayectoria en linea recta. Adelante se muestra un
segmento de la transcripcion.

d

Figura 4. Representacion geométrica de Evan
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A d Hugo- el gato estd en la mitad, entonces esto es el
circulo. Ahora si el gato no estd en la mitad. ... Puede
ser una elipse probablemente.

Figura 3.h. Representacién del problema
hecha por Hugo

6

Figura 3.c. Representacion
pictérica de Evan

Evan - Esto es un triangulo rectangulo, entonces, llego
al punto medio [a], y... ese dngulo [angulo en b]
respecto a esto ¢hay una propiedad que me diga algo?
Evan -;Qué es lo que me gustaria?, me gustaria que la
trayectoria fuera una linea recta [segmento cd].
Entonces para probar que es una linea recta, como yo
creo que es, ¢Qué es lo que tiene que pasar?, tiene que
pasar que...

Inv- ¢tu hipotesis es que el gato se va mover en una
linea recta?

Evan -si, o también tendria que hacer un curvita asi.

[Dibuja en el aire una curva concaval

Por otra parte, el trabajo de los profesores reveld que
todos se apoyaron en el uso de esquemas para estudiar el
movimiento del gato y posterior a ello introdujeron
elementos matematicos (fig. 5.a). Se encontraron también
algunas dificultades en la representacion de la situacion,
por ejemplo en la figura 5.b, donde al no respetar la
longitud del segmento y la posicién del punto medio
confundieron la posicion de dicho punto con las
intersecciones de los segmentos de linea. En la figura 5.c
al no considerar el movimiento del segmento cuando se
aproxima a la vertical, determinaron que el
desplazamiento del punto seria en linea recta vertical
como se muestra. No entraremos en el estudio de estas
dificultades, otros investigadores ya lo han hecho. Aunque
cabe sefialar que la representacion del movimiento de la
escalera mediante segmentos constituye una unidad de
visualizacion que llama mucho la atencion, lo que
provoca que los individuos cambien de tarea, de
representar la trayectoria del gato a representar el
movimiento de la escalera.
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Figura5.a

Figura 5.b

Figura 5.c

Representaciones de los profesores

Comentarios. Las transcripciones dan evidencia de la
simplificacion e idealizacién que realizan los profesores,
por ejemplo, sefialan que el gato se considera como un
punto, que no tiene peso, que no hay friccion entre la
escalera y el piso, etc., aspectos que nos muestran el
transito entre la Representacion Mental de la Situacion
(MRS) y el Modelo Real (RM), donde destacan las
simplificaciones que el individuo realiza conscientemente.
Mientras que los matematicos no ofrecen explicaciones
sobre las caracteristicas del fendmeno o sobre aquellos
elementos que son idealizados al construir el modelo
correspondiente, es decir, s6lo nos permiten observar el
transito entre las fases del Modelo Real (RM) y el Modelo
Matemético (MM).

Al parecer los profesores establecen mayores conexiones
con la realidad y los matematicos se desvinculan mas
rapidamente de ella. En términos de los estilos de
pensamiento descritos por Borromeo-Ferri (2010; 2012),
podriamos adelantar que Roger y Hugo poseen un estilo
de pensamiento analitico, Evan un pensamiento integrado
y los profesores evidencian un pensamiento mas visual,
sin embargo no tenemos elementos para caracterizar los
estilos de pensamiento en adultos.

4.2 Busqueda de estrategias para abordar el
problema
4.3
Es dificil identificar el momento exacto en que los
participantes comienzan a buscar estrategias de solucion,
ya que éstas en muchos casos pueden ser operaciones
mentales que no es posible observar hasta que el

individuo las externalice de forma verbal o escrita. Para
Hugo un primer paso representar matematicamente la idea
que tenia sobre la trayectoria que describia el movimiento
del punto medio, asi lo demostr6 cuando trazd los
segmentos OM y OC, y posteriormente cuando etiqueto
algunos puntos (ver figura 3.b). En el caso de Roger quien
inicio representando el problema en forma geométrica y
asignando una etiqueta a los puntos, la entrevista nos
ayudé a obtener informacion sobre su estrategia para
encontrar el modelo algebraico (ver figura 3.a):

Inv- ¢En qué pensaste primero?

Roger- La primera hip6tesis que hice.

Roger - En ver si la distancia de este punto [d] a
algn punto de los que dibujé [puntos ¢ y e] se
mantenia constante, por ejemplo, ver si eso era
constante [segmento cd], pero no tenia cara de ser
asi, luego o sea bueno sospechaba, tuve la impresion
de que era asi, pero no me era muy claro, después
traté de completar esta figura asi, ver si la simetria
me ayudaba.

Evan, bosquejo la figura mostrada en 6.a y comenzé a
estudiar la congruencia entre triangulos, al no encontrar
elementos que le sirvieran intent6 analizar el problema de
manera diferente (Fig. 6.b), asi representé el tridngulo
rectdngulo que forma la escalera, el muro y el suelo, e
identifico los angulos, de manera que la figura 6.c le
servira para resolver el problema, este cambio de
estrategia lo expresa como sigue: “el gato siempre esta en
la mitad, entonces ahora estoy fijando la escalera y estoy
viendo como se mueve el angulo”

// e \ ;“" ) \
V7L e /4NN
- ——-‘+{ —_— ——!l; )
Figura 6.a Figura6.b Figura 6.c

Evan pasa de estudiar la congruencia de triangulos a la representacion de la situacién mediante el
teorema de Tales

Tal como se puede observar, los argumentos de los
matematicos estdn basados en el andlisis de la
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representacion matematica del problema obtenida en el
blogue anterior. Los profesores en este bloque no se
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habian desprendido completamente de las
representaciones pictéricas de la situacion, en muchos
casos sus estrategias mostraron que constantemente
recurrian a los trazos que realizaron para comprender la
situacion, por ejemplo las figuras 5.a, 5.b y 5.c.

Por otro lado, después que los profesores analizaron el
problema e intuyeron la trayectoria del punto medio,

\\,.!:". | ABCD es un rectangulo
P

l
| N
) |

manifestaron diferentes estrategias para resolver la
situacion. Con respecto a la figura 5.a un profesor escribié
“se quiere demostrar que la distancia de A a M es
siempre la misma, o sea, es un radio”, con esas ideas
construyo el esquema mostrado en la figura 7 e identifico
algunas relaciones:

M es el punto medio de CB

AC y D8 son diagonales y se dividian

Figura 7. Estrategia mostrada por un profesor, centrada en propiedades geométricas

Otro profesor decidi6 abordar el problema situandolo en
un sistema de coordenadas (Fig. 8), donde llaméd k a la
longitud del segmento AB y P al punto medio, con estos
datos recurri6 al calculo de la distancia con herramientas
de geometria analitica y propuso una relacion entre las

distancias AP = PB = k/2, las cuales representd y operd
como se muestra en la figura, pero ésta estrategia de
solucion le llevé a introducir nuevas variables (X; y y1), no
not6 que para el caso en que P es el punto medio, las
distancias dadas por (X-x;) y (y-y1) son igualesa xyy,
respectivamente.

Figura 8. Estrategia mostrada por un profesor, apoyada en la geometria analitica

Una profesora también situd el problema en el plano
cartesiano, pero a diferencia del caso anterior recurrié a la
geometria plana observando la congruencia entre los
triangulos, como se muestra en la figura 9.

Figura 9. Proceso de solucién considerando la
congruencia

Comentarios. En el blogue anterior los profesores
invirtieron mucho tiempo en el estudio del movimiento de
la situacidn, razén por la que en este bloque ya conocian
la trayectoria, aun asi volvian constantemente a los trazos
realizados para verificar la forma de la curva en cuestién.
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Se enfocaron en buscar diferentes estrategias para
determinar el modelo algebraico, la mayoria de ellas se
dirigio al planteamiento del problema en un sistema de
coordenadas. Muchas de sus estrategias no les ayudaron a
construir el modelo algebraico (como el caso mostrado en
la figura 8) y tuvieron que redefinir su camino de
solucion. En cuanto a los matematicos, observamos que
dos ellos (Roger y Hugo) pareciera que reconstruyeron el
lugar geométrico conforme leian el problema, mientras
que Evan en el intento de visualizar el lugar geométrico
que describe el movimiento del punto reconstruye el
teorema de Tales.

4.4 Construccion del modelo.

La busqueda de estrategias y la construccion del modelo
estan sumamente relacionadas, en el sentido que el
individuo al elegir una estrategia de solucién y no hallar
un modelo que considere pertinente, tiende a proponer
una nueva estrategia generandose asi un proceso ciclico
entre la comprension del problema, la bdsqueda de
estrategias de solucién y la construccién del modelo, este
transito es mas facil de observar en los profesores, no asi
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en los matematicos quienes procedieron directamente con
la representacion matematica del problema.

En seguida se muestra cémo Roger después de identificar
las caracteristicas geométricas del problema, ubico la

Figura 10.a

situacion en un sistema de referencia, localizando las
coordenadas del punto P y recurriendo a herramientas de
geometria plana como el teorema de Tales para obtener la
solucion.

Figura 10.b

Roger ubica el problema en un sistema de coordenadas

El siguiente extracto de la conversacion confirma el

empleo de herramientas geométricas para obtener la

expresion algebraica:
Roger- Como esto se va moviendo, el lado a 'y el lado b,
finalmente no vi ninglin método geométrico visual,
entonces dije bueno, escribo las ecuaciones y ya esta.
Inv- Y para escribir las ecuaciones, ¢qué estas usando?
Roger - Teorema de Pitagoras, o sea digo, cuando el
gato esta en medio, si este lado vale a y este vale b,
entonces este punto [punto p] tendrd coordenadas... la
coordenada x va ser b/2 y la coordenada y va ser a/2...
Roger - ...entonces esta ecuacion en términos de X e
Yy me queda asf [fig. 10. b], que es la ecuacién de una

circunferencia.

Inv- ;Y el otro caso?

Roger - Bueno es lo mismo, y te va dar la ecuacion de
una elipse.

Hugo determind el lugar geométrico de las dos
situaciones, primero el caso en que el gato se encuentra en
medio de la escalera y después el caso en que se encuentra
en otra posicion de la escalera, asi cuando construyé el
modelo algebraico ya contaba con una idea del lugar
geométrico que deberia obtener, resolviendo primero el
segundo caso y después el primero. Su procedimiento
también mostr6 estar relacionado con argumentos
geométricos, ademas del empleo de estrategias
matematicas mas formales. Por ejemplo, la siguiente
transcripcion refiere a la obtencion del modelo algebraico
de la elipse (fig.11) ubicando la situacion en un sistema de
coordenadas

Hugo — ... si el gato no estda en la mitad. Cudl es la
trayectoria? ... Puede ser una elipse probablemente, pero
cdémo se puede demostrar sin calculos? Sin calculos es
dificil de demostrar, con célculo es facil porque las
coordenadas son tX y g1 t)y. t entre 0 y

I...a*+b’ =1 entonces es una elipse con los ejes
(1_ t)l y tl . En este caso es la elipse. Cuando | es %,

es una circunferencia.
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Figura 11. Hugo determina el modelo
algebraico

La figura 12 junto a la transcripcion ilustra la
demostracién algebraica en el caso del punto medio,
haciendo uso de las propiedades geométricas del triangulo
(teorema de la mediana relativa a la hipotenusa).
Hugo - bueno para escribir la solucion aca... OAB tiene
el angulo de 90 grados. AM=MB=0OM, OM=AB/2,
entonces M esta en el circulo de radio C, entre 0y AB/2.
{x>=0, y>=0}
Inv- ¢Podrias describir tu proceso para resolver el
problema?
Hugo - buscar algo comin para todos los puntos, una
caracteristica comln para todos los puntos, para
diferentes posibilidades.
Hugo - después he pensado en algunas cosas que se
conocen en el triangulo cuando un punto esta a la
mitad, hay diferentes teoremas, por ejemplo ese
teorema... También he pensado si alguno se aplica aca
y he visto que ese se aplica.

A OAR % O =%0°

AR .= M\ €& C(O‘ é‘::e-':}
<)
Figura 12. Operaciones realizadas con referencia
alafigura3.b

{XZO{{.:: h ¢ IO\
g
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Evan recurrié también a la geometria del problema.
Tomando como apoyo la figura mostrada en 6.c construy6
la figura 13.a y determiné los angulos que se muestran, al
ver que esto no le ofrecia ningln resultado cambid de
estrategia, construyendo diferentes representaciones de la

Figura 13.a

Figura 13.b

situacion (figuras 13.b y 13.c), hasta que logro visualizar
el lugar geométrico del punto medio: “Este de aca es
igual a este... ahora me dio que es una circunferencia,
una semicircunferencia, no... que raro (se refiere a los
segmentos etiquetados con r en la figura 13.b).”

Figura 13.c

Esquemas utilizados por Evan para determinar el lugar geométrico

Al abordar la segunda pregunta, Evan bosquejo el dibujo
de la figura 14, sefialando en los ejes lo que él llamé
movimiento al limite, es decir, cuando la escalera esta
posicionada de forma vertical y cuando esta en el suelo en
forma horizontal. Lo expresé de la siguiente manera: ...
estos son los movimientos al limite. Si el gato esta aqui,
vamos a ver el punto medio, parte aqui y baja, parte aqui
y esto empieza a crecer. Pero eso es lo que saco, me dan
puras circunferencias, ;jsi esta bien?”, en este fragmento
de la transcripcion Evan hace referencia al punto
mostrado en el eje horizontal y en una primera
aproximacion al estudio del caso en que el punto no esta
en medio de la escalera menciona que su movimiento
podria describir circunferencias.

Figura 14. Conjetura de Evan

Al no encontrar argumentos que le permitieran verificar
su respuesta tratd de emplear el método usado para el caso
del punto medio, suponiendo que en lugar de una
semicircunferencia tendria una elipse manteniendo un
angulo recto sobre la elipse (Fig. 15). Aunque en este
momento Evan ya tenia una idea del lugar geométrico que
describiria el movimiento del punto en cuestion, el
método de solucién empleado le impidi6 obtener la
ecuacion correspondiente.

REIEC Volumen 10 Nro. 1 Mes Julio
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Figura 15. Evan intenta resolver el caso
en que el punto no es el punto medio

El proceso de construccion del modelo desarrollado por
los profesores se caracteriza por la amplia presencia de
procedimientos algebraicos, basados en la congruencia de
triangulos y el calculo de distancias. En algunos casos, la
argumentacion expresada al obtener el lugar geométrico
carece de precision. Un ejemplo es el de un profesor quien
concluyd que se trataba del lugar geométrico de una
circunferencia con centro en el origen, pero al justificar
sus resultados se expresa de manera confusa al referirse a
la distancia que permanece constante (segmento AM en la
figura 7): “al cambiar la escalera de posicion, las
diagonales siempre se dividian, por lo tanto, el gato
situado en medio de la escalera sigue la trayectoria de %
de circunferencia”.

Para el caso en que el gato se encuentra en una posicion
distinta, este profesor inicialmente sefialé que la
trayectoria del punto describiria un comportamiento
similar al mostrado en la figura 5.b. Pero al construir el
modelo algebraico, determind la ecuacion de la elipse con
2 2
centro en el origen 1 = x_+y_ (identificando también
a’> b?
gue cuando a=b se trata de una circunferencia), no logré
establecer relaciones entre los resultados derivados de su
procedimiento algebraico y la idea que tenia sobre la
trayectoria. Este ejemplo ilustra como el razonamiento de
algunos profesores se desarroll6 de manera aislada, por un
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lado estudiaron el comportamiento de la situacién con la
construccién de un modelo grafico y, por el otro lado,
construyeron el modelo algebraico. Al final no lograron
establecer conexiones entre estos modelos.

Comentarios. En el caso de los profesores, al inicio se
puso en juego la identificacion de las propiedades
cualitativas de la situacion, hecho influenciado por la
percepcion del movimiento, posteriormente la mayoria
recurrid al uso de herramientas geométricas y la ubicacion
del problema en un sistema de coordenadas, buscando
obtener las expresiones algebraicas que tradicionalmente
son asociadas a un lugar geométrico (ecuacién canonica
de la elipse y circunferencia). En el caso de Roger y
Hugo, el inicio de la solucion del problema mostrd estar
asociado a la representacion mental del lugar geométrico
construida en la comprension de la situacion.
Posteriormente movilizaron sus recursos matematicos
para la construccion del modelo matematico, entre ellos
sus conocimientos sobre geometria plana y geometria
analitica, mostrando preferencia por el uso de conceptos
asociados a la geometria plana y como ultimo recurso
herramientas de geometria analitica. Llama la atencidn el
caso de Evan, ya que los caminos que desarrolla estan
plasmados de una amplia gama de representaciones, en
algunos momentos representaciones dinamicas, por
ejemplo, la figura 14 que corresponde a las trayectorias de
los puntos medios para segmentos con diferente longitud.
Podemos identificar dos momentos en la construccion del
modelo matematico: uno relacionado con la identificacion
visual del lugar geométrico, y el otro momento, que se
presenta posterior a la visualizacion, relacionado con la
construccion del modelo algebraico. Ambos momentos se
manifiestan en el transito de la Representacion de la
Situacion (RS) al Modelo Matemético (MM).

4.5 Obtencidn de resultados y conclusiones.

La visualizacién del lugar geométrico. Todos los
participantes identificaron la trayectoria del objeto en
cuestion. Observamos algunas particularidades entre
nuestros participantes, por ejemplo, Roger aunque
conocia el lugar geométrico esperado no hizo referencia a
él, sino hasta que trasladd la situacion a una
representacion geométrica, Hugo lo hizo durante la
construccién del modelo geométrico, Evan conjeturé que
la trayectoria era una linea recta, y los profesores sélo
fueron conscientes de que se trataba del lugar geométrico
de una circunferencia y una elipse después de que
dibujaron la situacion para diferentes casos, similar a la
figura 5.a.

Como se mostro6 anteriormente, Evan al visualizar el lugar
geométrico de una semi-circunferencia (diferente a la
hipotesis que habia propuesto inicialmente), traté de
explicar la situacion de diferentes maneras. A
continuacion se muestra un fragmento de la transcripcion
de sus argumentos (continua de las figuras 13.a, 13.b y
13.c)
Evan - aqui, es una semicircunferencia, ¢no? Pero, ¢es
o0 no es?, ... es que es muy raro, no puede ser.
Inv- ¢donde lo observas? [Refiriéndose a la figura
13.c]
REIEC Volumen 10 Nro. 1 Mes Julio
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Evan - Que ese lado es igual a ese. ... este lado estd
fijo [etiquetado (a)], es el tamafio medio y este esté fijo
[etiquetado (b)], entonces en el fondo son dos palitas
que se abren del mismo tamafio. Entonces te da una
semicircunferencia o un cuarto de circunferencia, no
Sé, pero es muy raro eso. ¢Es una semicircunferencia,
0 no?

Evan - Lo que digo es lo siguiente... voy a mirar la
escalera asi, aqui esta el punto medio, entonces esto
mide r, es como si fuera el radio de una
circunferencia. Entonces ayuda a fijar cuanto mide
este de aqui, que mide r, y si yo fijo r aqui, me interesa
saber como se mueve este punto respecto de este, si?,
bueno pero en realidad no depende del triangulo que
yo dibujé, esto siempre pasa, asi que si estoy a radio r,
el punto medio se tiene que mover dentro de los puntos
de radio r, es una semicircunferencia. Est4 dentro de
una semicircunferencia y lo peor que puede pasar es
que la escalera este parada y este aqui a distancia r y
que la escalera este acostada y entonces esta a
distancia r.

Las expresiones de Evan reflejan un conflicto entre la
imagen mental que tenia del comportamiento de la
situacion y los resultados obtenidos, incluso podriamos
decir que la imagen inicial es persistente y por ello la
insistencia de Evan al explicar su solucién de maneras
diferentes.

La solucién como modelo algebraico. Roger asumid que
en el caso diferente al punto medio, obtendria el lugar
geométrico de una elipse, pero no realizd operaciones
para comprobarlo. Al preguntar a Hugo respecto a la
comprobacion de sus resultados, recurri6 a sus
conocimientos sobre las propiedades de la elipse y la
circunferencia, mas que a comprobaciones algebraicas.
Aqui se muestra un fragmento de la entrevista, discusién
desarrollada alrededor de la figura 11.

Inv- y ¢ estas seguro de tu respuesta?

Hugo - si

Inv- si no fuera asi, pensarias en la validacion?
Hugo - probablemente si, pero estoy seguro! Vale,
esa es una validacion pero es otro método que da
también el caso %, es exactamente lo mismo.

Inv- A que te refieres?

Hugo - cuando este t=1/2 eso significa que el punto
estd a la mitad, entonces el calculo dice que los
puntos tienen esa forma, entonces va a ser el
circulo.

Hugo - En la segunda he intentado hacer algo
similar, he pensado que deberia ser una elipse
porque es la generalizacion natural y he intentado
usar caracterizaciones de la elipse. Sabia que iba a
funcionar si lo hacia con geometria analitica,
calcular coordenadas y eso, pero he intentado
también hacerlo geométricamente como acéa, pero
no seé si es facil o no! He pensado un poco, he visto
que no es facil y entonces he hecho los calculos y he
visto que es la férmula de una elipse.

En relacion con los profesores, todos ellos obtuvieron una
idea de la trayectoria del punto después de probar para
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diferentes posiciones de la escalera, posterior a ello se
enfocaron en la obtencion del modelo algebraico, ninguno
de ellos consider6 la validacion del modelo obtenido.

5. CONCLUSIONES

Tal como se observd en las primeras fases, matematicos y
profesores recurrieron al trazo de esquemas como una
estrategia para abordar la resolucion del problema. Estos
esquemas fueron utilizados por los participantes de
manera diferente, los matematicos como una manera de
relacionar sus conocimientos matematicos con el
fenébmeno en estudio. Antes de proceder con la prueba
analitica, visualizaron casi inmediatamente la trayectoria
del desplazamiento, razén por la que su trabajo, después
de haber comprendido la situacion se centré en la
realizacion de célculos y blsqueda de herramientas mas
formales para justificar sus conjeturas (Roger y Hugo).
Los profesores utilizaron sus esquemas como un medio
para comprender la situacion que les era planteada,
necesitaron realizar varios esquemas para imaginar la
trayectoria que se les habia pedido localizar, posterior a
esto destaca la extensa variedad de célculos realizados
para determinar el modelo algebraico. En otras palabras,
mientras que Hugo y Roger apoyados en las propiedades
de lugar geométrico lo reconstruyeron mentalmente, los
profesores no fueron capaces de imaginarlo sin el apoyo
de la representacion pictérica de la situacion, para ellos la
idea de lugar geométrico estaba constituida también por la
escritura de la expresion analitica del mismo. El trabajo
de los profesores, en el primer bloque, se caracteriz6 por
el trazo de esquemas similares a los mostrados en las
figuras 5.b y 5.c, aproximadamente el 50% de ellos
construyeron esquemas que les conducian al trazo de
curvas que no les permitieron visualizar el desplazamiento
real, dificultades similares a las que reporta Planchard
(2009). Este hecho ofrece evidencia de algunas
diferencias en la representacion mental de la situacion
(MRS) y el modelo real (RM) que cada individuo
construye, las cuales como en el caso de algunos de
nuestros participantes pueden ser equivocadas y mediadas
en gran medida por la intuicion que tienen sobre el
comportamiento de la situacién. Tall (1994) investigd las
imagenes mentales que matematicos y estudiantes de
matematicas construyen e identifico tres aspectos
importantes que estan implicados en la comprensién del
conocimiento en las matematicas: representar la
informacion visualmente, usar simbolos para representar
la informacién y cuando un proceso es demasiado largo
utilizar la préactica, en la modelizacion estos elementos se
ponen en accion durante todo el proceso. Afadimos a lo
anterior que en el caso de tareas que implican una
visualizacién geométrica-dinamica las imagenes mentales
pueden volverse persistentes, como lo muestra el caso de
Evan.

El hecho que matematicos y profesores evidencien
diferentes maneras de abordar el proceso de modelacién
puede ser asociado a su experiencia y al dominio de los
conocimientos matematicos involucrados. Mientras que
dos de los matematicos pudieron integrar propiedades
matematicas y caracteristicas del problema en una primera
REIEC Volumen 10 Nro. 1 Mes Julio
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aproximacion a la construccion del modelo, el resto de los
participantes tuvo la necesidad de recurrir al uso de
variados esquemas para comprender la situacion y
después proceder a construir el modelo algebraico. Estos
aspectos constituyen un eslabon que determina el transito
de los participantes por el ciclo de modelizacién de
manera eficiente.

En relacion con los profesores, destaca el uso de
procedimientos que les son conocidos (herramientas de
geometria analitica y geometria plana), mas que un
intento por comprender las relaciones entre las variables,
esto les impidio al inicio identificar la trayectoria como un
cuarto de circunferencia. Crouch & Haines (2004),
seflalan que este tipo de dificultades también son
provocadas por el contexto escolar en el sentido que la
ensefianza se dirige hacia el desarrollo de una mayor
capacidad de abstraccidn, generalmente en ambientes
descontextualizados, por lo que no se favorece el
desarrollo de habilidades para establecer relaciones entre
los conocimientos adquiridos y situaciones de tipo extra-
matematico.

De los esquemas pictoricos que realizaron los profesores
podemos inferir que, parte de las dificultades que se
presentan al interpretar la situacién, estan relacionadas
con un cambio en la tarea, es decir, pasan de localizar la
trayectoria del punto a localizar la trayectoria descrita por
el movimiento de la escalera, situacién que puede ser
generada debido a que la unidad de visualizacion que
representa la posicion del segmento sobresale por encima
de la representacion del movimiento del punto, lo que
genera una asociacion con un modelo geométrico
equivocado, esto hace una diferencia con los matematicos
esencialmente por su capacidad de abstraccion.

Al validar los resultados se identificaron maneras distintas
de proceder, para Hugo y Roger la validacion se
encuentra asociada al conocimiento previo del lugar
geométrico y en menor grado con la verificacion del
procedimiento matematico. Para Evan, la validacion se
apoya en la comprension de la dindmica de la situacion y
la confrontacion de los resultados con la idea previa que
tenia sobre el comportamiento. Y para los profesores la
validacion se apoya en la asociacion del modelo
algebraico con su representacion grafica, ademas de la
revision de las operaciones algebraicas realizadas.

En relacién con la tarea propuesta, los resultados de esta
investigacién sugieren que su disefio determina la forma
de proceder en la resolucién, donde el camino de solucién
puede estar influenciado por la experiencia y las
herramientas matematicas de quien resuelve, mas que por
una preferencia en la eleccion de un registro de
representacion.

Finalmente, sefialamos que las fases de modelizacion
dificilmente se pueden pesquisar en los matematicos, en
particular aquellas involucradas entre el transito de la
situacion real al modelo matemético debido a que éstas
suceden de manera interna y muy rapidamente (proceso
de abstraccion), de forma que al responder a los
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cuestionamientos del investigador el individuo puede
estar en una fase superior. En este sentido, el dialogo
establecido entre la representacion del problema y el
matematico sucede de manera interna, y las
representaciones utilizadas constituyen una herramienta
para expresar las ideas. Los profesores manifestaron la
necesidad de trabajo con un par asi sus representaciones
fueron utilizadas como medio de comunicacion y
expresion, y fue posible observar algunos indicios del
transito entre las fases mencionadas. Al no hallar
congruencia entre las representaciones, el trabajo en pares
entre los profesores favorecid la fase de matematizacion
debido al dialogo establecido entre los individuos a partir
de una representacion del problema.

En el contexto pedagdgico, creemos que es necesario
concientizar a los docentes sobre la capacidad de
abstraccion (caracterizada por el transito contiguo entre
las fases RS y MM) que poseen algunos individuos a
manera de que logren hacer esfuerzo racional por
transmitir a sus estudiantes el proceso interno de
pensamiento desarrollado al modelizar una situacion. Con
estas ideas nos hemos planteado como futuro trabajo la
investigacién en el proceso de ensefianza sobre las
interacciones que se establecen entre las fases RS-MM en
los docentes y la manera en que los profesores logran
trasmitirlas a sus estudiantes.
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