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Resumen

En este articulo se describen las dificultades que muestran los alumnos de tercer afio de la
Licenciatura de Matematicas de una universidad colombiana en torno al concepto de funcién valor
absoluto cuando se enfrentan a una tarea sobre la integral definida. Con el objetivo de estudiar el
desarrollo del esquema del concepto de integral definida en el marco de la teoria APOE se disefid
un cuestionario en el que se incluye una actividad sobre la funcion valor absoluto. Los datos del
cuestionario se completaron con una entrevista y un mapa conceptual que permitieron identificar
los elementos matematicos, las relaciones l6gicas que se establecen entre ellos y el uso que hacen
los alumnos de los sistemas de representacion gréfico, algebraico y analitico. Los resultados
permitieron encontrar que muchos estudiantes tienen dificultades con la funcién valor absoluto para
el desarrollo del esquema de Integral Definida.

Palabras clave: Funcidn valor absoluto, integral definida, elementos matematicos, descomposicion genética.

The absolute value function and the development of the scheme of definite
integral

Abstract

In this article the difficulties third year Colombian university Mathematics students show about the
concept of Definite Integral when they solve a task about the absolute value function concept are
described.. With the aim of studying the development of the scheme of the concept of Definite
Integral in the frame of APQOS theory a questionnaire was designed that included a task about the
absolute value function. The data were completed with an interview and a conceptual map in order
to identify the mathematical elements, the logical relations that were established between these
elements and the graphical, algebraic and analytical systems of representation that pupils use to
solve the tasks. The results allowed discovering the difficulties students have with the absolute
value function in the development of the scheme of Definite Integral.

Key words: Absolute value function, Definite Integral defined, mathematical elements, genetic
decomposition.

La fonction une valeur absolue et le développement du schéma

Résumé

Dans cet article on décrit les difficultés que montrent les éléves de la troisieme année de la
Licenciatura de Mathématiques d'une université colombienne autour du concept de fonction une
valeur absolue quand ils font front a une tache sur l'intégrale définie. Avec I'objectif d'étudier le
développement du schéma du concept d'intégrale définie dans le cadre de la théorie APOE on a
dessiné un questionnaire dans lequel une valeur absolue inclut une activité sur la fonction. Les
données du questionnaire ont complété avec une interview et une carte conceptuelle que les
éléments mathématiques ont permis d'identifier, les relations logiques qui s'établissent entre ils et
I'usage que font les éléves des systémes graphiques, algébriques et analytiques de représentation.
Les résultats ont permis de trouver que beaucoup de sujets ont des difficultés avec la fonction une
valeur absolue pour le développement du schéma d'Intégrale Définie.
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Mots clefs: la Fonction une valeur absolue, une intégrale définie, des éléments mathématiques, une

décomposition génétique.

INTRODUCCION

Este reporte de investigacion también ha sido motivo de
estudio por otros investigadores (Mundy, 1984 Ordaz,2007;
Guzman, 1998; Cerizola, Pérez & Martinez, 2000, Colin &
Lazaro, 2009; Gagatsis & Thomaidis, 1994, Tsamir,
Rasslan & Dreyfus, 2006; Wilhelmi, Godino & Lacasta,
2007) quienes han sefialado las dificultades que tienen los
alumnos en relacion con el aprendizaje y la comprensién del
concepto de integral definida que, en muchos casos, tiene su
origen en que no poseen los conceptos previos necesarios.
Si ademas a los alumnos se les plantean tareas en las que
interviene la funcion valor absoluto se combinan esas
dificultades con las de la propia funcion que han de manejar.
En una investigacion realizada por Mundy (1984) el 95% de
los estudiantes no fueron capaces de calcular correctamente

3
IaL‘X-I-Z‘dX. En este caso se demostr6 que los

estudiantes no son capaces de establecer una relacién entre
la representacion algebraica formal y la visualizacion
grafica de la funcién. Por ello algunos investigadores
(Ordaz, 2007) han elaborado secuencias didacticas en la que
se combinan los registros graficos y analiticos.

En otras investigaciones (Cerizola, Pérez & Martinez, 2000)
se ha comprobado que las dificultades tienen que ver no
solo con la traduccion de la representacion algebraica de la
funcién valor absoluto a un registro grafico, sino también
con el concepto mismo de funcién, con la nocion de valor
absoluto y con el dominio y rango de una funcién (Guzman,
1998). En general, se ha evidenciado que en la ensefianza se
privilegia el desarrollo del pensamiento algoritmico y el
registro algebraico dejando de lado el grafico (Cerizola,
Pérez & Martinez, 2000). Este tratamiento algebraico de la
funcion también conduce a ciertas dificultades. La
definicién que aparece en los libros de texto de esta funcion
induce a los alumnos a asumir que el signo menos implica
que se esta tratando con un nimero negativo. Y, en el aula,
se considera habitualmente que “el valor absoluto de un
nitmero es el numero sin signo” (Colin & Léazaro, 2009) lo
gue induce obstaculos epistemoldgicos (Gagatsis &
Thomaidis, 1994), porque el significado que se atribuye a la
funcion es de tipo numérico. En este caso, esto induce a
asociar la funcién valor absoluto con una funcion lineal.

En general, cuando la funcién valor absoluto ha de
manejarse en consonancia con otros conceptos matematicos
0 aplicarla en diferentes contextos, muchas de estas
dificultades salen también a la luz. Asi, por ejemplo, cuando
los alumnos resuelven una ecuaciéon con valor absoluto
consideran que siempre tiene que tener solucion positiva; si
estas ecuaciones tienen mas de una solucion, se asimilan a
las ecuaciones cuadraticas; ademas, se muestran
incongruencias entre los registros semioticos de
representacion (Cerizola, Pérez & Martinez, 2000). Incluso,
aunque los alumnos son capaces de dar una definicién
correcta de la derivada de una funcion en un punto
consideran que la funcién valor absoluto no es derivable en
ningun punto (Tsamir, Rasslan & Dreyfus, (2006).
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Para Wilhelmi, Godino & Lacasta (2007) las dificultades en
torno a este concepto son tanto de tipo sociol6gico como
pedagégico por lo que es necesario integrar el significado
atribuido a esta nociéon en diferentes contextos de uso
caracterizando previamente su complejidad ontoldgica y
semidtica.

En esta investigacion se trata de responder a la pregunta
¢Cudles son las dificultades que muestran los alumnos en
torno al concepto de funcion valor absoluto cuando se
enfrentan a una tarea sobre la integral definida?

2. MARCO TEORICO

Para tratar de contestar a la pregunta anterior se va a
analizar las respuestas que un grupo de alumnos dio a una
pregunta sobre la integral definida de una funcién valor
absoluto. ElI marco tedrico en el que se ha enmarcado la
investigacion es el de la teoria APOE (Dubinsky, 1991 y
Asiala.; Brown; DeVries; Dubinsky; Mathews; y Thomas,
(1996). Desde la perspectiva tedrica de esta investigacion se
considera que los sujetos realizan ciertas construcciones
mentales: acciones, procesos, objetos y esquemas para
comprender los conceptos matematicos. La progresion en
estas construcciones mentales estd ligada a ciertos
mecanismos mentales como: interiorizacion, coordinacion,
inversion, encapsulacion, desencapsulacién, y tematizacion
(Dubinsky, 1991). El refuerzo de la teoria APOE con los
tres niveles de desarrollo del esquema (triada) propuestos
por Piaget & Garcia (1982), ha contribuido a la
comprension 'y explicacion del concepto de esquema
(Dubinsky & MacDonalds, 2001). DeVries (2001)
denomina estos niveles de desarrollo de un esquema como:
intra, inter y trans.

En este estudio, al igual que Sanchez—Matamoros (2004),
para caracterizar dichos subniveles se analizan los
elementos matematicos del concepto de integral definida y
las relaciones logicas que establecen entre ellos los alumnos
cuando resuelven tareas sobre este concepto. Se considera
que los elementos matematicos son “el producto de una
disociacion o de una segregacion en el interior de una
totalidad previa” (Piaget, 1963, p. 8) y las relaciones légicas
(conjuncion logica, condicional directa y contrario de la
condicional) como la coordinacion de procedimientos que se
establecen entre los elementos matematicos cuando se
resuelve un problema.

3. METODOLOGIA

Esta investigacion forma parte de un estudio més
amplio en el que se trata de caracterizar el desarrollo
del esquema de la Integral Definida de alumnos de
tercer afio de la Licenciatura de Matematicas de una
universidad colombiana que ya han estudiado la
funcion valor absoluto pero que se enfrentan por
primera vez con el concepto de Integral Definida.
Primeramente, mediante un estudio de libros de texto
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gue incluian el concepto de Integral Definida se
determinaron los siguientes elementos matematicos
qgue configuran este concepto matematico (Aldana,
2011):

el area como aproximacién (ACA), cuando se
considera el célculo aproximado de un &rea bajo una
curva por medio de areas de rectangulos inscritos y
circunscritos a dicha curva, asi como la consideracion
de particiones del intervalo y el célculo de las
correspondientes sumas de las areas de los rectangulos
inscritos y circunscritos o las sumas inferiores y
superiores de Riemann;

el &rea como limite de una suma (ALS), considerando
el area como el limite de las sumas inferiores y
superiores de Riemann;

la Integral Definida (LID), teniendo en cuenta su
interpretacién geométrica como el area de una region
cuando la funcion es positiva asi como la
integrabilidad de una funcion y las consideraciones
acerca de las funciones positivas y negativas.

las propiedades de las integrales (PID), como la unién
de intervalos, la linealidad, la conservacion de
desigualdades, la comparacion de una funcién con
ciertas cantidades, la integracion de la funcion
constante, la simetria 0 no segin sea la funcion par y
la integracion de funciones especiales;

y los teoremas fundamentales y del valor medio
(TFV), que incluye esos dos teoremas.

También se tuvieron en cuenta los sistemas de
representacién grafico (G), algebraico (A) y analitico
(AN) ligados a dichos elementos matematicos
(Aldana, 2011). Esto permitié establecer una
descomposicién genética previa del concepto para
analizar las producciones de los alumnos (Aldana,
2011).

Posteriormente, se disefid un precuestionario que fue
aplicado de forma experimental y que se envi6 a
expertos en Didactica del Analisis con el fin de
validarlo. A partir del informe de los expertos y de las
respuestas dadas por los alumnos se elabor6 el
cuestionario definitivo que constaba de ocho tareas.
Este cuestionario fue contestado por once alumnos de
la Licenciatura de Matematicas identificados por los
codigos Al hasta Al11.

En el andlisis de las respuestas dadas por los alumnos
se identificaron los elementos matematicos que ponian
en juego y se establecid el guion de una entrevista
semiestructurada (Ginsburg; Kossan; Schwartz; vy
Swanson, 1983) individualizada para cada alumno que
permitiera profundizar y establecer de forma detallada
el nivel de desarrollo del esquema de Integral Definida
de cada alumno. Dichas entrevistas fueron
audiograbadas. Finalmente, para completar la
informacién y con el objetivo de la triangulacion de
los instrumentos utilizados, los alumnos realizaron un
mapa conceptual sobre el concepto de Integral
Definida.
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El analisis de los datos se realizo utilizando
conjuntamente los resultados recogidos mediante los
tres instrumentos mencionados anteriormente: el
cuestionario, la entrevista y el mapa conceptual. Para
ello se caracterizaron las relaciones légicas que un
sujeto puede establecer entre los diferentes elementos
matematicos mencionados anteriormente 'y la
coordinacion que realizan entre los diferentes sistemas
de representacion: gréfico (G), algebraico (A) y
analitico (AN) al resolver las distintas tareas (Aldana,
2011).

En este articulo, nuestro principal objetivo es describir
como las dificultades que presentan los alumnos
universitarios con la funcion valor absoluto influyen
en su comprension del concepto de integral definida.
La tarea que tuvieron que resolver los alumnos, y que
estaba incluida en el cuestionario, es la siguiente:

Calcular el area limitada por la grafica de la
funcion f (X):|2X —1| , enel intervalo

[0, 2] y el eje X Justificar la respuesta.

Para este estudio se han seleccionado las respuestas
dadas a esta tarea por seis estudiantes teniendo en
cuenta el manejo del concepto de funcién valor
absoluto. La seleccion se ha hecho para mostrar
diferentes formas de solucion de la tarea de estos
alumnos. En el andlisis se han organizado las
respuestas dadas por ellos comenzando por los que
presentaron mayores dificultades y/o errores hasta
llegar a quienes muestran una solucién correcta de la
tarea.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado se muestra como los alumnos resolvieron
esta tarea que involucra el concepto previo de la funcién
valor absoluto. Para ello, se presentan las evidencias de los
alumnos agrupadas progresivamente de acuerdo con sus
soluciones: aquellos que no son capaces de representar la
funcion y no resuelven correctamente la tarea; los que
hacen una representacion gréfica incorrecta y los calculos
que presentan también son erréneos; los que realizan una
representacion grafica correcta pero calculos incorrectos y
quienes muestran una representacion grafica y unos
célculos correctos. Esta forma creciente de presentar el
desarrollo del esquema de comprension del concepto esta
ligada al analisis realizado desde el marco tedérico APOE
aplicado en esta investigacion.

En el primer grupo, se describe la respuesta de un alumno
que no realiza la gréafica de la funcion y ademéas no
resuelve correctamente la tarea:
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Figura 1: A5 Resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

Este alumno, por un lado, no tiene en cuenta que la funcion
gue esta integrando es la funcion valor absoluto y prescinde
de dicho valor absoluto. Por otra parte, la primitiva asociada
a esa funcion no es correcta, solo ha calculado la primitiva
de una parte de la funcion; no ha tenido en cuenta parte de la
expresion algebraica de la funciéon. Los errores estan
asociados tanto a su desconocimiento de la funcién valor
absoluto como al calculo de la primitiva. Ademés, como no
ha representado graficamente la funcién, no tiene otros
recursos para calcular el area que se le pide. En la entrevista
no es capaz de justificar los calculos que hace:

I: ¢ Considera que esa funcidn esta bien integrada?

A5: Pues no se profe, en este momento no sé, pues yo la hice
asi pero...

Asocia la Integral Definida de manera memoristica con el
area, sin darse cuenta que existen formas més sencillas para
calcular &reas cuando no se conoce la primitiva de una
funcion o cuando el é&rea corresponde a una forma
geométrica de la que se tiene una férmula algebraica para
calcularla.

Este alumno pone en evidencia que no tiene los
conocimientos previos necesarios para resolver la tarea,
muestra un desconocimiento total de la funcién valor
absoluto, de su definicién y representacién grafica y por
tanto calcula de forma incorrecta la primitiva y no logra
hacer una traduccién de la representacion algebraica de la
funcion valor absoluto a un registro grafico (Guzméan,
1998).

En el segundo grupo, se presenta en primer lugar la solucion
de una alumna que hace una representacion gréfica
incorrecta y un procedimiento también incorrecto para
resolver la tarea. En el caso de la alumna representa la
funcidn de la siguiente manera:

Figura 2: A4, representacion G de la tarea 4 del cuestionario

Esta alumna no se da cuenta que se trata de la funcion valor
absoluto y representa de forma incorrecta la grafica de la
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funcion formando un sélo triangulo bajo la gréfica de la
funciéon. A continuacion utiliza dos procedimientos de
resolucion de la tarea en el sistema de representacion A:

Figura 3: A4, resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

En el primero utiliza los elementos matematicos LID y
TFV de forma A, pero de forma incorrecta, porque calcula
la integral como si el integrando fuera una funcion lineal y
determina mal la primitiva puesto que solo tiene en cuenta
parte de la expresion algebraica de la funcién.

a.5

75 ( > — !2;(—\‘)(3;\%” S?— 'l?X—\\‘Sj*'
8] o5

A= LDk 3

) Z
Ar = 3 38
Z

Figura 4: A4, resolucion A de la tarea 4 durante la entrevista

Durante la entrevista utiliza para resolver la tarea un
procedimiento A incorrecto. Plantea el célculo como una
suma de integrales usando el elemento matematico PID, en
concreto la propiedad de las funciones positivas y negativas.
Trata de calcular nuevamente el area de manera A pero no
lo consigue. Divide el intervalo en dos subintervalos
correspondiente a la parte positiva y la negativa de la
funcidn, plantea incorrectamente la funcién del integrando,
le antepone un menos a la primera integral puesto que esta
calculando un &rea y considera la funcién negativa en el
intervalo [0,0.5] y luego le suma la funcién valor absoluto
en el intervalo [0.5, 2]. Para tratar de explicar esa suma de
integrales recurre a la representacion grafica de la funcién:
A4: ....primero grafiqué la funcion.

I: ¢ Qué figura se formo bajo la recta?

A4: 2 triangulos.

I: ¢Qué le piden hallar?

A4: El area limitada por la grdfica de la funcion...

Por el planteamiento que hace pone en evidencia que
presenta un conflicto entre la definicién del valor absoluto y
la propiedad que debe aplicar para calcular el area:

I: ¢Qué integrales esta planteando?

A4 Si es 0,5 es que no sé, entonces lo voy a tomar como si
fuera 0,5

I: ¢ De qué funcién?

A4: La que esta por encima seria el eje X, menos la que
esta por debajo que seria 2X —1 menos acé, antes de la
integral, porque esta por debajo del eje X,

Esta alumna a diferencia del alumno anterior, hace una
representacion grafica aunque incorrecta y un procedimiento
también incorrecto para resolver la tarea, y trata de
establecer mas relaciones entre los elementos matematicos,
no es capaz de coordinar la representacion grafica con la
definicion del valor absoluto de la funcion. Al ser la
representacion gréafica incorrecta, esto no le permite
visualizar adecuadamente el area que va a calcular de forma
geométrica, y cémo no tiene construido el concepto de
funcion valor absoluto, no es capaz de determinar cuéales son
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las funciones del integrando correspondiente cuando se
recurre al elemento matematico PID.

Por su parte, en segundo lugar se presenta la solucion de un
alumno que también pertenece al grupo de aquellos que
hacen una representacion grafica incorrecta y un
procedimiento incorrecto, s6lo que utiliza mas argumentos y
trata de relacionar algunos elementos matematicos para
resolver la tarea, porque intenta recordar la funcion valor
absoluto de X para poder aplicar sus conocimientos a la
funcion que aparece en la pregunta.

Figura 5: A9, representacion A la tarea 4 en el cuestionario

Notese que el alumno tiene dificultad para definir el valor
absoluto de la funcién y aunque despeja el valor para x, no
logra asociar la funcién dada con la representacion gréafica
adecuada para poder calcular el area de forma geométrica o
algebraica utilizando el elemento matematico PID.

Durante la entrevista representa graficamente la funcion
siendo su razonamiento el siguiente:

I: ¢ DOnde cortaria esta recta el eje X?

A9: La cortaria en 0,5. Seria una recta...pero tengo un
problema, porque me piden el area desde cero a dos, y cero
esta por fuera de la gréfica, seria desde 0,5 hasta 2 que
seria esto y me estan pidiendo es toda esta area.

Figura 6: A9, representacion G de la tarea 4 durante la
entrevista

Para calcular el corte con el eje x, despeja el valor de X en
la funcién, y traza la grafica como si se tratara de una
funcion lineal, sin tener en cuenta que tiene que representar
la funcion valor absoluto. Forma dos triangulos
determinados por la gréfica y el eje x, uno de forma correcta
entre la gréfica de la funcion y el eje X, y otro de forma
incorrecta bajo el eje X Para calcular el area pedida lo hace
de dos formas. En primer lugar utiliza el elemento ACA de

forma G que solo aplica a uno de los triangulos:
I: ¢ Qué figura tiene formada?
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A9: Tengo 2 tridngulos. Seria hallarle el area a estos 2
tridngulos que seria...base por altura sobre 2, seria — por

laalturaen y

En el segundo procedimiento aplica los elementos
matematicos LID y PID de forma A.
A9: ...Usando la integral. Seria la integral desde cero

1 1 - .
hasta E Porque, en E corta la gréfica el eje X, esta

area esta por debajo del eje X que daria negativa, tendria
que anteponerle un signo, para que el area de positiva.
I: ¢Cémo lo escribiria?

A9: Asi, 2X—1e dx mas la integral definida desde %

hasta 2 de la funcion f (X) que seria el valor absoluto de

2X —1dx.

I: ¢El resultado que le dio al hallar el area usando la
integral y el resultado del &rea a partir de los triangulos
seria la misma?

A9: En esos triangulos por ser una recta y el tridngulo
considero que seria la misma area.

e

I A
I 2 dj( .
'31‘21-“’* : 5 t g E?- 5
i B\Y e
' S'V \exildn ¥ h

0 1 L
2 ORI 'k
A%AO+1 M |

-7
)
-3) 04 b

Figura 7: A9, resolucion A de la tarea 4 durante la entrevista

A partir de la representacion grafica realizada, utiliza los
elementos matemaéticos LID, TFV y PID, en concreto la
propiedad de la unién de intervalos, de forma A, cuando
plantea una integral y la subdivide en dos integrales segun
que la funciéon sea positiva o negativa (o que no se
corresponde con esta tarea porque la funcién siempre es
positiva) luego aplica el TFV como si se tratara de una
funcion lineal; de hecho una de las primitivas (la segunda)
esta mal calculada. Finalmente al sustituir en los extremos
del intervalo se confunde en los célculos aritméticos.

A lo largo del desarrollo de la tarea, tanto en el cuestionario
como en la entrevista, los alumnos necesitan establecer una
conjuncién légica entre los elementos matematicos LID,
PID y TFV en los sistemas de representacion G y A, para
poder inferir el valor del &rea de la region en el intervalo
dado; pero se pone en evidencia que, aunque recuerdan los
elementos matematicos e intentan relacionarlos, no logran
resolver la tarea debido a la forma incorrecta en que han
representado graficamente la funcidn, el desconocimiento de
la funcion valor absoluto como un objeto matematico.

Generalmente la definicion que aparece en los libros de
texto de esta funcion induce a los alumnos a asumir que el
signo menos implica que se estd tratando con un ndmero
negativo. Y, en el aula de clase se considera habitualmente
que “el valor absoluto de un numero es el numero sin
signo” (Colin & Lazaro, 2009) lo que induce obstaculos
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epistemoldgicos (Gagatsis & Thomaidis, 1994), porque el
significado que se atribuye a la funcidn es de tipo numérico.
En este caso, esto induce a asociar la funcion valor absoluto
con una funcién lineal.

En el tercer grupo, en primer lugar se presenta la solucion
de un alumno que realiza una representacion gréafica
correcta pero el procedimiento algebraico ligado a la
tarea es incorrecto.

Inicialmente, este alumno, en el cuestionario, mostro
grandes dificultades para resolver la tarea. Durante la
entrevista recurre a un procedimiento A;

) X} -9 ¢ si wee
ax—\ 7 = 5
)< 2 . 3 1

Figura 8: A8, resolucion A de la tarea 4 durante la entrevista

Para ello recuerda la definicion de valor absoluto de X, y lo
aplica con algunos errores algebraicos a la funcién
planteada en la tarea. Resuelve dos desigualdades y obtiene

1 1
los valores: X > E Y X< E que le ayudan a representar

graficamente la funcién. El alumno coordina la
representacion A y la G de la funcion para llegar a la
siguiente representacion.

l.'.¥l —a L
i

Figura 9: A8, representacion G de la tarea 4 durante la
entrevista

Para resolver la tarea recurre al elemento matematico ACA
de forma G, una vez dibujada correctamente la grafica de la
funcion. Forma dos triangulos rectangulos correspondientes
al célculo del &rea que se pide en la tarea. Encuentra el
punto de corte con el eje X que corresponde a la solucién de
las desigualdades planteadas en el procedimiento algebraico,
pero no logra calcular el &rea de los triangulos que se han
formado bajo la gréfica de la funcion.

I: ¢ Puede explicarme como ha resuelto la tarea?

A8: ... no la resolvi, porque no recuerdo el manejo del valor
absoluto. Bueno, lo que recuerdo del valor absoluto es que
es X, si X esmayor oigual,y —X si X es menor que cero.
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Seria 2X, esto se dividiria por 2, seria X mayor o igual,
. . . . 1
seria 1y aqui X seria mayor o igual a E .

I: ¢ Podria decirme cdmo hallaria esta area?
A8: Esta area, pues la haria con base a dos integrales.
Porque, es que aqui en el valor absoluto veo una parte. Del

1 1 1
E manejandola desde el cero, seria de cero a E Entre E

y 2.

I: ¢El area que calcula con los triangulos seria la misma
gue cuando la calcula con la integral?

A8: Si, porque la integral es un método, que se puede
utilizar para hallar el area.

Este alumno ha utilizado los elementos ACA y LID de
forma G y A, pero no logra resolver la tarea. A nivel gréafico
logra representar la funcién, pero no es capaz de calcular el
area bajo el gréfico utilizando ACA vy, cuando intenta
utilizar LID, menciona que debe partir la integral en dos.
Ademas menciona el elemento PID, en concreto la
propiedad de la unién de intervalos que es uno de los
elementos necesarios en la resolucion de la tarea pero no lo
utiliza para dar respuesta a la pregunta planteada (Aldana,
2011). Asimismo, muestra dificultad en el manejo del
registro algebraico, y falta de coordinacién entre los
registros de representacion G y A (Duval, 1996).

En el cuarto grupo, en primer lugar se presenta un alumno
que realiza una representacion grafica y un calculo
algebraico correctos de la tarea. Por ejemplo, el alumno
A10 hace una representacion G de la funcion:

Cra - ca_thedic.

> X

Figura 10: A10, representacion G de la tarea 4 del cuestionario

Para realizar la grafica primero hace la representacién de la
funcion lineal y luego la del valor absoluto:

A10: Porque me estan pidiendo que halle esa area pero en
valor absoluto y entiendo que el valor absoluto de una
funcién, es su parte positiva y como encuentro que un area
esta en la parte negativa de la funcién del eje X .

A partir de la representacion G calcula el area de los

triangulos y muestra que es capaz de coordinar dos
representaciones G y A:
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Figura 11: A10, representacion A de la tarea 4 del cuestionario

Utiliza el elemento matematico ACA de forma A, cuando
aplica la formula del area del tridangulo. Para ello calcula las
areas de los triangulos A y B, las suma y obtiene
correctamente el area limitada por la funcion en el intervalo
indicado.

I: ¢Cémo calcula luego el area?

A10: Al transponer la figura sobre el eje X, encuentro que
se forman 2 tridngulos y uno esta seguido del otro y hallo el
area de un triangulo aplicando la férmula geométrica base
por altura. El primero me dio de altura 1y base 0,5 el area
es 0,5 por 1 dividido 2. El segundo una altura de 3, la base
es 1,5, luego base por altura dividido 2. Entonces el area
total que me estan pidiendo es 2,5.

No obstante, cuando trata de utilizar el elemento LID tiene
dificultades para hacerlo:

O)’jq Frp..'\ﬁ Lfer.-p

s -
Oj@x _2) X #I@AL) e
-

Figura 12: A10, resolucién A de la tarea 4 del cuestionario

Recurre a los elementos matematicos LID y PID de forma
A cuando plantea una suma de integrales pero lo hace de
forma incorrecta porque no tiene en cuenta que la funcién
que tiene que integrar es la funcién valor absoluto; expresa
correctamente los limites de integracion haciendo uso de la
propiedad de la union de intervalos pero no termina de
calcular el &rea utilizando estos elementos matematicos.
Durante la entrevista intenta nuevamente utilizar los
elementos LID y PID.

‘L 0.5
o -
OJ . ) | 2L s + | e tf 4

Qs

Figura 13: A10, resolucién A de la tarea 4 durante la entrevista

REIEC Volumen 11 N 1 Mes Julio 14
Recepcion:10/03/2016

Al0: ...como tengo la funcion y el intervalo donde estd
definida puedo aplicar la integral definida. La integral
definida, tiene una propiedad. La propiedad aditiva

I: ¢ Como seria esa integral?

A10: Tengo un corte que me dio 0,5, y 3 valores de X, el 0,
el 0,5y el 2 que se cuentan en ese intervalo, entonces aqui
esta definida la funcion también, luego tomo una integral de
0 a 0,5 de la funcion.

I: ¢Esta de acuerdo con el planteamiento de esas
integrales?

A10: Si, porque estoy hablando de un &rea que
geométricamente se puede hallar, porque se encuentra
formada por 2 figuras geométricas llamadas triangulos.

I: ¢Cémo calcularia esas integrales?

A10: Me remitiria aplicar un procedimiento, como la parte
positiva de esa funcion se encuentra sobre el eje X.

I: ¢Recuerda como integrar estas funciones?

A10: En este momento no recuerdo como se integra estas
funciones.

Este alumno pone de manifiesto que plica la propiedad de la
unién del intervalo pero presenta conflicto con el elemento
matematico TFV, porque no sabe cémo hallar la primitiva
de la funcion para poder aplicar la regla de Barrow
(Cerizola, Pérez & Martinez, 2000), y aunque logra resolver
la tarea de forma geométrica utilizando ACA, tiene
dificultad para aplicar PID y LID.

Asimismo, en segundo lugar este otro alumno realiza una
representacion grafica y un calculo algebraico correctos de
la tarea, para poder representar la funcion, analiza los
valores que toma segln que sea positiva 0 negativa la
funcion 2x-1, aunque en el planteamiento se confunde entre
las abscisas y las ordenadas y considera los casos en que X
sea positivo 0 negativo.

Figura 14: A7, representacion A de la tarea 4 durante el
cuestionario

Esto mismo lo expresa durante la entrevista. Esta
trasfiriendo directamente lo que recuerda del valor absoluto
de x, al valor absoluto de 2x-1.

A7: El valor absoluto de esa funcion, habria que

redefinirla, como la funcién va a valer 2X—1, si X es

mayor que O y va a valer — (ZX +1) , si X es menor o igual

ao.

Para representar gréficamente la funcion, tiene que dar
valores a x para obtener los de y.

I: ¢Podria decirme cémo ha eshozado el grafico de la
funcién?

A7: Teniendo la funcion, tabulé le di a X tres valores.
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Finalmente representa la grafica correctamente.

Figura 15: A7, representacion G de la tarea 4 del cuestionario

Una vez representada graficamente la funcién, calcula el
area limitada por la grafica y relaciona varios elementos
matematicos de forma A.

4' //z a3
T Ckk) Ik [ (ax-1) dx
0
S ST
2]+ [ s
0 A

e e 1 /\1/‘ =

A Gt

==l et p o)

t &

L ) N 1) /4\;14,_‘,:[9_
4 4 +¢ 4 4

Figura 16: A7, resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

Este alumno establece una conjuncion légica entre los
elementos matematicos ACA, LID, PID y TFV, de forma
A. En la columna de la derecha se puede ver como aplica el
elemento matematico ACA. A partir del grafico calcula el
area de los triangulos que conforman el area total, las suma
y obtiene el &rea que se le pide. Para ello ha necesitado
coordinar los registros grafico y algebraico. En la columna
de la izquierda utiliza los elementos matematicos LID, PID
y TRV, porque calcula el area a partir del planteamiento de
una integral, aplica la propiedad de la unién de intervalos
correctamente y utiliza la regla de Barrow para hallar las
primitivas y evaluarlas en los limites respectivos. Cuando se
le pregunt6 por la solucién mediante el calculo de las areas
de los triangulos lo explica de la siguiente forma:

I: ¢Cémo ha calculado el area, a partir de Ia
representacion gréafica?

A7: Calculando dos integrales, una de 0 a % de la

funcién, mas otra de % az.
CONCLUSIONES

En general, en el anélisis de la comprensién del concepto
de la integral definida mediante el desarrollo del esquema
del concepto, pone en evidencia las dificultades que tienen
los estudiantes para comprender y utilizar uno de los
elementos matematicos del concepto, como son las
propiedades de la integral definida (PID), cuando tienen
que resolver situaciones relacionadas con la funcién valor
absoluto. Un gran nimero de alumnos suelen recordar
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I: ¢Qué figuras bajo la grafica se formaron?
A7: 2 triangulos. Tenemos dos triangulos, vamos a

llamarlos &, y @, , el triangulo @, tiene de base % y de

altura 1.

I: ¢ De dénde obtiene la altura?
A7: Evaluando la funciéon en X =0 , obtengo un punto.

Porque el intervalo de integracion es [0,2], entonces

necesito saber de dénde a donde va la gréafica, y los puntos
apropiados para evaluar son cuando X vale 0 y cuando X

- . 3
vale 2. El segundo tridngulo tiene de base E y de altura 3,
, 9 , . .,
entonces el &rea es Z y el area del primer tridngulo es
1 . ] 19
Z (hace célculos). El &rea total seria Z+ Z , la suma de

. - 10
las &reas de los dos triangulos es Z .

Este alumno establece una conjuncién légica entre los
elementos matematicos ACA, LID, PID y TFV para inferir
el valor del area bajo la grafica de la funcion valor absoluto.
Ademas de describir los procedimientos utilizados en el
desarrollo de la tarea, el alumno compara los valores
obtenidos a partir del uso del elemento ACA vy del elemento
LID:

I: ¢Como son los valores obtenidos?

AT7: Son exactamente iguales

Este alumno muestra que establece una relacion logica entre
los elementos matematicos necesarios en la resolucion de la
tarea, coordina los sistemas de representacion G y A.

De manera global, en este reporte de caso encontramos que
los seis estudiantes muestran diferencias continuas y
progresivas en la comprension del desarrollo del esquema
del concepto de integral definida, por los razonamientos que
realizaron al establecer relaciones ldgicas entre los
elementos matematicos necesarios para resolver la tarea
planteada, y en particular por los argumentos que utilizaron
para justificar sus producciones, la coordinacion de registros
de representacion, y por los procedimientos que utilizaron
en las respuestas correspondientes a la tarea propuesta que
involucra el dominio de contenido sobre la funcién valor
absoluto.

algunos elementos matematicos con errores porque los
manejan incorrectamente. Por ejemplo, realizan célculos
incorrectos (con los signos que se obtienen al aplicar la
regla de Barrow), desconocen la funcion valor absoluto y
su definicidn, calculan incorrectamente la primitiva de la
funcién valor absoluto y tienen problemas con su
representacion grafica, tienen una falta de manejo tanto del
registro grafico como del algebraico y una falta de
coordinacion de estos dos registros de representacion.

pp. 8-17

Aceptacion: 24/06/2016



Hay que considerar que el desarrollo del esquema del
concepto de Integral Definida estd ligado al de otros
conceptos como, en este caso, el de la funcién valor
absoluto. Las dificultades mas notorias que presentan los
alumnos cuando tiene que utilizar la funcion valor absoluto
son: confunden la funcion valor absoluto con la funcion
lineal, falta de coordinacion entre la representacion grafica
y la algebraica, manejo inadecuado de las desigualdades
como conceptos previos dentro de la descomposicion
genética del concepto de la integral definida, como no
tienen un dominio de la definicion de la funcién valor
absoluto no pueden aplicar la propiedad aditiva de la
integral y por tanto tienen dificultad para determinar los
limites de integracion de la funcién que van a integrar, y
falta de domino de la propiedad aditiva de la integral
definida.

En la medida que los estudiantes demostraron mejores
desempefios en la resolucion de esta tarea que incluye el
dominio de contenido del concepto de la funcién valor
absoluto, también mostraron una mayor comprension en el
desarrollo del esquema del concepto de la integral definida,
y esto se pudo evidenciar por la forma global como ellos
resolvieron las diferentes tareas del cuestionario, la manera
cdémo justificaron los procedimientos realizados durante la
entrevista y la imagen que tienen del concepto (Tall y
Vinner, 1981) de integral definida que representaron
mediante la elaboracion del mapa conceptual. Este estudio
aporta a futuras investigaciones, porque se deriva de una
investigacion mas amplia que muestra una descomposicién
genética final que puede ser utilizada en el aula de clase y
advierte la necesidad de configurar la solidez del concepto
del valor absoluto como elemento fundante en la
construccién y uso del concepto de la integral definida de
Riemann.

Los resultados hallados indican que en el aprendizaje de las
matematicas existen diversos problemas para su
comprension, posiblemente por la falta de un aprendizaje
consciente y duradero en los conceptos previos estudiados,
0 porque en muchos casos hay privilegio de aspectos
procedimentales de tipo algoritmico que dejan de lado la
construccién real del concepto, en otros casos, el
aprendizaje que adquiere el estudiante es producto de la
instruccion previa recibida. Esto sucede, por ejemplo,
cuando los estudiantes tienen que resolver una tarea en el
campo del Célculo integral que involucra la definicion del
concepto de valor absoluto. Asimismo, existen otros
elementos matematicos asociados al concepto de integral
definida y que en muchos casos constituyen una dificultad
para los estudiantes cuando van a resolver una tarea que
tenga que ver con el concepto de limite, la integral definida
en el calculo areas bajo curvas cuando la funcién pasa de
positiva a negativa, o es continua a trozos.

Una posible hipotesis, es que una descomposicion genética
previa de un concepto ayuda a generar una buena
instruccion en la clase y por ende garantiza un mejor
aprendizaje del concepto. Paralelo a esto, surgen varios
interrogantes al respecto y que pueden ser motivo de otras
investigaciones ¢Qué acciones son necesarias para que los
conceptos matematicos que circulan en el entorno y son
Ilevados a las aulas de clase tengan sentido y significado?
¢Cémo lograr que los estudiantes no olviden “los temas”
con el paso del tiempo, o que s6lo “aprendan” para
responder a una prueba estandarizada? ;Como lograr
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dentro de las diferencias individuales, que todos los
estudiantes en niveles diferentes de progreso como lo
muestra este articulo, alcancen el dominio de los conceptos
que involucran la comprension matematica como, por
ejemplo, el valor absoluto u otros conceptos que
configuran otras entidades matematicas?

REFERENCIAS

Aldana, E. (2011). Comprensidn del concepto de integral
definida en el marco de la teoria “APOE”. Tesis
Doctoral. Universidad de Salamanca, Espafia.

Asiala, M.; Brown, A.; DeVries, D.J.; Dubinsky, E.;
Mathews, D; & Thomas, K. (1996). A framework
for research and development in undergraduate
mathematics education. Research in Collegiate
Mathematics Education, 2, 1 — 32.

Cerizola, N., Pérez, N., & Martinez, R. (2000). Una nocién
matematica basica y aparentemente simple: el
valor absoluto de un nimero real. Actas de la XIII
Reunién  Latinoamericana de  Matematica
Educativa. Editor CLAME.

Colin, M. P., & Lé&zaro, L. (2009). El valor absoluto en el
nivel bésico. Su uso en el contexto aritmético. X
Congreso Nacional de Investigacion Educativa.

DeVries, D. J. (2001). RUMEC / APOS Theory Glossary.
Georgia  Collage &  State  University.
Milledgeville.
http://lwww.cs.gsu.edu/~rumec/Papers/glossary.ht
ml. [Disponible el 18 de agosto de 2008]

Dubinsky, E. (1991). Reflective Abstraction In Advanced
Mathematical Thinking, En D. Tall (ed.).
Advanced Mathematical Thinking. Dordrecht:
Kluwer Academic Press.

Dubinsky, E. & MacDonald, M. A. (2001). APOS: A
Constructivist ~ Theory of  Learning in
Undergraduated Mathematics Education Research.
En D. Holton (Ed.), The teaching and Learning of
Mathematics at University Level. An ICMI Study.
7 (pp.273- 280). Dordrecht: Kluwer Academia
Publisher.

Duval, R. (1996). Registros de representacion semidtica y
funcionamiento cognitivo del pensamiento. En
Hitt, F. (Ed.) Investigaciones en matematica
educativa. México: Grupo Editorial Iberoamérica,
173-201.

Gagatsis, A. & Thomaidis, 1. (1994). Une étude
multidimensionnelle du concept de valeur
absolue. In M. Artigue et al. (Eds), Vingt Ans de
Didactique de Mathématiques en France (p. 343-
348). Grenoble: La Pensée Sauvage.

Ginsburg, H. P.; Kossan, N. E.; Schwartz, R.; & Swanson,
D. (1983). Protocol Methods in Research on

pp. 8-17



Mathematical Thinking. In H. P. Ginsburg (ed.):
The Development of Mathematical Thinking. New
York: Academic Press.

Guzman, |. (1998). Registros de representacion, el
aprendizaje de nociones relativas a funciones:
voces de estudiantes. Revista Latinoamericana
de Matematica Educativa. Relime, 1, 1, 5-21.

Mundy, J. (1984). Analysis of Errors of First Year
Calculus Students. En A. Bell, B. Low y J.
Kilpatrick (Eds.). Theory Research and Practice
in Mathematics Education. Proceedings, ICME 5.
Working group reports and collected papers,
Nottingham: ShellCenter, 170-172.

Ordaz, M. G. (2007). Las secuencias didacticas con
enfoque constructivista: el caso de la funcién
valor absoluto. Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa, (Vol. 20). CLAME.

Piaget, J. (1963). Las Estructuras Matematicas y las
Estructuras Operatorias de la Inteligencia.
En la Coleccién Psicologia y Educacién. La
Ensefianza de las Matematicas (p. 3-28).
Madrid: Editorial Aguilar.

Piaget, J; & Garcia, R. (1982). Psicogénesis e Historia de
la Ciencia. México: Siglo XXI.

Sanchez-Matamoros, G.M. (2004). Andlisis de la
comprension en los alumnos de bachillerato y
primer afio de universidad sobre la nocion de
derivada (desarrollo del concepto). Tesis
Doctoral, Departamento de Didactica de la

Matematica. Universidad de Sevilla.

Tall, D. & Vinner, S. (1981). Concept Image and Concept
Definition in Mathematics with Particular
Reference to Limits and Continuity. Educational
Studies in Mathematics, 12, 151-169.

Tsamir, P., Rasslan, S., & Dreyfus, T. (2006). Prospective
teachers’ reactions to Right-or-Wrong tasks: The
case of derivatives of absolute value functions.
Journal of Mathematical Behavior, 25, 240-251.

Wilhelmi, M., Godino, J., & Lacasta, E. (2007). Didactic
effectiveness of mathematical definitions the case
of the absolute value. International Electronic
Journal of Mathematics Education, 2, 2, 72-90.

REIEC Volumen 11 N™ 1 Mes Julio 17
Recepcion:10/03/2016 Aceptacion: 24/06/2016

pp. 8-17



Eliécer Aldana Bermudez. Categoria Investigador Junior (1J). Profesor de planta
Universidad del Quindio, Armenia — Colombia.

Formacion Académica

Doctorado Universidad de Salamanca. Doctor en Educacion Matematica.
Maestria/Magister Universidad del Valle — Univalle. Administracion de la Educacion
Especializacion Universidad Santo Toméas De Aquino - Sede Bogota — Usta.

Docencia Universitaria: Pregrado/Universitario Universidad Del Quindio — Uniquindio.
Licenciatura en Matematicas.

Lineas de investigacion: Educacion Matematica. Did4ctica de la matematica. Educacion
matematica en y para la diversidad.



