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Vinculacion de la Variable Aleatoria y Estadistica
en la Realizacion de Inferencias Informales por
parte de Futuros Profesores”

Coordination between Random Variable and Statistical
Variable in the Execution of Informal Inferences by Pre-

serviceTeachers
Blanca Ruiz™
Carmen Batanero™
Pedro Arteaga™"
Resumen

Las inferencias sobre una variable aleatoria se realizan a partir del andlisis de la distribucién
de la variable estadistica asociada, cuyos estadisticos proporcionan informacién sobre
los correspondientes parametros de la distribucion de la variable aleatoria. En un doble
proceso de modelacidn, la variable estadistica modela los datos observados y la variable
aleatoria el comportamiento de la variable estadistica en la poblacién de donde se extrajo
la muestra. En este articulo analizamos el trabajo de 101 futuros profesores de educacion
primaria con estos dos modelos en una tarea abierta. La mayoria de participantes
construyen la distribucién de la variable estadistica, calculando correctamente las medidas
de tendencia central y dispersién. Observamos problemas, sin embargo, en la realizacién
de inferencias informales sobre la variable aleatoria por una parte importante de los
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futuros profesores, quienes en pocos casos completan el ciclo de modelacion
interpretando los resultados matematicos en el contexto del problema.

Palabras-clave: Variable Aleatoria. Variable Estadistica. Distribuciones. Proyectos.
Formacién de Profesores.

Abstract

Inference on random variables is carried out by analyzing the distribution of the associated
statistical variable, whose statistics summaries provide information on the random variable
distribution. In a double modeling process, the statistical variable models the observed
data and the random variable the statistics variable behavior in the population from
which the sample was taken. In this paper, we analyze the work with these two models in
an open-ended task by 101 pre-service primary school teachers. Most participants build
the statistics variable distribution and correctly compute the central position and spread
statistics. However, we observed problems in making informal inferences on the random
variable by a significant proportion of pre-service teachers, few of whom completed the
modeling cycle and interpreted the mathematical results in the problem context.

Keywords: Random Variable. Statistical Variable. Distributions. Projects. Teacher
Education.

1 Introduccién

Una de las tareas fundamentales en el andlisis de datos es la realizacién
de inferencias, lo que implica el uso coordinado de las variables estadistica
(distribucidn de datos) y aleatoria (distribucion de probabilidad). Mientras que la
variable estadistica es un primer modelo matemético que representa los datos
obtenidos en una muestra, la variable aleatoria supone un segundo nivel de
modelizacion, al imaginar que la toma de datos se extiende al total de 1a poblacién
de donde se tomd la muestra. La importancia de la variable aleatoria fue resaltada
por Heitele (1975), quien la incluy6 en su lista de diez ideas fundamentales en la
ensefianza de la estadistica. Miller (1998) sefiala su relevancia en posteriores
nociones estadisticas, como las distribuciones de probabilidad, el modelo de
regresion o la obtencién de estimadores. La comprension de la relacion entre la
distribucién de frecuencias y la distribucién de probabilidad permite la realizacién
de inferencias que, finalmente, han de interpretarse en el contexto donde se
tomaron los datos. Esta comprensién y coordinacién del cardcter dual de la
distribucién comprende las ideas de aleatoriedad, independencia, tendencia, valor
esperado y variabilidad (SHAUGHNESSY, 2007). Todos estos conceptos se
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incluyen en las nuevas orientaciones curriculares para la Educacién Primaria en
Espana (ESPANA, 2006) y, por tanto, serd necesario asegurar la comprension
adecuada de los mismos por parte de los futuros profesores que han de ensefiar
este tema.

Varios autores sugieren la necesidad de desarrollar en los estudiantes
capacidad de realizar inferencias informales, para preparar un estudio posterior
mas formalizado del tema en la Universidad. Dicho razonamiento sobre inferencia
informal incluye la discriminacion entre posicion central y variabilidad en las
distribuciones de datos (RUBIN; HAMMERMAN; KONOLD, 2006). Rossman
(2008) sugiere usar la simulacién para conectar la aleatoriedad que los estudiantes
perciben en el proceso de recogida de datos con la inferencia. El propone los
siguientes pasos: a) Comenzar con una hipdtesis sobre los datos; b) usar la
simulacion para concluir que los datos observados son poco plausibles si la hipdtesis
es cierta; y c) rechazar la hipétesis inicial basdandose en los resultados. Otros
elementos de inferencia informal incluyen razonar sobre las caracteristicas de
una poblacién con base en los datos y razonar acerca de posibles diferencias
entre dos poblaciones a partir de las diferencias observadas en dos muestras de
datos de la misma (ZIEFFLER et al., 2008).

En este trabajo evaluamos la vinculacién y comprension de estos modelos
por parte de una muestra de estudiantes que cursan la carrera de profesor de
Educacién Primaria en Espafia. La evaluacion se realiza a partir de sus
producciones escritas en una tarea abierta de andlisis de datos en la que deben
realizar inferencias sobre las diferencias entre dos variables aleatorias a partir
de la comparacién de las correspondientes variables estadisticas. En primera
instancia, presentamos algunos antecedentes de nuestro trabajo.

2 Investigaciones previas

El primer antecedente de investigacion sobre la variable aleatoria la
tenemos en el trabajo de Piaget e Inhelder (1951), quienes plantean a nifios de
diferentes edades experimentos para conocer su concepcion de las distribuciones
normales y uniforme. Concluyen que, en la adolescencia, la comprensién
progresiva de la aleatoriedad conduce a la percepcion de la distribucién de una
serie de resultados en un experimento aleatorio (primeras intuiciones sobre la
distribucion de una variable aleatoria).

La mayoria de trabajos posteriores se centran en la comprensién que
los estudiantes muestran de la idea de distribucion de una variable estadistica,
utilizando tareas de comparacién de dos distribuciones de datos. Por ejemplo,

Bolema, Rio Claro (SP), v. 24, n. 39, p. 431-449, ago. 2011



434 RUIZ, B.; BATANERO, C.; ARTEAGA, P.

Konold et al. (1997) estudian a un grupo de estudiantes universitarios cuando
comparan dos distribuciones de datos, encontrando que algunos, ni siquiera usan
intuitivamente la media, ademas, se centran en las frecuencias absolutas y no en
las relativas, incluso cuando las muestras eran de tamafios muy diferentes.
Algunos autores sugieren que la mayor parte de los estudiantes no ven el dato
como un valor de una variable aleatoria, y, en consecuencia, no perciben los
restimenes estadisticos (como media o rango) como propiedades de la distribucién
(BAKKER; GRAVEMEIJER, 2004).

Por su parte, Shaughnessy y Ciancetta (2002) analizan el trabajo de los
estudiantes cuando les piden que escriban una distribucién con un valor dado de
la media o mediana. Observan que estos se limitan a repetir valores muy similares
o equidistantes de la medida de posicion central. Otro requisito para comprender
la distribucidn es la idea de variabilidad, que esta siempre presente en los datos
y tiene multiples significados (READING; SHAUGHNESSY, 2004), entre otros
los siguientes: variabilidad de resultados posibles en un experimento aleatorio;
variabilidad en los datos recogidos; variabilidad en una variable aleatoria;
variabilidad en las muestras o la distribucién muestral.

Batanero, Estepa y Godino (1997) averiguan la forma en que los
estudiantes comparan dos distribuciones. Como estrategias correctas encuentran
que los estudiantes comparan las medias o bien, reducen el conjunto de datos a
una sola variable, restando los valores correspondientes, en el caso de muestras
relacionadas, y luego comparan la media con cero. También encuentran estrategias
incorrectas como comparar valores aislados en las dos distribuciones.

En una serie de trabajos, Watson y colaboradores (WATSON; MORITZ,
1998; WATSON, 2001) clasifican las estrategias que usan los estudiantes cuando
comparan distribuciones. Utilizan el modelo jerarquico SOLO para definir niveles
de comprensién. En el primer nivel de la jerarquia, los estudiantes son capaces
de comparar conjuntos de igual tamafio, mientras que en el segundo se comparan
conjuntos de datos de diferente tamaiio. Las estrategias de los estudiantes incluyen
razonamiento proporcional y comparacion de las graficas y de las medidas de
posicion central de los dos grupos.

Respecto a profesores en formacién, Canada (2008) confronta sus
razonamientos con los de estudiantes de secundaria cuando comparan
distribuciones de datos con la misma media y diferente dispersién. Aunque el
grupo de futuros profesores tuvo mejor rendimiento que el de los estudiantes, el
35% de los mismos consideraron que dos conjuntos de datos con la misma
media eran iguales, aunque la dispersion fuese muy diferente.

La idea de distribuciéon de una variable aleatoria también ha sido

Bolema, Rio Claro (SP), v. 24, n. 39, p. 431-449, ago. 2011



Vinculacién de la Variable Aleatoria y Estadistica en la Realizacion... 435

investigada, aunque no con tanta intensidad. Truran (1994) observa la
comprension de los estudiantes de la magnitud de las desviaciones de las
frecuencias relativas obtenidas en una serie de experimentos con respecto a su
probabilidad tedrica. Antes de realizar los experimentos, pregunta a los estudiantes
los resultados que esperan en muestras pequefias de una poblacidn; al obtener
valores extremos, los estudiantes se sorprendieron ya que casi todos esperaron
una distribucién de frecuencias practicamente igual que la de la probabilidad en
la poblacion. La conclusién del autor es que los estudiantes no comprenden la
relacién entre frecuencia y probabilidad ni la variabilidad de una variable aleatoria.

En los estudios que hemos descrito se estudia la distribucion de una o
varias variables estadisticas o aleatorias independientemente. Kazak y Confrey
(2007) indican que la idea de distribucion se puede ver de dos maneras: a) una
vision estadistica como agregado de un conjunto de datos (distribucién de la
variable estadistica); y b) una visién probabilistica como conjunto de posibles
resultados de un experimento aleatorio en el que aparece una variable involucrada
(distribucién de la variable aleatoria). Utilizando diversos tipos de tarea como
andlisis de distribuciones espaciales de objetos reales (como flores o rebafios de
animales), replicaciones de los experimentos de Piaget y otros en que aparece
la distribucién Binomial, concluyen que la comprension intuitiva de la idea de
distribucioén estadistica puede evolucionar a un modelo mas formal de distribucién
de una variable aleatoria, sobre todo si se realizan tareas de simulacion.

En lo que sigue, tratamos de complementar las anteriores investigaciones
centrandonos en futuros profesores y utilizando una tarea abierta. Analizamos
también su competencia para completar el ciclo de modelacion, aspecto no tenido
en cuenta en las investigaciones citadas. Analizamos, en primer lugar, la tarea
propuesta. Después, presentamos nuestros resultados sobre formacion de la
distribucién de la variable estadistica, calculo e interpretacion de las medidas de
tendencia central y dispersion de la misma y realizacion de inferencias sobre la
variable aleatoria.

3 Material y método

Los datos se tomaron a partir de los informes escritos en una tarea
abierta disefiada por Godino et al. (2008) como actividad de clase y extra-clase
para futuros profesores. El objetivo de la actividad es que los mismos estudiantes
(futuros profesores) analicen sus producciones para que decidan si la clase
tienen buenas intuiciones sobre la aleatoriedad. La actividad gira alrededor de la
comparacion del nimero de caras obtenidas en dos grupos de secuencias de 20
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lanzamientos de una moneda equilibrada: en el primer grupo de ellas, secuencias
simuladas, los participantes inventan los resultados de la secuencia sin lanzar
realmente la moneda y el segundo grupo, secuencias reales, se obtiene al anotar
los resultados lanzando 20 veces la moneda. Cada participante realiza el
experimento de inventar una secuencia simulada y de lanzar la moneda para
generar una secuencia real. Al finalizar los experimentos se elabora el listado de
datos del grupo completo (ver 0) y el formador de profesores pide a los
participantes que comparen las distribuciones del nimero de caras en las
secuencias real y simulada. También pidié que analizasen los datos
individualmente, y produjeran un informe escrito en el que justificasen si la clase
en su conjunto tenia o no buenas intuiciones sobre la aleatoriedad, con base en el
andlisis de los datos. Los estudiantes tuvieron libertad de elegir los objetos, graficos
o restimenes, estadisticos que considerasen convenientes o bien de usar
ordenadores.

Tabla 1 - Ejemplo de la tabla obtenida por los m estudiantes participantes.

Estudiante | 1 2 3 4 ... m
Numero de caras en Secuencia Simulada | 10 12 11 10 ... 11
Numero de caras en Secuencia Real [ 11 11 11 & ... 8

En esta actividad aparecen dos variables aleatorias y sus
correspondientes variables estadisticas:

e La variable aleatoria 7,: es el nimero de caras en 20 lanzamientos de
la moneda equilibrada. Es una variable aleatoria Binomial con
parametros n=20 p=g=1/2. Su media, seria igual a np=10y su
varianza igual a npg=>5. Se manifiesta en la distribucién tedrica que
deben seguir las secuencias de los lanzamientos de las monedas.

* La variable aleatoria 77 es el nimero de caras en la secuencia de
longitud 20 inventada por los estudiantes. La usamos como modelo
matematico para reflejar las intuiciones colectivas de los estudiantes
sobre los experimentos aleatorios. No seria una variable Binomial,
pues la investigacién didéctica (entre ellos, SERRANO, 1996) muestra
que los ensayos inventados por las personas en este tipo de
experimentos no son independientes, aunque la probabilidad de cara
sigue siendo p = 1/2.
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Puesto que cada estudiante realiza el experimento y cuenta el nimero
de caras obtenidas, tanto en la secuencia real como en la simulada, tenemos una
serie de m ensayos de cada una de las variables aleatorias anteriores, siendo m
el nimero de estudiantes, y por lo tanto obtenemos muestras de dos variables
estadisticas:

* La variable estadistica Y, son los resultados de una muestra de m
valores de la variable aleatoria 77 . El estudiante usara esta variable
estadistica para sacar algunas conclusiones sobre la variable aleatoria
77, puesto que sus conocimientos matematicos no le permiten trabajar
directamente con 7] .

* La variable estadistica Y o resultados de una muestra de m valores de
la variable aleatoria 7 . El estudiante ha de usar esta variable estadistica
para sacar algunas conclusiones sobre la variable aleatoria 77, puesto
que, a priori, no se conoce la distribucién de #, para este grupo de
estudiantes.

El estudiante ha de comparar las caracteristicas de las distribuciones de
las variables Y y Y, pararealizar una inferencia sobre las semejanzas o diferencias
entre 77 y 7].. Se espera que los futuros profesores construyan un gréfico de las
distribuciones o calculen y comparen algunos de sus estadisticos (por ejemplo,
los mostrados en la 0). También, de este andlisis, podran deducir que el grupo de
estudiantes tiene buenas intuiciones sobre las medidas de tendencia central, que
tendrdn que ser aproximadamente iguales en las dos distribuciones de datos,
pero no respecto a la dispersion, que esperamos que sea mayor en la secuencia
real.

‘ Organizacio da SD Os Passcios Aleatérios da Ménica

Sessao I1: Scssao I1T:
Sessdo I: xperimentagao e lelysemm Sessio IV:
Contexto aleatdria e a matemidtica e a Poecisio
probabilidade probabilidade classica

frequentista

probabilidade

frequentisia

‘ TG o GoFS v s (Vi () o e (6 reree Gl B A e ey (D)

Figura 1 - Distribucion y estadisticos del nimero de caras en las secuencias
reales y simuladas
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4 Resultados y discusion

Una vez que se tuvo el trabajo de los estudiantes (informes por escrito),
se llevé a cabo un andlisis cualitativo para deducir categorias en las respuestas.
A continuacién presentamos los principales resultados sobre la representacién
de las distribuciones de datos, y céalculo de estadisticos de la misma, asi como
sobre las inferencias que hacen sobre la variable aleatoria y la forma en que
completan el ciclo de modelacion.

4.1 Representacion de la Distribucién de la Variable Estadistica

Para poder obtener conclusiones sobre las intuiciones del grupo, es
necesario formar y representar las distribuciones de las variables estadisticas Y,
y Y. De este modo se inicia un primer ciclo de modelacion, se pasa de la realidad
(experimentos realizados por cada alumno) al modelo matemadtico de la variable
estadistica y al trabajo con el mismo. Ello implica el uso implicito de una
configuracién de objetos matematicos (GODINO; BATANERO; FONT, 2007)
que varian, dependiendo de la representacidén producida de la distribucién de
datos. De acuerdo con Arteaga (2008), dichas representaciones pueden
clasificarse en cuatro niveles de complejidad:

N1. Solo se representa los resultados de su experimento individual.
En este nivel estan aquellos estudiantes que se limitan al analisis de sus propios
datos. No habiendo comprendido el propdsito del proyecto o no siendo capaces
de realizar un anélisis global de los datos, tratan de resolver la pregunta para su
caso particular (si él mismo tiene una buena intuicién). Consideran que la variable
estadistica estd vinculada con el experimento lanzamiento de una moneda, y
por lo tanto, los valores que tomaria seran: Cara o Cruz, sin tomar en cuenta los
resultados de sus companeros. Los 20 lanzamientos son analizados como
repeticiones del experimento aleatorio.

N2. Representan todos los datos sin llegar a la distribucion de
Jrecuencias. Son los estudiantes que no agrupan los valores similares del nimero
de caras obtenidos en las secuencias reales o simuladas del total de alumnos en
la clase para formar la distribucién de frecuencias. En lugar de ello, en el grafico
representan el valor (o valores) del nimero de caras en las secuencias de 20
ensayos obtenidos para cada estudiante en el orden en que los datos fueron
obtenidos, que es un orden arbitrario. Aunque llegan al modelo de variable
estadistica, la asocian con el nimero del estudiante (una etiqueta) que obtuvo
ese dato no con la frecuencia con la que se presentd. Es decir, no calculan las
frecuencias asociadas a cada valor.
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N3. Alumnos que forman la distribucion separada de cada variable.
Son quienes forman tablas de frecuencias para las variables Y y Y 'y a partir de
ellas producen los distintos graficos o representan directamente un grafico de
cada uno de los valores diferentes de la variable con sus frecuencias. Por tanto
pasan del conjunto de datos al modelo de variable estadistica y de esta a su
distribucion de frecuencias. El representar por separado las dos distribuciones
dificulta la comparacion, sobre todo en caso de no usar la misma escala de
representacion en ambos graficos.

N4. Representacion conjunta de las dos distribuciones. El alumno
llega a formar las distribuciones de las variables y sus distribuciones y las
representa conjuntamente en el mismo grafico, lo cual facilitard su comparacion.

El resultado del anélisis del Nivel de complejidad en las producciones de
los estudiantes, se presenta en la 0. En ella se puede observar que de un total de
101 participantes, 88 (87,1%) representan sus datos a través de graficos, lo que
indica la necesidad sentida de los futuros profesores de producir un grafico y
llegar, mediante un proceso de transnumeracion a un conocimiento no disponible
en los datos brutos (WILD; PFANNKUCH, 1999). La mayoria de las
representaciones de los datos (45,54%) son de distribuciones separadas de las
dos variables (nivel 3), el 24,75% de los estudiantes representan conjuntamente
las dos distribuciones. Son pocos los que analizan sélo sus propios datos (nivel
1) y sélo 14,85% estudian los valores obtenidos por cada futuro profesor, caso
acaso, sin llegar a formar la distribucién. En consecuencia, el modelo de variable
estadistica e incluso el de distribucion es usado al menos a un nivel intuitivo por
los participantes para resolver la tarea propuesta.

Tabla 2 - Nivel de complejidad en la representacion de los datos

Nivel de complejidad Frecuencia Porcentaje (%)

NI1. Representa sélo sus datos 2 1.98

N2. Representa dato a dato 15 14.85
N3. Representa dos distribuciones separadas 46 45.54
N4. Representacion conjunta de dos distribuciones 25 24.75
No representa los datos 13 12.87

Total 101 100

4.2 Calculo de resimenes de la variable estadistica

Heitele (1975) sefiala tres conceptos fundamentales en relacién a la
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variable aleatoria: su distribucién, esperanza y variabilidad. En consecuencia,
estos tres componentes seran también fundamentales en la variable estadistica.
A continuacién analizamos las medidas de posicion central y dispersion calculadas
por los participantes.

4.2.1 Medidas de posicion central

De un total de 101 estudiantes, 91 calcularon alguna medida de tendencia
central. Esto indica una primera aproximacion a la idea de distribucién en los
estudiantes, incluso en aquellos que no representaron graficamente la distribucion,
pues pasaron del dato aislado a un resumen estadistico del conjunto de datos. En
la 0 vemos que los estadisticos calculados con preferencia son la media (90) y la
moda (80); la mediana fue calculada por 72 participantes. En general el calculo
de los medidas de posicién central es correcto, lo que indica un buen dominio de
los algoritmos de célculo, aunque aparecen algunos errores: no ordenar los datos
en la mediana (17), falta de ponderacién o error de célculo en media (11) y no
tener en cuenta el caso de bimodalidad para la moda (3). Estos errores coinciden
con los ya sefialados en estudiantes de secundaria en investigaciones previas
como la de Cobo (2003).

4.2.2 Dispersion

El uso de medidas de dispersion es menor que el de medidas de tendencia
central; la mayorfa de los que lo usan calculan el rango (60), 54 de ellos
correctamente. Algunos estudiantes toman incorrectamente los mismos valores
del maximo minimo y rango en la secuencia real y simulada. Unos pocos calculan
ademas la desviacidn tipica (25), varianza (15) y coeficiente de variacién (1). Es
evidente que las medidas de dispersién son menos intuitivas para los estudiantes,
por el menor uso que se hace de las mismas, como también se confirma en la
investigacion de Silva y Coutinho (2008).

Tabla 3 - Estadisticos calculados por los participantes (m=101)

Correcto  Incorrecto Total
Media 79 11 90
Mediana 55 17 72
Moda 77 3 80
Rango 54 6 60
Otra medida de dispersion 41 - 41
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4.3 Interpretacion de la distribucion de la variable estadistica

El proceso de modelacion requiere no sélo la construccion y el trabajo
con el modelo matemaético, sino también la interpretacion de sus resultados en
relacién a la situacion modelada (HENRY, 1997). En la O clasificamos la
submuestra de futuros profesores que llega a construir la distribucién (n=88),
segun el tipo interpretacion que hacen de la misma.

Tabla 4 - Clasificacién de estudiantes, segtn interpretacion de la distribucién

Tipo de interpretacién Frecuencia Porcentaje

Correcta 29 33

Parcialmente correcta 37 42
Incorrecta o no interpreta 22 25
Total 88 100

Una tercera parte de ellos hace una interpretacion correcta y completa
de la distribucién de la variable estadistica, detectando las tendencias y variabilidad
de los datos. Un ejemplo se muestra a continuacion:

Centrdandome en el grdfico observamos que los valores de
las caras en la secuencia simulada se concentran en torno
a 10y 11, mientras que en la real, los valores estan mds
disgregados, aunque también vemos que se concentran
en un niicleo 8-15, fluctuando al alza y a la baja. De esta
forma en la secuencia real comprobamos que 10 caras se
obtiene el mayor niimero de veces, tanto en la simulada
(20) como en la real (14).... la horquilla de la secuencia
real es mucho mds amplia que la de la simulada (Alumno
FL).

Un 42% de los estudiantes hacen una interpretacion parcialmente
correcta de la distribucion, analizando tan sélo la tendencia sin tener en cuenta
la variabilidad o bien al contrario, comparando sélo los rangos de variacién, sin
tener en cuenta las tendencias. El siguiente ejemplo lo consideramos parcialmente
correcto porque no compara la posicién central.

En cuanto al niimero de caras reales que ha obtenido el
grupo es mucho mds variable, son mds homogéneos que
en la simulacion. Para poder realizar esta afirmacion
hemos usado el rango (Alumno JI).
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El resto de los futuros profesores (25%) hacen una interpretacion
incorrecta, o se limitan a presentar la distribucién sin comentar nada sobre ella.
En el siguiente ejemplo, la interpretacidn errénea se debe a errores conceptuales,
respecto a la dependencia funcional lineal:

Todos los grdficos presentan una dependencia funcional
lineal de — a + o viceversa, segiin las circunstancias
(Alumno PF).

En el siguiente ejemplo, el futuro profesor hace un anélisis de los valores
de las frecuencias creyendo que analiza la variable de interés y saca sus
conclusiones sobre esa variable. Representa los valores de la frecuencia en el

eje X. Este error ya fue descrito en Ruiz (2006). Este estudiante describe:
En la secuencia real las frecuencias son mds consecutivas,
no se repite la misma cara tantas veces y se repiten menos
veces y distintos niimeros, por ello las barras estan mds
Jjuntas (Alumno CB).

Esto es, en las secuencias reales el nimero de caras toma mas valores
diferentes (puesto que hay mds variabilidad), las frecuencias de cada valor son
menores y también hay mds frecuencias diferentes (se repiten menos veces y
distintos niimeros). Al representar los valores que aparecen en secuencia real,
pero no en la simulada, (como el 13, que tiene frecuencia nula en la secuencia
simulada), él concluye que el valor minimo para su variable de interés en la
secuencia simulada es cero. A su vez, en esa misma secuencia el valor de 10
caras lo obtuvieron 14 estudiantes (valor maximo de su variable) asi que los
valores de las frecuencias en este grafico varian mas que en la secuencia real.
El alumno, por lo tanto, expresa que en un grafico las frecuencias son mds
consecutivas. La interpretacion tiene varios errores, ademas de los sefialados,
pues confunde consecutivo con distante o separado. Por otro lado, compara
las frecuencias aisladas (se repite menos veces y distintos nimeros) en lugar
de prestar atencion al valor del niimero de caras. Es claro que su variable de
interés es la frecuencia.

4.4 Realizacion de Inferencias sobre la Variable Aleatoria y Segundo
Ciclo de Modelizacién

Una vez que observaron las diferencias entre las dos variables
estadisticas Y y Y, se espera que los participantes realicen un segundo proceso
de modelacion, generalizando las diferencias observadas en las dos variables
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estadisticas a diferencias en las variables aleatorias asociadas, realizando una
inferencia informal sobre las semejanzas o diferencias entre 7,y #_Finalmente
esperamos que interpreten en la realidad los resultados de este segundo modelo,
obteniendo conclusiones sobre las intuiciones del grupo respecto a la aleatoriedad.

Tabla 5 - Conclusiones obtenidas por los participantes sobre las intuiciones

Conclusion Frecuencia
Correcta 4
Parcialmente correcta 24
Incorrecta o no concluye 73
Total 101

Los resultados sobre las conclusiones obtenidas se presentan en la 0,
donde observamos que la realizacion de dicha inferencia para obtencién de la
conclusién es la tarea mas dificil para los participantes, ya que s6lo una tercera
parte obtiene una conclusion, al menos parcial. Solo cuatro futuros profesores
completan el proceso de inferencia y el ciclo de modelizacion llegando a la
conclusion de que, por un lado, el grupo tiene buena intuicidn respecto al promedio
de numero de caras y por otro las intuiciones sobre la variabilidad de la variable
aleatoria nimero de caras es pobre en los estudiantes. A continuacion

reproducimos una de estas conclusiones.
En cuanto al niimero de caras, las intuiciones del aula
fueron aproximadas a la realidad, pero no del todo, ya
que la desviacion tipica nos indica que los datos se
distancian. (Alumna CG).

Anteriormente, la alumna habia escrito: La media entre la simulada y
la real se asemejan,.... la mediana y la moda dan los mismos datos.

Veinticuatro participantes llegan a una conclusidn parcial, debido a que
s6lo comparan las medidas de posicién central sin tener en cuenta la dispersion,

o al contrario.
La intuicion de mis compaiieros observando la tabla del
n®de caras es buena, ya que los valores mds repetidos en
la secuencia simulada coinciden con los valores de la
secuencia real: 10y 11 son las mds repetidas. La media de

Bolema, Rio Claro (SP), v. 24, n. 39, p. 431-449, ago. 2011



444 RUIZ, B.; BATANERO, C.; ARTEAGA, P.

las dos secuencias es 10, por lo tanto creo que la intuicion
es buena (Alumno TG).

También hemos considerado conclusion parcial cuando aparece
imprecision de lenguaje, como en el siguiente ejemplo, donde el alumno visualiza
tanto la diferencia en la dispersiéon como al similitud en los valores centrales,
pero no llega a concluir claramente sobre la intuicion de los estudiantes.

Respecto a las grdficas construidas sobre el niimero de
caras he de comentar que se parece observar algunos
cambios en la secuencia simulada donde encontramos
cuatro posibilidades y en la real hay diez posibilidades.
Con esto podriamos decir que los alumnos no han sido
intuitivos, pero no creo que esto sea asi, ya que si nos
detenemos atentamente en las grdficas podemos ver que
los valores de 9, 10, 11y 12 en ambas han sido dados por
un mayor niimero de alumnos que en los demds casos
(Alumno HC).

El siguiente alumno reconoce la diferencia de dispersion en las
distribuciones, pero interpreta el problema como la bisqueda de diferencia de
intuiciones entre los estudiantes. Es decir, concluye que las intuiciones son
similares en distintos estudiantes, pero no llega a relacionar estas intuiciones con
las caracteristicas del fendmeno aleatorio. Tampoco hace observaciones sobre
las medidas de posicion central.

Realmente las intuiciones de los alumnos han sido mds o
menos muy parecidas. No hay muchas irregularidades.
Pero cuando las comparamos con sus secuencias I"@CZIES,
se puede ver a simple vista en el grdfico que existen grandes
irregularidades. En la secuencia real el niimero mdximo
de caras es 16 y el minimo 7, sin embargo en la simulada
el maximo es 13y el minimo 8; su recorrido es mds pequeio
que el real (Alumno MM).

El resto no llega a una conclusidn, o bien hace una conclusién incorrecta.

Los estudiantes no siempre conectan los resultados del trabajo matematico con

la situacion problematica, es decir, no ven las implicaciones de lo obtenido en el
analisis estadistico sobre las intuiciones de los estudiantes.

Comparando los datos me he dado cuenta que son muchos

los resultados entre los compariieros los que coinciden,

pero atin asi, sigo pensando que es mera casualidad,

porque en la simulada hemos puesto lo que hemos querido
(Alumno EL).
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Otros estudiantes, atin cuando conectan el trabajo con el modelo
matematico (distribucién) con el problema real, fallan en la obtencién de
conclusiones debido a que no han comprendido la pregunta planteada y suponen
que una buena intuicion ha de corresponder a obtener los mismos resultados en
las secuencias real y aleatoria. En la siguiente respuesta, el estudiante muestra
una concepcion correcta del azar (no se puede prever) y otra incorrecta al
tratar de evaluar el nimero de coincidencias o la diferencia de valores obtenidos
en cada estudiante en los experimentos, en lugar de comparar directamente las
distribuciones de las variables. Este estudiante compara caso a caso no utilizando
la distribucién al hacer la comparacion.

Partiendo del estudio de los grdficos, se podria decir que
en valores absolutos, la prevision del grupo no ha sido
demasiado desafortunada. Un juego de azar es imposible
de prever con total exactitud, pero las aproximaciones
sumadas a los aciertos son mayores a las previsiones muy
alejadas del resultado real (Alumno LG).

En otros falta la capacidad de andlisis para detectar las diferencias, lo
que les lleva a concluir que los resultados en las dos secuencias son similares.
En el siguiente ejemplo, ademds de darse este caso, no se llega a relacionar el
resultado con la intuicién de los estudiantes.

Como conclusion, podemos ver que los resultados son
prdcticamente los mismos tanto en la real como en la
simulada, de lo que podemos deducir que lo real y lo
simulado es muy parecido ya que lo que te inventes puede
ser practicamente igual a lo real (Alumno AC).

5 Discusion y Conclusiones

La mayoria de los futuros profesores muestra una comprensioén de la
variable estadistica y llega a formar y representar su distribucién en una
proporcidn aceptable. Un alto porcentaje ha calculado algun estadistico,
principalmente medidas de posicién central (media, mediana y moda) y en menor
medida de dispersion. El cédlculo de estadisticos es, en general, correcto, con
pocas excepciones, aunque también aparecen algunos de los errores descritos
en la investigacion de Cobo (2003) y Mayén (2006), pero con mucha menor
frecuencia que en aquellos estudios. Por el contrario, son pocos los futuros
profesores que son capaces de generalizar los resultados obtenidos con la variable
estadistica para realizar una inferencia informal sobre la variable aleatoria. El
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razonamiento sobre la variabilidad, que es otro de los componentes esenciales
del razonamiento estadistico, es dificil para la mayoria.

Muchas tareas cotidianas del profesor en la clase de matemadticas, tales
como “indagar lo que los estudiantes conocen, elegir y manejar representaciones
de las ideas matemadticas, seleccionar y modificar los libros de texto, decidir
entre modos posibles de accién” (BALL; LUBIENSKI; MEWBORN, 2001, p.
453) dependen de su razonamiento y conocimientos matematicos. En
consecuencia, seria necesario atender a estos problemas en la formacién de los
profesores de educacién primaria, pues una mejora de la educacién de los nifios
exige una buena formacion del profesor.

Para resolver el problema planteado, ademas de coordinar las ideas de
variable estadistica y aleatoria, los estudiantes han de interpretar los resultados
del trabajo matemadtico realizado con ellas en el contexto del problema (traducir
estos resultados a lo que indican respecto de las intuiciones de los estudiantes).
Es precisamente este tiltimo paso (puesta en relacion del resultado con la pregunta
planteada) el que ha causado mas dificultad, por la falta de familiaridad de los
futuros profesores con actividades de modelacion. Hay, aqui, otro punto en que
es necesario incrementar la competencia de los profesores, si queremos que la
educacion estadistica de los alumnos llegue a ser una realidad.
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