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Reflexoes Sobre Analise Institucional: o caso do
ensino e aprendizagem de integrais miiltiplas

Reflections on Institutional Analysis: the case of
teaching and learning of multiple integrals

Afonso Henriques”
André Nagamine™
Camila Macedo Lima Nagamine™”

Resumo

Uma andlise institucional € um estudo que se realiza em torno de elementos institucionais,
a partir de inquietagdes levantadas pelo pesquisador. Essa andlise ¢ uma das praticas
importantes nas pesquisas em Educagio que visam estudar os fendmenos que emergem
no processo ensino/aprendizagem. Assim, nos propomos, no presente artigo, apresentar
uma andlise institucional em torno dos projetos académicos curriculares, os livros
didaticos e os estudantes enquanto elementos institucionais, de uma institui¢do de
ensino superior, considerando as integrais miiltiplas como objeto de estudo. Mas,
como se faz uma andlise institucional e com que finalidades didaticas? Essas perguntas
se constituem no fio condutor do presente artigo. As respostas correspondentes levaram-
nos a concluir que uma analise institucional permite identificar as condi¢des e exigéncias
que determinam, numa instituicio, as praticas institucionais em torno de objetos de
estudo requeridos na formagao de recursos humanos. Favorece a elaboragao/organizagio
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de sequéncias didaticas que tenham por finalidade estudar as préticas efetivas de sujeitos
da instituicdo em torno dos objetos de estudo propostos, contribuindo assim no
desenvolvimento de pesquisas educacionais.

Palavras-chave: Andlise Institucional. Praxeologia. Sequéncia Didatica. Integrais
Multiplas.

Abstract

An institutional analysis is a study that investigates institutional factors, based on
concerns raised by the researcher. This analysis is one of the important practices in
research education aimed at the study of phenomena that emerge in the learning/teaching
process. In this article, we conduct an institutional analysis of projects related to the
academic curriculum, textbooks and students as institutional elements of a higher
education institution, considering multiple integrals as the object of study. But, how is
an institutional analysis performed, and for what didactic purpose? These questions
constitute the basic element of reflection in this article. The answers led us to conclude
that an institutional analysis identifies the conditions and requirements that determine,
in an institution, institutional practices related to objects of study required in the training
of human resources. It encourages the development/organization of the didactic
sequences aimed at studying the effective practices of people from the institution related
to the objects of study proposed, thus contributing to the development of educational
research.

Keywords: Institutional Analysis. Praxeology. Didactic Sequence. Multiple Integrals.
1 Introducao

Antes de discorrermos no tema do titulo deste artigo, convém
descrevermos sobre o que entendemos por instituicdo, instituicdo de referéncia
e elementos institucionais. Lembramos que as pesquisas em Educacdo, em
particular Matematica, requerem do pesquisador conhecimentos detalhados, nao
apenas de saberes matemdticos envolvidos na pesquisa, mas, também, do
referencial capaz de dar um suporte teérico no trabalho pretendido. A abstracio
das condi¢des particulares que dao sentido e sistematizacdo dos saberes
envolvidos, bem como seus efeitos no processo ensino/aprendizagem, sio
aspectos indispensaveis no sistema educativo.

Referindo-se a esse sistema, Chevallard (1992), ressalta que nele
intervém diversos elementos constituintes do sistema social do ensino, doravante
denominado Noosfera que envolve: o Ministério da Educacio, os politicos, a
proposta curricular do estado ou de um curso, os administradores, os professores,
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os livros didaticos, os parentes de estudantes, a midia (rddio, jornal, TV, revistas,
computadores, softwares, internet etc.) que designam, dentre todos os
conhecimentos historicamente acumulados, aqueles que sdo pertinentes para a
formacgao do cidad@o que ingressa na instituicao. Além desses, outros elementos
sdo também relevantes nesse sistema, tais como o tipo da sociedade, sua
administracdo, suas praticas, seu desenvolvimento tecnolégico, a formacio de
professores e de autores de livros didéticos. Esses elementos constituem-se em
dados institucionais e se fundam em objetos de investiga¢do na Educacio.

Assim, ao falarmos de instituicdo estaremos nos referindo a Noosfera
constituida, dentre outros elementos institucionais possiveis, pelos que
representamos no Quadro 1. Uma instituicdo de referéncia é correspondente
a instituicdo de realizag@o e/ou aplicacao da pesquisa em questao, seja de ensino
ou ndo. A explicitagdo dessa institui¢do pelo pesquisador deve satisfazer, pelo
menos, um desses elementos.

Ministério da Educagdo Politicos
Projeto académico curricular 3 i i ¢7 Administradores
Livros didaticos Tecnologias
4> 47
Professores Funciondrios
- 5 «—
Alunos T ? Sociedade
Pais T A Entre outros

Quadro 1 - Elementos constituintes de uma institui¢do

Em geral, no desenvolvimento de uma pesquisa em Educacao, pensamos
em uma instituicao constituida, no minimo, com um desses elementos. Mesmo
que o pesquisador ndo explicite ou ndo use o termo institui¢do, seu trabalho esta
sempre inserido em uma instituicao.

—— W
// PRIMEIRO \‘ I/ ENSING \‘\\
s‘:_mz:g;“ J U runoamenan J N\
\ A EDUCAGAO BASICA

_—

Instituiga®

Quadro 2 - Educagio Baésica e suas partes enquanto instituicdes
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Tal como mostra o Quadro 2, a Educacao Bésica, como um todo, € uma
instituicdo, as suas partes (primeiro segmento da educagdo, Ensino Fundamental
I, Ensino Fundamental II, Ensino Médio etc.) também o sdo, podendo ser
caracterizadas como instituicoes de referéncia e/ou de aplicacdo. O termo
referéncia € sugestivo, na medida em que identifica o local institucional da
realizagdo/aplicacdo da pesquisa. Uma Instituicdo do Ensino Superior (IES) por
sua natureza € uma institui¢do no contexto descrito acima. As suas partes, tais
como os cursos, também sdo instituicoes. Com efeito, podemos falar sobre
relacdes e reconhecimento de objetos nas institui¢des, no contexto descrito por
Chevallard.

2 Relacoes institucionais

Na Teoria Antropolédgica do Didatico (TAD), Chevallard (1989), discute
sobre institucionalizac¢do, relagdes institucionais € pessoais com 0s objetos
institucionais. Para ele, um objeto (O) do saber € institucionalizado ou reconhecido
institucionalmente, se existe a relacdo institucional denotada por R(Z,0) da
instituicdo I com o objeto O (cf. Quadro 3). Para Henriques (2011), esse
reconhecimento passa pelos registros de documentos oficiais da instituicdo, tais
como Projetos Académicos Curriculares (PAC) no caso das IES ou Projetos
Politicos Pedagégicos (PPP) tratando-se da Educacdo Bésica.

RELAGOES INSTITUCIONAIS
Chevallard (1989)

Objeto O

Relagdes entre elementos
Primitivos da TAD

R(1,0) R(X,0)

Todo SABER ¢ ligado a0 menos a uma INSTITUICAQ, na qual é desenvolvido, num
dado dominio real. O ponto essencial €, portanto, que um saber nao existe in vacuo, num
vazio social. Todo conhecimento aparece, num dado momento, numa dada sociedade,
ancorado em uma ou algumas institui¢des, Chevallard (1989).

A relagcdo pessoal de uma pessoa com um objeto do saber sé pode ser estabelecida
quando a pessoa entra na institui¢do onde existe esse objeto.

Quadro 3 - Relacdes entre os elementos primitivos da TAD
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Além disso, como as institui¢des admitem pessoas, Chevallard (1992)
versa também sobre relagdes pessoais, de um individuo X com um objeto O da
instituicao denotado por R(X,0) (cf. Quadro 3) e afirma que essa relacido sé
pode ser estabelecida quando X entra na instituicdo / onde vive O com certas
finalidades, por exemplo, realizar um determinado curso, que reconhece esse
objeto.

O estudo da relacdo R(X,0) é frequente nas pesquisas em Educacio
Matematica e consiste, naturalmente, no estudo das praticas efetivas de individuos
de determinadas instituicdes de referéncias. Por exemplo, investigar o que os
estudantes aprendem na referida instituicdo em torno de O. Assim, podemos
afirmar que R(X,0) € uma relacio de grandes interesses em pesquisas na
Educacdo, e pode ser analisada utilizando-se uma Sequéncia Didatica (SD)
organizada com base nas praxeologias desenvolvidas em torno de O na instituicao
de aplicacdo. Neste artigo ndo nos disponibilizamos a tratar desse tema (SD),
reservando-o para outro artigo.

Vale sublinharmos que a relacdo institucional é, particularmente, ligada
as atividades institucionais que sdo solicitadas aos estudantes, e é de certa
maneira, caracterizada por diferentes tipos de farefas que os estudantes devem
efetuar e por razdes que justificam tais tipos de tarefas. A relacdo institucional
com um objeto R(/,0) é descrita por um conjunto de praticas sociais que
funcionam numa institui¢do, envolvendo esse objeto do saber. De acordo com
Chevallard (1992), o saber matemdtico, enquanto forma particular do
conhecimento, € fruto da agdo humana institucional, € algo que se: produz, utiliza,
ensina ou de uma forma geral, que transita nas institui¢des. Com efeito,
Chevallard (1992) propds a nocdo de organiza¢cdo praxeologica ou
simplesmente praxeologia (como conceito chave) para estudar as prdticas
institucionais relativas a um objeto O do saber, em particular as praticas sociais
em matemadtica. Ele se propds a distinguir as praxeologias que podem ser
construidas numa sala de aula, onde se estuda esse objeto, analisar a maneira
que se pode construir o estudo de O, assim como as condi¢des de realizacdo.

Assim, além dos conceitos proprios das relacdes institucionais e
pessoais com objetos do saber, € conveniente entendermos o desenvolvimento
das praticas de ensino desses objetos nas institui¢oes. Nesse contexto,
Chevallard (1992) propde um modelo de andlise caracteristico das praticas que
se desenvolvem nas institui¢cdes. Tal modelo € entendido como uma das vertentes
da TAD o qual resumimos a seguir.
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3 A abordagem praxeoldgica

A abordagem praxeologica € um modelo para andlise da acdo humana
institucional, descrita em termos de quatro no¢des: Tarefa, Técnica, Tecnologia
e Teoria. Essas nogdes permitem a modelacdo das praticas sociais em geral e,
das atividades matemadticas em particular, desenvolvidas como segue.

A Tarefa € denotada pela letra T para representar um tipo de tarefa
identificado numa praxeologia, contendo ao menos uma tarefa ¢. Essa noc¢ao
supde um objeto relativamente preciso. Subir uma escada, por exemplo, é um
tipo de tarefa, mas subir, assim isolado, ndo o é. Da mesma forma, calcular uma
integral € um tipo de tarefa, mas calcular, assim isolado, ¢ um género que requer
um determinativo. Assim, tarefas, tipo de tarefas, género de tarefas ndo sdo
dados da natureza: sdo artefatos, obras construtos institucionais, cuja
reconstru¢do em tal instituicdo € um problema inteiramente objeto da didatica.

A Técnica denotada por 7, € uma maneira de fazer ou realizar um tipo
de tarefas 7. Assim, uma praxeologia relativa a T, necessita de maneiras de
realizar as tarefas r€7, isto €, de uma técnica, do grego fekhné, que significa
saber-fazer. Dessa forma, para um dado tipo de tarefas 7, existe, em geral, uma
Unica técnica, ou ao menos um conjunto de técnicas reconhecidas
institucionalmente (em excecdo das possiveis técnicas alternativas que podem
existir, mas em outras institui¢des) que permitem realizar e 7.

A Tecnologia, denotada por 7, é um discurso racional (o logds) tendo
por objetivo justificar a técnica 7, garantindo que esta permite realizar as tarefas
do tipo 7. Uma segunda fun¢@o da tecnologia é a de explicar, tornar compreensivel
a técnica.

Se a primeira fungdo — justificar a técnica — consiste em assegurar
que a técnica permite alcancar o pretendido, a segunda funcdo — explicar -
consiste em expor o porqué é daquela maneira. E notavel que as duas funcdes,
justificac@o e explicagio, sdo assumidas diferentemente por uma dada tecnologia.
Tradicionalmente, no contexto matematico, a funcdo de justificacdo carrega
consigo a fun¢do de explicagdo, pelo viés das exigéncias demonstrativas.
Exemplo, um estudante memoriza uma determinada tecnologia (teorema ou
férmula), chega a resolver certos tipos de tarefas com essa tecnologia, mas, as
vezes, nao sabe explicar o porqué do resultado encontrado. Isso porque, conforme
a decomposicio praxeoldgica, que veremos a seguir, em dois blocos, o estudante
se prende no primeiro deles, o saber-fazer [praxe], uma vez que o ambiente
tecnoldgico-tedrico [logds] € geralmente do dominio do professor.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 44, p. 1261-1288, dez. 2012



Reflexoes Sobre Andlise Institucional: o caso do ensino e aprendizagem de integrais... 1267

A quarta e tltima noc¢do do modelo praxeolégico é a Teoria,
representada por O, tendo a funcdo de justificar e tornar compreensivel uma
tecnologia 6.

As quatro nocdes: tipo de tarefa [T], técnica 7] tecnologia [0] e
teoria O], descrevem uma organiza¢do praxeologica completa [T/7/6/6)],
que se compde, naturalmente, em dois blocos [7/7] e [6/6)], constituindo,
respectivamente, o saber-fazer [praxe] e o ambiente tecnolégico-teorico
[logds]. Dessa forma, podemos afirmar que produzir; ensinar e aprender
matemdtica sao acdes humanas institucionais que podem descrever-se conforme
o modelo praxeolégico. Nesse sentido, a organizacdo praxeologica relativa
as atividades matemadticas € uma organizacdo matemdtica.

Chevallard (1992) discute sobre a organiza¢do matematica, referindo-
se a praxeologia de um objeto matematico especifico. Assim, se o objeto de
estudo ¢ estatistico, entdo podemos falar da organizacdo estatistica, se for um
objeto do dominio da fisica, falamos da organizacdo fisica, se for da Quimica,
falamos, entdo, da organizacdo quimica. A praxeologia depende, portanto,
do dominio de desenvolvimento do objeto O.

Uma nocdo matematica desenvolvida no seio de institui¢des distintas
pode apresentar praxeologias diferentes nessas instituicdes. De acordo com
Matheron:

[..] essa visdo ressalta o aspecto ecoldgico relativo a um
objeto O, quer dizer, o aspecto do questionamento da
existéncia real ou da inexisténcia desse objeto na instituicao
onde vive uma dada praxeologia. Essa dimensdo ecoldgica
permite questionar sobre a maneira como € ensinado um
objeto identificado num livro didatico. Que tipo de tarefas a
realizar e com que tipo de técnicas disponiveis (ou nao)?
Qual € a praxeologia, e por conseqiiéncia, que tipo de
progressao considerar?” (MATHERON, 2000, p. 52).

A nocdo de organizag¢do praxeoldgica e a nog¢do de relagdo
institucional proporcionam, a partir de um estudo ecoldgico de livros diddticos
e de programas de cursos, ferramentas que permitem responder questdes de
pesquisa colocadas no contexto institucional. Assim, € importante analisar os
livros e os programas na instituicdo de referéncia.
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4 Os cursos de Matematica da Universidade Estadual de Santa Cruz
como instituicdo de referéncia

Neste artigo escolhemos como instituicdo de referéncia os cursos de
Matemdtica da Universidade Estadual de Santa Cruz - (UESC). Nessa instituicao,
nos interessamos, particularmente, na andlise institucional em torno dos projetos
académicos curriculares vigentes e do livro diddtico, enquanto elementos
institucionais (Quadro 1). Com essa escolha, focalizamos as analises no estudo
das integrais miiltiplas (IM) (objeto matemdtico de nosso interesse). O objetivo
é destacar o habitat, os nichos e a praxeologia desse objeto a partir dos livros
didaticos mais utilizados no seu ensino/aprendizagem nessa instituicdo,
desenvolvendo assim, uma anéalise institucional.

5 Analise institucional, o que é?

Andlise institucional € um estudo realizado em torno de elementos
institucionais, a partir de inquietagdes/questdes levantadas pelo pesquisador no
contexto institucional correspondente, permitindo identificar as condigdes e
exigéncias que determinam, nessa institui¢ao, as relacdes institucionais e pessoais
a objetos do saber, em particular, os objetos matematicos, as organizagcdes ou
praxeologias desses objetos que intervém no processo ensino/aprendizagem.

Portanto, a andlise institucional passa pelo estudo das organizacdes, das
préticas que se desenvolvem na institui¢cao em torno de objetos da aprendizagem
e das relagdes institucionais e pessoais com esses objetos.

Quando um professor, enquanto individuo da institui¢cao vai organizar o
assunto que pretende ensinar, uma das suas referéncias primordiais € a ementa
ou programa da disciplina proposto no PAC ou no PPP da institui¢do de
referéncia. O PAC/PPP revela a relacio institucional R(Z,0) da instituicio [/
com o objeto O que o professor deve ensinar. Assim, € interessante, em uma
andlise institucional, realizarmos o estudo do PAC/PPP que permite revelar a
relacdo institucional com o objeto O, assim como as exigéncias institucionais.
Tal estudo deve ser alimentado pela ecologia do saber, questionando sobre o
lugar e a funcdo do objeto O, a fim de evidenciar o habitat e o nicho ecolégico
de O.

Na abordagem ecoldgica de saberes, Chevallard (1992) define habitat
como sendo o lugar de vida e o ambiente conceitual de um objeto do saber.
Trata-se, essencialmente, de objetos com os quais interage, mas também das
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situacdes de ensino nas quais aparecem as manipulacdes e experiéncias
associadas. O autor define nicho ecolégico como sendo o lugar funcional
ocupado pelo objeto do saber no sistema ou praxeologia dos objetos com 0s
quais interage nas institui¢cdes. No caso particular das integrais miiltiplas
queremos saber o lugar ou diferentes lugares, de vida e funcional, desse objeto.
Ou seja, quais sdo os habitats e nichos ocupados pelas IM na instituicdo de
referéncia?

5.1 Analise institucional em torno das integrais multiplas

A UESC oferece dois curriculos para a formacdo em Matematica:
Bacharelado e Licenciatura, em vigor desde 1999. O curriculo de Licenciatura
foi reformulado em 2006. Antes desses cursos, existiam os cursos de Ciéncias
com habilitacdes em: Biologia, Fisica, Matematica e Quimica, nessa institui¢ao.
Os PAC dos cursos de Matematica em vigor colocam em prética dois
fluxogramas'® distintos. Na organizagdo desses PAC encontramos as integrais
como objetos de estudo na matéria chamada Cdlculo Diferencial e Integral
(CDI) ou simplesmente Cdlculo dividido em quatro disciplinas no Bacharelado
e em trés na Licenciatura. Na Figura 1 temos o resumo do ementario dos quatro
Célculos, no caso do Bacharelado. A primeira relagdo dos estudantes com essa
matéria acontece no segundo semestre em 1.

Calculo - T Cilculo - IT Cilculo - IIX Cilculo - IV

. Fungoes de uma
varidvel
. Limites

. Integrais simples
. Aplicagoes de integrais
. Técnicas de integragao

. Sequéncias e Séries
. Funcdes de v. varidveis
Limites

. Integrais Miiltiplas
Integrais duplas
Integrais triples

. Derivadas Derivadas e aplicacoes . Célculo vetorial

Figura 1 - Distribuicido dos contetdos das disciplinas de Calculo.

Assim, o CDI é presente nos trés primeiros anos de formacdo do
Bacharel em Matematica e nos dois primeiros anos do Licenciado, e constitui o
habitat das IM. Com efeito, o candidato em busca da formacao em Matemaética,
nessa instituicdo, tem duas opcdes. Essas opgdes tém uma particularidade
marcante: as disciplinas comuns nos dois cursos estdo distribuidas no segundo,
terceiro e no quarto semestres. Os estudantes tém a mesma relacio institucional
I com os objetos O de aprendizagem nesses semestres. Na entrada para o 3°

! Fluxogramas dos cursos de Matemdtica disponiveis no site (http://www.uesc.br/
colegiado_matematica/ index.php).
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ano, cada curso focaliza uma formacio especifica do profissional. Nesse contexto,

os PAC de [ sublinham:
O Bacharelado em Matemadtica visa preparar o profissional
para o estudo aprofundado da Matematica, preparando-o
para pés-graduagao em nivel de Mestrado e/ou Doutorado
em Matemadtica ou dreas afins, podendo também atuar como
professor universitario, pesquisador, consultor técnico,
além de outras op¢des ligadas ao comércio, industria e
Servicos.
A Licenciatura em Matemdtica visa preparar o profissional
que pretende dedicar-se a educagdo bdsica. Podendo
prosseguir seus estudo em nivel de Mestrado e/ou
Doutorado em Matematica, Educa¢do Matemadtica ou dreas
afins, permitindo-lhe atuar também como professor
universitario pesquisador.

Tanto no primeiro caso quanto no segundo, as integrais aparecem como
um dos objetos institucionais, indispensédvel para a formacdo dos profissionais
em Matematica. Uma vez que todo individuo que entra nessa instituicdo, em
busca da formagdo matemadtica, passa pelo ensino desse objeto, que na
organizagdo do CDI se estende de integrais simples as integrais multiplas. Nessa
extensdo, constatamos que as primeiras técnicas (t) de cdlculo de integrais
aparecem na disciplina intitulada Calculo II (Figura 1), através de integrais de
fungdes de uma varidvel ou Integrais Simples doravante identificadas por IS.
Algumas destas técnicas referem-se a tarefas 7 de calculos: de dreas de
superficies planas, de volumes dos sélidos de revolucao, de volumes por anéis
cilindricos e de volumes por se¢des transversais. Mais adiante, o ensino de
integrais miiltiplas é introduzido como prolongamento das IS no Calculo IV
(para Bacharelado) e no Calculo III (para Licenciatura). Portanto, as IS alimentam
o0s objetos com os quais interagem as IM, devido ao lugar importante atribuido a
no¢do de somas de Riemann na organizagdo matematica das integrais.

Observamos, igualmente, que tanto a Geometria Analitica quanto a
Geometria Descritiva interagem fortemente com as infegrais, nos programas
de CDI, devido ao lugar funcional ocupado pelo estudo de funcdes de uma e de
varias varidveis, e suas respectivas representacdes graficas no plano
bidimensional (2D) ou no espago tridimensional (3D). Além disso, é notédvel,
nesses programas, que a vida das integrais miltiplas € reforcada pelo estudo:
das integrais duplas, drea de regides planas e volume de sélidos, integrais duplas
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em coordenadas polares, drea de superficies tridimensionais, integrais triplas,
momento de inércia e centro de massa, coordenadas cilindricas e esféricas,
mudanca de varidveis e calculo vetorial. O estudo desse ultimo, por sua vez, é
suborganizado por: campos vetoriais, integrais curvilineas, independéncia de
caminhos, teorema de Green, teorema de Gauss e teorema de Stokes, fazendo
parte dos contetidos do ensino das integrais muiltiplas.

O ensino de integrais encontra, portanto, um lugar natural na organizacao
matematica do CDI. Nesse encontro, constatamos que ap6s o estudo de funcdes
de uma varidvel e de integral simples, chega-se ao estudo das fun¢des de vérias
varidveis que, entre outros objetos, alimentam o estudo das /M. Assim, podemos
dizer que o primeiro nicho das integrais miiltiplas € o nicho da andlise
matemdtica que caracterizamos aqui como nicho estrutural, no sentido em que
as IM vém completar um programa de estudo, reforcando uma coeréncia,
seguindo um esquema de dois segmentos (estudo de fungdes de uma variavel
real e de fungdes de varias variaveis reais) e trés tempos (definicdo/limite de
fungdes, calculo diferencial e cilculo integral). Além disso, as integrais muiltiplas
servem o cdlculo de dreas de superficies e de volumes de sélidos. Neste contexto,
as IM alimentam-se via gréficos, das técnicas de representagdo grafica, assim
como do raciocinio geométrico, ocupando, assim, um nicho geométrico que
caracterizamos aqui como nicho interpretativo. As integrais miiltiplas servem,
também, para calcular massa, momentos de inércia e varias outras nogdes
procedentes da Fisica. Encontramos, aqui, as aplicagcdes das /M ocupando um
nicho fisico que caracterizamos como nicho aplicativo.

Observamos que o contetido programético das IM € estreitamente ligado
ao de funcdes de vérias varidveis reais. Todavia, o lugar ocupado pelas fungdes
de diversas varidveis reais no Calculo IV (para Bacharelado) revela
funcionalidades distintas em relacdo a representacdo grafica no espago
tridimensional proposta no Célculo III, na medida em que, nesse dltimo, as fun¢des
de diversas varidveis sdo estudadas de maneira isolada, examinando-se uma
unica funcdo em cada tarefa. Enquanto que, na maior parte das situacdes de
resolucdo de problemas ou exercicios de aplicagdo propostos no Calculo 1V,
uma func¢do interage com outras para formar um dominio de integracdo, que é
um soélido delimitado pelas superficies de fungdes conhecidas. Com efeito, a
representacdo grafica no espaco toma outro status no estudo das integrais
miiltiplas em relacdo ao ensino precedente. Além disso, constatamos nos
ementarios do PAC que o CDI ndo € o tnico habitat das integrais na instituicao
1. Elas sobrevivem, também, em diversas disciplinas da formacdo em Matematica,
tais como: o Célculo Numérico, Func¢des Analiticas, Andlise Real II, Célculo

Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 44, p. 1261-1288, dez. 2012



1272 HENRIQUES, A.; NAGAMINE, A.; NAGAMINE, C. M. L.

Avancado, Fisica IV, formando, assim, um campo vasto de investigacio.

A andlise realizada até aqui, permitiu-nos identificar e evidenciar os
diferentes habitats e nichos ocupados pelas integrais miiltiplas na instituicao
1. Desde a criag@o dos cursos de Bacharelado e de Licenciatura em Matematica,
em 1999, nessa institui¢@o, o ensino das integrais miiltiplas encontra um lugar
no ensino de Calculo Diferencial e Integral, ocupando trés nichos: andlise,
geométrico e fisico.

Nao obstante, estamos interessados em saber, também, as praticas
institucionais propostas nessa instituicdo em torno do estudo das /M. Em outras
palavras, que tipo de tarefas, técnicas, tecnologia e teorias correspondentes ao
estudo de integrais miiltiplas em 1?7 Assim, para refinarmos a andlise institucional
com essa finalidade, nos propomos em analisar os livros diddticos mais utilizados
nessa instituicdo em torno do ensino das integrais miiltiplas, concentrando nossa
atencdo em um deles, com intuito de destacarmos a organizacdo praxeologica
das IM.

5.2 Analise de livros didaticos

Essa andlise possibilita o acesso dos elementos caracteristicos da relagcdo
institucional com o objeto do ensino visado, bem como das exigéncias institucionais
e das organizagdes propostas em torno desse objeto. Nesse tipo de analise
consideramos trés estruturas organizacionais, conforme o esquema abaixo (Figura
2)

Estrutura organizacional global do livro diddtico — trata-se da organizacdo que apresentamos em uma
[~ tabela a partir da identificacdo de todos os tépicos ou assuntos por capitulos propostos no livro em
questdo, destacando a quantidade de secdes e das paginas ocupadas por cada secdo no livro.

Estrutura organizacional regional do livro diddtico — refere-se a organizagdo que
apresentamos em uma tabela a partir da identificacdo das secoes, titulo das secdes que
compdem um tépico ou capitulo destacado na organizag@o global do livro, revelando (se
possivel) a quantidade de Defini¢des, Teoremas, Férmulas, Exemplos (que sdo exercicios
resolvidos), Exercicios propostos (que sdo exercicios ndo resolvidos, encontrados
geralmente no final da sessdo ou capitulo), e das paginas ocupadas pela segdo.

Estrutura organizacional local do livro diddtico — refere-se a
organizagdo que apresentamos em uma tabela a partir da
identificacdo das subsegdes, titulo das subse¢des que compdem um
tépico ou uma sessdo destacada na organizagdo regional do livro,
REGIONAL revelando (se possivel) a quantidade de Defini¢des, Teoremas,
Formulas, Exemplos (que sdo exercicios resolvidos), Exercicios
LOCAL propostos (que sdo exercicios ndo resolvidos, encontrados
geralmente no final da sub-sessdo, sessdo ou capitulo), e das paginas
ocupadas pela subsecao.

Figura 2 - Estruturas organizacionais do livro didatico
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Essas estruturas ou organizagdes didaticas proporcionam uma visao geral
dos objetos de estudo propostos no livro em andlise. Dependendo do interesse
do trabalho, o pesquisador pode restringir-se a uma das partes dessas estruturas.
Essa restrigdo favorece a consolidacdo dos conhecimentos em torno da
praxeologia correspondente, como se procede mais adiante. Com efeito, a andlise
de uma tdnica sessdo de um livro didatico é uma andlise local.

Os livros que nos referimos sdo elementos dos PAC mencionados
anteriormente, e sdo frequentemente adotados nessa institui¢do. Dentre eles,
selecionamos os que listamos no Quadro 4, e concentramos as nossas analises
em um deles (SWOKOWSKI, 1994). Essa escolha se justifica pelo fato de ser
o livro mais solicitado pelos estudantes na biblioteca da instituicdo de referéncia.
O Quadro 4 traz, também, as referéncias completas dos trés livros, onde P/n
indica o lugar que consta as /M em cada livro, P indica o nimero de paginas
ocupadas pelas IM e n o nimero total de piginas do livro.

Referéncia do livro
Titulo, autor, « tradutor » edicdo, editor, ano de edicio
Cdlculo com geometria analitica. SWOKOWSKI, Earl William. Tradug@o Alfredo Alves de Faria. 2 ed. Volume 100/763
2. Sdo Paulo Makron Books, 1994. -
O Cdlculo com Geometria Analitica. LEITHOLD, Louis. Volume II, Editora: HARBRA Ltda, Sdo Paulo, 1994. 109/760
Cdlculo. THOMAS, Jorge B. Jr. 11. ed. Americana. Sdo Paulo. Editora Pearson / Addison Wesley. 2009. 771647

P/n

Quadro 4 - Alguns livros de célculo contendo integrais miiltiplas.

Para conduzir a nossa andlise, nos baseamos no modelo praxeoldgico
apresentado anteriormente, e optamos por apresentar, inicialmente, a estrutura
organizacional global de Swokowski (1994), a fim de localizarmos o lugar de
vida das IM e dos objetos com os quais interagem. Localizado esse lugar,
descrevemos sua organizagdo para obtermos uma visdo geral desse objeto de
ensino, para, em seguida, analisarmos em detalhe, se¢do ap6ds secdo, a parte do
curso e a das tarefas propostas, as técnicas disponiveis para resolvé-las e suas
justificativas tecnoldgico-tedricas. O objetivo € colocar em evidéncia os tipos de
tarefas institucionais sobre IM propostas aos estudantes, na instituicio 1.

Vale sublinharmos que esse tipo de andlise pode ser desenvolvido sob
qualquer objeto de estudo. Nossa redag¢do ndo detalha as analises de todos os
pontos levantados acima, em funcdo da sua amplitude. O leitor encontrard o
estudo mais detalhado na tese do Henriques (2006).

5.2.1 Estrutura organizacional global do livro didatico

Todos os livros apresentados no Quadro 4 sdo tradugdes, para o
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portugués, das edi¢cdes americanas, todos com titulos originais Calculus. Dentre
esses livros, apresentamos, neste artigo, a organizacio global de Swokowski
(1994), livro composto de 19 capitulos, cujo inicio traz a apresenta¢do de um
formulario que compreende os seguintes elementos: Férmulas de derivadas e de
integrais - (uma pagina); Formulas® da geometria e figuras® - (uma péagina);
Expressoes algébricas* - (meia pagina); Formulas e graficos de geometria
analitica’ - (meia pagina); Férmulas trigonométricas® — (uma pagina).

O Quadro 5 apresenta os 19 capitulos, com os respectivos titulos dos
objetos de estudo, as secdes e a quantidade das paginas ocupadas pelo assunto.

Capitulos Assunto Secoes Paginas
01 Revisdo preliminar 03 38
02 Limite de funcdes 06 60
03 A derivada 09 67
04 Aplicacoes de derivadas 09 73
05 Integrais 08 63
06 Aplicag@o de integrais definidas 09 69
07 Fungdes logaritmicas e exponenciais 07 61
08 Fungoes trigonométricas reciprocas e hiperbélicas 05 36
09 Aplicagdes de integrais definidas 08 22
10 Formas indeterminadas e integrais impréprias 05 27
11 Séries infinitas 11 82
12 Tépicos de geometria analitica 05 40
13 Curvas planas e coordenadas polares 06 61
14 Vetores e superficies 07 63
15 Fungdes com valores vetoriais 07 35
16 Derivagio parcial 10 91
17 Integrais Multiplas 10 77
18 Calculo vetorial 08 59
19 Equacdes diferenciais 07 39
Apéndice -- 26
Respostas dos exercicios de nimero fmpar -- 70
Indice analitico -- 10

Quadro 5 - Estrutura organizacional global do Swokowski

Cada capitulo € dividido em secdes (de trés a onze, com uma média de
sete secdes) e terminado por exercicios cujos nimeros impares t€ém solugdes
sumdrias, fornecidas no final do livro. Cada secao é organizada de acordo com
o seguinte plano:

2 Area A, circunferéncia C, volume V, drea de uma superficie curva S, altura h, raio r.

3 Tridngulo retangulo, tridngulo, tridngulo equilétero, retangulo, paralelogramo, trapezdide, circulo,
setor circular, coroa circular, caixa retangular, esfera, cilindro circular reto, cone circular reto,
tronco de cone, prisma.

4 Potenciacio e radicais, valor absoluto, desigualdades, férmula quadratica, logaritmos, teorema
binomial.

> Férmula da distincia, equacdo de um circulo, coeficiente angular m de uma reta, forma ponto-
coeficiente angular, forma coeficiente angular-intercepto, grafico de uma funcio quadratica.

® Fungdes trigonométricas de angulos agudos, de angulos arbitrdrios, de nimeros reais, tridngulos
especiais, identidades trigonométricas, valores especiais de fungdes trigonométricas.
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* CURSO

* EXEMPLOS

« EXERCICIOS PROPOSTOS

Em todo o livro hd uma margem larga a esquerda (7,50 cm em relacio

a 20,60 cm de largura). Essa margem desaparece nas rubricas destinadas aos
exercicios ndo resolvidos e é, geralmente, vazia, utilizada eventualmente para:

llustragdo de figuras em preto e branco feitas com um
software (de maneira sistemdtica), mas, as vezes com
dificuldades de visualizacdo por serem apresentadas em
preto e branco. Elas sdo numeradas de forma continua ao
longo do capitulo (figura 17.1, figura 17.2 etc.). As figuras
exercem, por conseguinte, um papel isolado do corpo do
texto. Além disso, os softwares e as técnicas utilizados para
tragd-las nunca sdo evocados pelo autor.
Os titulos dos enunciados: defini¢coes, teoremas, métodos,
propriedades e formulas. Todos esses enunciados sdo
numerados de forma continua, independentemente das suas
categorias no capitulo. Por exemplo, a defini¢do 17.4 pode
suceder o teorema 17.5 em seguida, a defini¢do 17.6 que
corresponde ao teorema de Fubini etc. Todos os
enunciados assim numerados sdo enquadrados
sistematicamente com um fundo em cinza claro. Em geral, o
titulo do enunciado revela claramente o objeto
correspondente. Exemplo: definicdo de integrais iteradas
(17.7); teorema para o célculo de integrais duplas (17.8);
volume como limite de somas duplas (17.9); diretrizes para
achar a drea de uma regido R por meio de uma integral
dupla (17.11).: (HENRIQUES, 2006, p.57).

A parte Curso comega com o titulo de cada nova secdo e nela intercalam-
se os exemplos, que sdo exercicios resolvidos, numerados de forma continua e
apresentados da seguinte forma:

* EXEMPLO n enunciado onde n é o nimero do exemplo.

» SOLUCAO sequéncia de uma solu¢do detalhada.

Cada secdo termina com um conjunto de exercicios propostos. Como ja
foi dito, uma resposta rapida dos exercicios de nimero impar é dada no fim do
livro. Em geral, alguns exercicios sdo agrupados por pacotes correspondentes a
um mesmo tipo de tarefas. Isso deixa supor que s@o mais exercicios de
treinamento do que exercicios de investigacdo. Podemos, por conseguinte, dizer
que os exercicios propostos sio elaborados para permitir ao estudante estabilizar
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ou mobilizar conhecimentos adquiridos no Curso e as técnicas rotineiras para
resolver tipos de farefas bem selecionadas. O trabalho do estudante €, por
conseguinte, balizado, eliminando algumas subtarefas preliminares na
determinacdo da natureza de algumas tarefas. Consequentemente, o efeito
topdzio do estudante € reduzido a um mimetismo sobre farefas identificadas
com técnicas colocadas em evidéncia durante o Curso. Por exemplo: na tarefa

calcular a integral dupla dada por, J'lzj'lz(x+y)dydx ¢ eliminada da pratica

efetiva do estudante a subtarefa de estabelecer essa integral. Com efeito, uma
interpretacdo geométrica da tarefa permite mobilizar competéncias de célculo
de volume do sélido compreendido entre o plano dado pela equacdo z = x+y
(correspondente a funcdo a integrar f{x,y)=x+y) e a sub-regido (dominio de
integracdo) do plano-xy, dada analiticamente por R={(x,y); 1 <x <2, 1 <y <2).
Com a eliminagdo dessas subtarefas, sobra, para o estudante, apenas a tarefa
de realizar os célculos.
Alguns exercicios propostos nesse livro sdo precedidos de um simbolo,
cuja explicagdo é dada no prefécio do livro, quando o autor sublinha:
Como os estudantes podem ter acesso a diversos tipos de
calculadoras ou computadores, ndo procuramos categorizar
os exercicios marcados com C. O enunciado de um problema
deve proporcionar informagdes suficientes para indicar ou
sugerir o tipo de calculadora ou computador disponivel
para obter uma solu¢do numérica. Por exemplo, se um
exercicio indica que se deve aplicar a regra de trapezoidal
com n = 4, qualquer calculadora é adequada, desde que a
fungdo ndo seja muito complicada. Ja que para n = 20, é
recomendavel uma calculadora programavel ou um
computador. Se a solucdo de um exercicio envolve um
grafico, pode ser adequada uma calculadora que imprima
graficos; todavia, funcdes ou superficies complicadas
podem exigir um equipamento computacional sofisticados

[..] (SWOKOWSKI, 1994, prefécio).

Contudo, n6s acreditamos que o uso da calculadora ou computador para
a resolucdo de problemas/tarefas como das integrais ndo se acomoda,
naturalmente, nas praticas institucionais dos estudantes. Para isso, € necessario
o desenvolvimento de técnicas instrumentais (tema que ndo discutimos neste
artigo). Nenhum simbolo indica o nivel de dificuldade das rarefas. Em
contrapartida, € dito claramente no prefacio que “as listas de exercicios comegcam
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com problemas de rotina e progridem gradativamente até aos exercicios mais
complexos”. Assim, podemos notar que o livro segue uma organizagio didatica
cléassica, onde o estudante é guiado a partir de situagdes mais simples para as
mais complexas. A seguir apresentamos a organizacdo regional do habitat das
integrais miltiplas desse livro.

5.2.2 Organizacao regional do livro didatico

A organizagdo regional permite evidenciar os objetos de estudo tratados
em um determinado capitulo do livro em anélise. No nosso caso, nos referimos
ao capitulo 17 de Swokowski (1994) que trata do estudo das integrais miiltiplas,

organizado como segue:

Tabela 1 - Estrutura organizacional regional (capitulo 17) do livro Swokowski

Secio  Titulo da se¢io Def Teo Cor For Ex Exo Pq P
17.1 Integrais duplas 06 02 - - 07 54 09 11
17.2 Area e volume 02 02 - - 04 34 08 09
17.3 Integrais duplas em coord. Polares - 02 - 01 05 34 06 07
17.4 Area de uma superficie 01 - - 01 02 16 04 03
17.5 Integrais triplas 04 03 - - 07 36 09 11
17.6 Momentos e centros de massa 04 01 - - 07 32 10 08
17.7 Coordenadas cilindricas - 02 - - 06 40 05 08
17.8 Coordenadas esféricas - 02 - - 06 42 07 06
17.9 Mudanga de variaveis e jacobianos 02 02 01 01 06 38 08 12
17.10 Exercicios de revisao 53 14 02
Total 17 16 01 03 50 378 78 77

Def = Defini¢oes, Teo = Teoremas, Cor = Corolérios, For = Férmulas, Ex = Exemplos, Exo = Exercicios, Pq = Pacotes, P=Pagina.

Em cada secdo, os exercicios (Exo) nio resolvidos que se encontram
no final da secdo, sdo agrupados por pacotes (Pq), que denotamos por e, 1]
com j <k; jk€ N ecorresponde a um tipo de farefa. Gostariamos de apresentar
aqui as andlises correspondentes a cada objeto apresentado na Tabela 1, secao
por secdo. Contudo, em fun¢@o de suas amplitudes, neste artigo apresentamos,
exclusivamente, a andlise local da parte Curso da primeira secdo (17.1) e
concluimos o artigo com os resultados globais da analise desse capitulo.

5.2.3 Analise local do livro didatico: o caso das integrais duplas no
Swokowski

Como podemos observar na Tabela 1 o habitat de integrais duplas
nesse livro contém 6 defini¢des, 2 teoremas, 7 exemplos e 54 exercicios agrupados
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em 9 pacotes. Para introduzir o ensino de integrais duplas de fungdes de duas
varidveis definidas em regides R do plano-xy, o autor faz analogia formal com o
estudo de integrais simples de fungdes de uma varidvel, considerando os quatro

passos que reproduzimos abaixo:
1. Particionar [a, b] escolhendo a = x < x, <...<x =D.
2. Para cada k, escolher um nimero w, no subintervalo [x,_,
x].
3. Formar a soma de Riemann %, f{w)Ax, com Ax =x, —x_
4. Se ||P|| € a norma da parti¢do (o maior Ax,), entdo

If(V)cbf—“hHmto(WA Ay . Se f € ndo-negativa em [a, b], entdo a

soma de Riemann do passo 3 ¢ uma soma de areas de retangulos

de alturas associadas ao valor funcional de w, no subintervalo
[x,,» x,]. Essa soma tende para a drea da regido sob o grafico

dafem [a, b]. (SWOKOWSKI, 1994, p.460).

No caso das integrais duplas, o primeiro passo corresponde a particao
da regido R de integracdo. Referindo-se a um capitulo anterior (6.1) o autor
limita-se a subdivisdo da regido R em um nimero finito de sub-regides que ele
chama de regides do tipo R ou R obtidas por meio de uma rede de retas paralelas
aos eixos coordenados.

R, designa uma regido (Figura 3 (i)) compreendida entre duas curvas de equagdes y=g,(x) €
y=g2(x) tal que g,(x)=< g,(x) para todo.xem [a, b] onde a e b sdo os extremos da abscissa do ponto (x,
y) da regido.

R, designa uma regido (Figura 3 (ii)) compreendida entre duas curvas de equacdes x=/;(y) €
x=h(y) tal que h;(y)=<hy(y) para todoy em [c, d] onde ¢ e d sdo os extremos da ordenada do ponto
(x, y) da regiao.

® Y (i) r ¥
Regido R, Regido R,
B L an B e
. d o
x=m(»)
. -y =g (x) '
| | ¢ A
| |
I a b X ‘ x

Figura 3 - Tipo de regides (R ou R )de integracao dupla (Figura extraida do
Swokowski (1994, p. 466))
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O conjunto de retangulos, ditos elementos de drea, interiores a R constitui
uma parti¢do interior P de R que o autor denota por {R }, € 0 comprimento da
maior diagonal de todas as R,, por ||P|| chamado de norma da parti¢do de R.
Além disso, observamos também que Ax, denota a drea da sub-regido R,.

Com essas notacdes, o autor apresenta formalmente o que ¢ uma soma
de Riemann de func¢des de duas varidveis conforme a defini¢do (17.1). O conceito
de integral de uma fungao vai, por conseguinte, confrontar-se com o da existéncia
de soma de Riemann. Com efeito, as no¢des de integrabilidade, suas condicdes
e suas propriedades sdo inquestiondveis no sentido amplo de fungdes.

Questiona-se, contudo, sobre o limite da soma de Riemann quando a
norma da particio tende a 0. O autor admite que, se a fung@o € continua em R,
o limite existe, e recorda a defini¢do classica em (€,0) (defini¢do 17.2). Em
seguida, enuncia a definicio da integral dupla de f sobre R que reproduzimos
como segue:

Seja fuma fun¢@o de duas variaveis definida em uma regifio R. A integral

dupla de f'sobre R, denotada por [k f (. y)dA é
Rfff(xs y)dx =lim X f(x,, y,)dA,

lal=0 &

desde que o limite exista.

O autor recorda que uma condi¢ao suficiente da existéncia da integral é
dada pela continuidade da funcdo, sem analisar essa informac¢do no contexto
topoldgico do espaco vetorial normalizado. Com efeito, admite-se que apenas as
fun¢des continuas sobre regides limitadas sdo utilizadas na organizagdo
matemética desse objeto do saber, sem a necessidade de se verificar se as sdo
efetivamente. Por conseguinte, a questdo da existéncia da integral € afastada
totalmente do fopos do professor, ela ndo é colocada em cheque, nem nos
exemplos e muito menos nas tarefas propostas. Além disso, a generalizagdo de
integrais para dominios ilimitados ndo € prevista nessa organizagao.

Ap6s a apresentacdo da defini¢do formal, o autor habilita-se a trabalhar
com a relacdo entre o volume de um solido e o cdlculo de uma integral
dupla, enfatizando que “as somas de Riemann e a integral dupla gozam de
uma interpretacdo geométrica ttil”. Limitando-se ao caso em que f'¢ uma funcao
continua e positiva em R. Para esse caso, o autor denota por S o grafico de fe
por Q o sélido limitado por S, pelo plano-xy e pela superficie cilindrica gerada
pelas paralelas ao eixo-z e passando sobre a fronteira de R, conforme ilustra a
figura 4, extraida do Swokowski (1994, p. 463). Constatamos, ai, a existéncia de
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funcdes de mais de uma varidvel interagindo no espaco com gréficos de equagdes
a fim de formar o contorno do sélido Q’.

z=f(xy)

I= (v

P(, v, 0) R x

Figura 4 - Figuras 17.4 e 17.5 em Swokowski (1994, p. 463)

Vale sublinhar que o produto f(x,, y )AA, € o volume do prisma de base
retangular de drea AA na ilustragdo a esquerda da Figura 4. A soma de volumes
de todos os prismas (ilustracio a direita) € uma aproximacao do volume V de Q.
Como essa aproximag¢ao melhora quando || | tende a 0, V é definido como o
limite de somas dos ndmeros f(x,, y JAA, quando || Al tende a 0. Assim, o autor
fornece a seguinte definicio em concordancia com a definicao anterior.

Seja fuma funcdo continua de duas varidveis, tal que f(x,

¥)%0 para todo (x, y) em umaregido R. O volume V do sélido

compreendido entre o grafico de z =f(x,y) e acimade R €
V=/f(x, y)dA

O autor enfatiza, logo apds, que com excecao de casos elementares, é

virtualmente impossivel achar o valor de uma integral dupla [f f(x, y)d4
diretamente a partir da defini¢do (17.3). Entretanto, se R € uma regido R _ou R,
a integral dupla pode ser calculada por meio de duas integrais sucessivas. Em
seguida vem um resultado (17.6) que na realidade consiste no feorema de Fubini
nao enunciado como tal nesse livro.

L reemaa=1] Loy Jas (1)

“Def.17.6 Lo ron
Ic J.a f(x’y)dA :J.c [Ia f(x’ y)dx:|dy (2)

7 Essa interagdo se constitui em um novo tipo de farefas para o estudante, uma vez que no ensino que
precede as IM, trata-se do estudo de uma funcio em cada tarefa. Essa interag@o traz novas dificuldades
ao estudante, uma vez que a visualizacdo no espaco tridimensional ndo é uma tarefa fécil.
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Dois exemplos (01 e 02) vém depois dessa defini¢do e permitem validar

o resultado precedente. Os dois exemplos apresentam, na verdade, a mesma

integral, colocando-se em evidéncia a inversdo de ordem de integracao. Assim,

encontramos, aqui, a primeira técnica ¢ de integracao que denotamos por Idt1 e

que permite realizar um tipo de tarefa de integrais duplas denotado por 1dT1

correspondentes a um género de tarefa: calcular uma integral miiltipla a
saber:

1dT1: Dada uma regido retangular R do plano-xy e uma

funcdo de duas varidveis, calcular a integral dupla sobre R.

Esse tipo de tarefa € realizado utilizando-se a técnica Idtl. A notar
que, nesse tipo de tarefa, o dominio de integracdo e a funcdo a integrar sio
fornecidos. A acdo do estudante consiste apenas na execucao dos célculos
passando pela realizacdo das seguintes subtarefas: escolher a ordem de
integracgdo, estabelecer a integral, calcular as primitivas, aplicar
sucessivamente o teorema fundamental do cdlculo e realizar o cdlculo
numérico. Contudo, as duas primeiras subtarefas poderdo nao fazer parte da
tarefa do estudante, € o caso em que IdT! traz a representacdo algébrica do
calculo da integral previamente estabelecia. Sdo os tipos de casos que ji nos
referimos, nos quais o efeito topdzio do estudante é reduzido num mimetismo
sobre tarefas identificadas na praxeologia com técnicas colocadas em evidéncia
durante o Curso.

A segunda técnica Id12 apresentada pelo autor permite a realizacdo do

seguinte tipo de tarefas 1d72.
1dT2: Dada umaregido R qualquer do plano-xy e uma fungéo
de duas variaveis, calcular a integral dupla sobre R.

Idt2  corresponde ao teorema (17.8)(i) dado por

. _ob[ g2 - ~ .2
« fRJf(XJ)dA—L[ o) f("’y)dy]d" “onde g, e g, sdo fungdes de uma varidvel,

continuas em [a, b] e fuma funcdo de duas varidveis, continua na regido R. Os
tipo de tarefas que requerem essa técnica exigem mais o estudante na modelagem
das situacdes correspondentes do que o primeiro tipo. Além disso, a possibilidade
da inversdao da ordem de integracdo, nesse tipo de tarefa, leva a consideracio
de uma técnica Id72’ favorecendo a realizagdo de tarefas do mesmo tipo IdT2.
Essa técnica (consequéncia do teorema de Fubini) é apresentada nesse livro
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pela expressdo do teorema (17.8)(ii) dado por [J /(x-»)d4= [ [Lxh.z((f;)f (xy )dx} 4 onde

h, e h, sdo fungdes continuas em [c, d] e f continua em R.

Constatamos que IdT1 e 1dT2 sdo dois tipos de rarefas sutilmente
distintos. As técnicas associadas nao sdo completamente as mesmas. Com efeito,
o teorema de Fubini é sempre valido para IdTI e ndo para IdT2. Para isso, €
suficiente considerar g (x) = -x e g,(x) = 4x-x*, Vx € [0,5]. Nesse caso a
aplicacdo da técnica Id72’ nao € direta. Ela passa pela decomposicdo de R em
sub-regides.

Os teoremas correspondentes as técnicas que destacamos acima nao
sdo apresentados, no livro referido, com demonstracdes mateméticas rigorosas.
O autor assegura-se que tais demonstracdes sdo objetos de textos mais
avangados.

Até o momento, podemos afirmar que a tecnologia do calculo de
integrais duplas revela duas técnicas de referéncia Idtl, Idt2 e dois tipos de
tarefas 1dT?2 e 1dT2. Nessas tarefas observamos que a no¢do de simetria aparece
em grande nimero delas, mas é colocada em evidéncia na organizacdo em
geral como meio de simplificar o célculo de integrais. Além disso, existe um
interesse muito grande da parte do autor em abrir discussdes entre registros de
representacdo, na medida em que quase todas as resolucdes de tarefas,
apresentadas como exemplos, sdo acompanhadas de um desenho. Além da
propria linguagem materna, constatamos a abundancia de registros algébricos e
analiticos. Contudo, esses Ultimos estdo, em geral, implicitos no cdlculo de
integrais.

De um modo geral, na organizacdo praxeologica das IM aparece
uma subtarefa em grande nimero de exemplares e alimenta o nicho geométrico.
Essa subtarefa representa um exercicio emblemadtico, trata-se de:

Calcular o volume de um sélido delimitado por superficies de equacdes
conhecidas.

Neste tipo de farefa, a maioria dos problemas resolvidos nesse livro
fornece, no inicio da solu¢do, uma representacio gréfica do sélido (dominio de
integracao) e/ou das superficies que o delimitam feitas no computador, sem que
seja explicada a maneira como foram realizadas. Todavia, o autor espera um
uso importante dessa representacao grafica na modelagem da integral miiltipla.
Para ilustrar nossa constatacao, eis um exercicio, do tipo emblemadtico, extraido
desse livro.

Calcule o volume do sélido delimitado pelo cilindro y= x2 e pelos planos
y+z=4 e z=0.
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A solucdo proposta no livro comeca assim:

A Figura 17.41 (i) ilustra o sélido... A regido R no plano-xy aparece
na figura 17.41(ii), juntamente um retangulo correspondente a primeira integral.
Aplicando (17.19) com f{x,y,z)=1, temos:

(i)

O teorema 17.19 consiste na equagao algébrica de cdlculo da integral
tripla dada por:

V=[Afah dedvde= A [2] dvde
= [ [5 (4= y)dydx =I22[4y—; y{dx

2
2 2 1 45 1 } 256
=[58—4x"+—xNd=|8x—x +— ¥ | ==—=17.
Rl 2 { 37107 ], 15

0 R ki(x.y)

ko (x,y)
Il fx, y,z)deﬂ{ [ flx, y,z)dz}dA que antecede esse exemplo no curso.

Figura S - Resolugao Swokowski (1994, p. 503)

Desse exemplo, destacamos cinco registros de representacdo
frequentes no ensino de integrais miiltiplas. Tais registros ndo sao caracterizados
como tal nesse livro, que sdo: registro grdfico, analitico, algébrico, numérico
e a propria linguagem materna. Desse destaque emergem as seguintes
perguntas: Como sdo construidos os grdficos ou superficies de equagoes
conhecidas utilizando o computador? Os s6lidos considerados nos exercicios
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do tipo emblematico sao objetos do espaco tridimensional delimitados por partes
de superficies em questdo, caracterizando-os como sélidos isolados, conforme
mostra, por exemplo, a Figura 5. Como se obtém esse tipo de solidos isolados
enquanto produto do computador? Como é feita a coordenacdo entre esses
registros de representa¢do?

Constatamos, ainda, que o exercicio emblemdtico contém tarefas
realizdveis com as técnicas de integrais simples (s6lidos de revolucdes, secdes
transversais, anéis cilindricos). O exercicio precedente, por exemplo, poderia
ser resolvido com uma dessas técnicas. De fato, do ponto de vista geométrico,
um corte por um plano perpendicular ao eixo-x, para x compreendido entre -2 e
2, é um triangulo de area A(x). O volume do sélido é, portanto, a soma dessas
areas para x variando de -2 a 2. Ou seja, a integral simples

2 2 4
B ~ 5 Xt 256
Vo= J.A(x)dx—ZJ.[S—4x +2]¢;_15._
2 0

4
A(x) =8 —4x? +"7

(1) Sélido Q (2) corte de Q por um plano
perpendicular ao eixo-x

Figura 6 - Calculo de volume do um sélido por método de se¢des transversais ou
divisdo em fatias.

Entretanto, essas técnicas sdo apagadas na organizagdo das IM pelo
efeito do contrato didatico e das exigéncias institucionais que impdem a
mobilizagdo dos conhecimentos préprios das /M e das técnicas que chamamos
de transformacgdo de volume por Integrais Duplas (tvID) e transformagdo
de volume por Integrais Triplas (wlIT).

5.2.4 Dois modelos praxeolégicos inversas entre si

Podemos concluir que tanto a organizagao global do livro, quanto a local
IM revelam uma praxeologia usual, que parte da apresentacdo tedrica dos
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conteddos, do bloco logds [8/0] para o bloco praxe [T/z]. Isto €, de fora para
dentro como mostra esquema da Figura 7:

Figura 7 - Praxeologia Usual

Nessa organizagdo, as tarefas propostas aos estudantes, que se
encontram sistematicamente no final de cada sec¢do sdo, em geral, aplicacdes
imediatas dos conceitos ou técnicas vistas no bloco logds. Ora, o processo
heuristico de calculo de uma integral constitui-se de fases de modelizacdo didética
de problemas. Todavia, essa modelizacdo é implicita na praxeologia das IM.
Além disso, notamos que a representagdo grdfica ocupa um espago significativo
nessa organizacdo, porém, ¢ do dominio do professor. Ela ndo é transformada
em tarefas explicitas com praxeologias associadas.

Os métodos de obtencdo de um sdlido isolado sdo escondidos do
estudante, na medida em que inexistem técnicas explicitas no livro que possam
permitir a obtencio desse tipo de sélido. Parece-nos que o autor do livro espera
que o estudante leia (ou que reproduza) os graficos presentes no livro. Enquanto
que nos exercicios que lhe sdo propostos, sistematicamente no final de cada
secdo, este deve produzir, por si, esse tipo de grafico e utilizi-los na realizacao
da tarefa. Além disso, a articulagdo entre registros grdficos e analiticos nao é
trabalhada. A nosso ver, essa articulagdo exerce um papel fundamental na
conceitualizacio, bem como na mobilizagdo dos problemas de célculo de integrais
miiltiplas, sem perda de vista dos conhecimentos geométricos de objetos
envolvidos.
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Figura 8 - Praxeologia Modelada

Vale sublinharmos que, a partir dessa andlise, € possivel construirmos
uma sequéncia diddtica (SD) constituida de tarefas provenientes ou nao do
livro considerado, til para estudo das praticas efetivas de estudantes em torno
do objeto O (integrais muiltiplas) na institui¢@o de referéncia. Uma SD permite
a inversdo de uma praxeologia usual destacada numa andlise institucional.
Chamamos a praxeologia inversa da usual, de praxeologia modelada
esquematizada na Figura 8. Nessa praxeologia, a evolugdo dos estudos € motivada
por resolucdo de problemas ou tarefas relativas aos conceitos ou objetos
institucionais que se pretende ensinar. E de notar que uma praxeologia nio exclui
a outra. Pelo contrario, ambas se complementam. Todavia, a nossa experiéncia
tem mostrado que, em disciplinas como CDI, que requerem muita pratica de
estudantes, torna-se fundamental o uso da praxeologia modelada. Para isso, a
realizac@o de andlise a priori de uma SD pelo docente € uma pratica indispensavel.

6 Conclusao

Neste artigo nos preocupamos em discutir questdes institucionais que
envolvem objetos do saber e seus reconhecimentos como objetos de estudo na
instituicdo de referéncia. Esse reconhecimento motiva o estudo de praticas
institucionais envolvidas na formacao de recursos humanos, em particular os
estudantes dessa institui¢do, em torno do objeto visado. Assim, a fim de contribuir,
operacionalmente, com as pesquisas que podem desenvolver trabalhos nessa
linha de pensamento, definimos, inicialmente, o que entendemos por instituicdo
de referéncia. Baseando-nos na teoria antropoldgica do didatico, recorremos
as nocdes de relacdes institucionais e praxeoldgicas desenvolvidas por
Chevallard (1992) para conduzirmos a andlise institucional em torno de um objeto
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do saber, em particular, as integrais miiltiplas, tomando como instituicdo de
referéncia os cursos de Matematica da Universidade Estadual de Santa Cruz.
Com efeito, escolhemos alguns livros didaticos frequentemente utilizados no
ensino de integrais miiltiplas nessa instituicdo, a partir do projeto académico
curricular dessa institui¢do. Para delimitarmos as analises, centramos o trabalho
em um desses livros (SWOKOWSKI,1994).

A andlise desse livro permitiu-nos destacar uma praxeologia usual da
instituicdo em torno das IM, que coloca em evidéncia os tipos de tarefas e as
técnicas disponiveis para a realizacio dessas farefas na relacdo dos estudantes
com esse objeto de estudo. As andlises correspondentes permitiram revelar
uma problemadtica em torno do ensino das infegrais multiplas que, a nosso ver,
nunca tinha sido discutida no ambito de pesquisas em Educagdo Matemética no
ensino superior. Trata-se da coordenacdo entre registros de representagdo no
processo heuristico de calculo de integrais miiltiplas. Percebemos claramente
a existéncia de varios registros que interferem nas técnicas de célculo de
integrais. Com efeito, em quase todo habitat de integrais muiltiplas, em todos
os livros selecionados no Quadro 4, o nicho geométrico é o mais designado,
com representacdes graficas feitas no computador sem que sejam ensinadas as
técnicas (t) de suas realizacdes. Os graficos aparecem bruscamente, como algo
proveniente do céu. Todavia, os autores se apdiam fortemente em tais
representacdes no processo heuristico de célculos de integrais.

O registro analitico dos fenomenos estudados exerce um papel
fundamental, mas esse registro ndo aparece de forma explicita na praxeologia
das IM. Além disso, na realizacio das tarefas do tipo emblemdtico, a dificuldade
ndo se resume na visualizacdo de superficies no espaco tridimensional. Mesmo
nas tarefas que envolvem superficies elementares, pode-se deparar com uma
tarefa complexa, em que a mobilizagdo da no¢do de simetria pode ser
fundamental. Com efeito, sem a realizacdo de uma andlise a priori das tarefas
propostas, que permita compreender as variaveis visuais dos graficos e simbdlicos
correspondentes, fica dificil avaliar o nivel das dificuldades das tarefas, olhando
apenas nas equagdes fornecidas nos enunciados.

Por hipétese, a realizagdo de um problema do tipo emblemdtico por
estudante, passa pela produgdo de representacdes grificas correspondentes,
mesmo que nao sejam solicitadas explicitamente no enunciado. A priori, essas
representacdes sdo dificeis, e ndo sdo ensinadas explicitamente na praxeologia
destacada nesses livros, e se constituem numa problemadtica para um educador
interessado com a formacdo do estudante com essas competéncias. A hipdtese
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acima pode ser validada mediante aplicacdo de uma sequéncia diditica na
institui¢do de referéncia.

Para finalizar este artigo, afirmamos que a andlise institucional permite
identificar as condicdes e exigéncias que determinam, numa instituicao, a
organiza¢do praxeologia de objetos de estudos; fornece indicios de tipo de
tarefas que podem ser consideradas numa sequéncia diddtica til para o estudo
de préticas institucionais em torno desses objetos na instituicdo de referéncia,
favorecendo, assim, o desenvolvimento da praxeologia modelada, cujas andlises,
tanto a priori quanto a posteriori, podem ser realizadas com base na abordagem
praxeolégica de Chevallard.
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