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Algunos Indicadores del Desarrollo
del Esquema de Derivada de una Funcion

Some Indicators of the Development of Derivative

Schema
Gloria Sanchez-Matamoros”
Mercedes Garcia™
Salvador Llinares™
Resumen

El objetivo de esta investigacion es caracterizar algunos indicadores del desarrollo del
esquema de derivada en estudiantes de pos-secundaria. Usamos los niveles intra, inter
y trans del desarrollo de un esquema propuestos por Piaget y Garcia para caracterizar el
uso flexible que los estudiantes hacen de la equivalencia logica entre diferentes
elementos matemdticos cuando resuelven un problema, como un indicador del desarrollo
del esquema de derivada. Este indicador ayuda a explicar la transicién entre los niveles
inter y trans de desarrollo del esquema derivada.
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Abstract

The aim of this study is to identify some indicators of post-secondary students’
development of derivative schema. In order to identify these indicators we use intra,
inter and trans levels of development of a schema provided by Piaget and Garcia. We
argue that students’ flexible use of the logical equivalence between mathematical elements
when solving a problem is an indicator of the development of the derivative schema.
This characterization helps to explain the transition between the levels inter and trans of
the development of derivative schema.

Keywords: Development of Understanding. Schema. Levels of Development of a Schema.
1 Introducciéon

El andlisis de la comprensién del concepto de derivada ha sido abordado

desde distintas perspectivas utilizando diferentes constructos teéricos:

- Esquema conceptual (AZCARATE, 1990) e imagen del concepto
(TALL, 1989).

- Mediante una aproximacion piagetiana del conocimiento a través de la
teoria APOS: Accidn, Proceso, Objeto y Esquema, que es una
reformulacién y adaptacién de las ideas de Piaget al aprendizaje de
las matematicas (ASIALA et al., 1997; DUBINSKY, 1991) y al
desarrollo de un esquema (BAKER; COOLEY; TRIGUEROS, 2000;
CLARK et al.,1997; GARCIA; LLINARES; SANCHEZ-
MATAMOROS, 2011; SANCHEZ-MATAMOROS, 2004;
SANCHEZ-MATAMOROS; GARCIA; LLINARES, 2006).

- Considerando el papel de las representaciones en el desarrollo de los
significados (FONT, 1999; HABRE; ABBOUD, 20006)

- Las teorias de la reificacion (SFARD, 1992), que se centran en los
vinculos proceso-objeto (ZANDIEH, 2000).

Estas investigaciones muestran:

- la existencia de conflictos e inconsistencias entre las construcciones
que realizan los estudiantes y los significados formales que presentan
los libros de texto (FERRINI-MUNDY; GRAHAM, 1994);

- la influencia de los contextos (AZCARATE, 1990) y de los modos de
representacion grafico y analitico en la construccion de los significados
por parte de los estudiantes (FERRINI-MUNDY; GRAHAM, 1994);

- asi como la importancia de la relacién entre la nocién de derivada en
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un punto ( f'(a)) y la funcién derivada ( f'(x)) (BADILLO;
AZCARATE; FONT; 2011).

Ademéds, estas investigaciones han identificado dificultades referidas a
la comprension de la diferenciacion y a la grafica asociada a la idea de velocidad
de cambio (ORTON, 1983). En particular, las dificultades de los estudiantes en
relacionar los modos de representacion grafico y analitico se ponen de manifiesto
cuando en contextos graficos los estudiantes solicitan la expresién analitica de
la funcidén para resolver determinadas cuestiones (ASIALA et al., 1997). En
este contexto el uso de los registros grafico y algebraico apoya la comprension
de la derivada como modelo matemético de conceptos econémicos (ARIZA;
LLINARES, 2009).

Algunas de estas investigaciones han caracterizado la comprension de
los estudiantes de la derivada considerando su comportamiento ante aspectos
caracteristicos de las funciones, como la existencia de puntos cuspides, tangentes
verticales, cambios en las condiciones de continuidad y caracteristicas de la
segunda derivada (BAKER; COOLEY; TRIGUEROS, 2000). Por ejemplo, Biza
y Zachariades (2010) indican que los estudiantes preuniversitarios, como
consecuencia de no haber construido una imagen apropiada de la idea de tangente,
tenfan dificultades en el uso de las tangentes en un punto de inflexién o en
entender lo que significaba que la recta tangente tuviera mds de un punto en
comun con el gréafico.

Estas investigaciones aportan informacion sobre las caracteristicas de
la comprensién del concepto de derivada y han empezado a proporcionar
indicadores de como se desarrolla dicha comprension en tres &mbitos. El primero,
relativo a la relacién entre los conceptos de razén de cambio y cociente
incremental. El segundo, el papel desempefiado por los sistemas de representacion
cuya integracién es necesaria para el desarrollo del esquema. Finalmente, la
relacion entre la derivada de una funcién en un punto, la funcién derivada y el
operador derivada (SANCHEZ-MATAMOROS; GARCIA; LLINARES, 2008).
Esta informacién nos ha permitido conocer mejor las caracteristicas de la
comprension del esquema de derivada y algunas de las dificultades de los
estudiantes pero no aportan indicadores de su desarrollo.

2 Marco tedrico

Una manera de caracterizar el desarrollo de un esquema es a través de
la metéfora de la construccién de un objeto que se puede manipular en si mismo
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a partir de un proceso que, generalmente, es realizado paso a paso (SFARD,
1992; TALL et al., 2000). En particular, la aproximacion al desarrollo de un
esquema propuesto por Piaget y Garcia (1982) permite abordar la caracterizacion
en el caso de la derivada de una funcién. Un esquema es “la estructura o la
organizacion de acciones, tales como se transfieren o se generalizan con motivo
de larepeticion de una accién determinada en circunstancias iguales o andlogas”
(PIAGET; INHELDER, 1978, p. 20).

Piaget y Garcia (1982) caracterizan tres niveles, intra, inter, trans,
mediante un mecanismo denominado abstraccion reflexiva (reflective
abstraction en inglés). Este mecanismo cognitivo permite a los individuos generar
de manera paulatina conexiones entre diferentes items cognitivos mediante dos
procesos. Por una parte, una proyeccién de algo conocido en un nivel hacia otro
nivel (reflechissement) y una reflexion en el sentido de una reconstruccién
cognitiva (mds o menos consciente) o reorganizacion de lo que ha sido transferido
(PIAGET, 1975, p. 41). En estos momentos es posible distinguir el desarrollo
como un proceso de construccién y el pensamiento como un proceso de
tematizacion retroactiva (a reflecting on reflection; abstraction reflechie —
reflected abstraction or pensee reflexive- reflective thought). Los diferentes
niveles construidos de esta manera permiten usar las conexiones que un individuo
puede hacer entre construcciones particulares dentro de un esquema y la
coherencia de estas conexiones para describir el desarrollo de un esquema. De
manera particular los niveles intra, inter y trans propuestos por Piaget y Garcia
(1982) pueden describirse como:

* Intra:

[...] lo propio de este periodo es el descubrimiento de una
accidn operatoria cualquiera, y la bisqueda del analisis de
sus diversas propiedades internas o de sus consecuencias
inmediatas, pero con una doble limitacién. En primer lugar,
no hay coordinacién de esta preoperacién con otras en un
agrupamiento organizado; pero ademds, el andlisis interno
de la operacion en juego se acompafia de errores que se
corregirdn progresivamente, asi como de lagunas en la
inferencia que de ella puedan deducirse (PIAGET; GARCIA,
1982, p. 163).

De esta manera, la fase intra del desarrollo de un esquema viene
caracterizada por un foco sobre acciones, proceso y objetos de manera aislada
de otros items cognitivos de una naturaleza similar.
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* Inter:
[...] una vez comprendida una operacién inicial es posible
deducir de ella las operaciones que estan implicadas, o de
coordinarlas con otras mas o menos similares, hasta la
constitucién de sistemas que involucran ciertas
transformaciones. Si bien hay aqui una situacién nueva,
existen sin embargo limitaciones que provienen del hecho
de que las composiciones son restringidas ya que solamente
pueden proceder con elementos contiguos (PIAGET;

GARCIA, 1982, p.165).

Es decir, la fase inter viene caracterizada por la construccién de
relaciones y transformaciones entre estas construcciones cognitivas. En esta
fase un individuo puede empezar a agrupar items juntos e incluso denominarlos
por el mismo nombre.

* Trans: “es facil de definir en funcién de lo que precede, como
involucrando, ademas de las transformaciones, sintesis entre ellas. Dichas sintesis
llegan a la construccién de “estructuras’™ (p.167). Es decir, en el nivel trans los
individuos construyen una estructura implicita o explicita mediante la cual las
relaciones generadas en el nivel inter se comprenden y da al esquema una
coherencia mediante la cual el individuo puede decidir lo que pertenece al &mbito
del esquema y lo que no. La idea de sintesis se entiende el proceso por el que a
partir de una cosa que se conoce, realizando operaciones con/sobre ella se llega
a la conclusién y a la comprension de algo que no se conocia.

Desde esta perspectiva, Dubinsky (1991) sefiala que el conocimiento
matemdtico de un individuo es su tendencia a responder a problemas percibidos
a través de la (re-) construccién de (nuevos) esquemas con los cuales tratar con
esas situaciones. Este investigador describe un esquema como la totalidad del
conocimiento que estd conectado (consciente o inconscientemente) con un topico
matematico particular. Posteriormente, Baker, Cooley, Trigueros (2000) sefialaron
que una teoria del desarrollo de un esquema puede explicar por qué los estudiantes
tienen dificultades con diferentes partes de un tema e incluso, con la misma
parte, pero en situaciones distintas. En su estudio definen un esquema
desarrollado — tematizado — como una coleccion coherente de acciones,
procesos, objetos y otros esquemas, previamente construidos, que son coordinados
y sintetizados por el individuo para formar estructuras utilizadas en la resolucién
de problemas matematicos y que muestran la coherencia del esquema al discernir
cuando el esquema es aplicable o no. De esta manera, el desarrollo de un esquema

9999
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a través de los niveles intra, inter, trans se caracteriza por el tipo de relacién —
coordinacion de operaciones en términos piagetianos — que los estudiantes
son capaces de establecer entre los elementos matemaéticos del esquema cuando
resuelven un problema (BAKER; COOLEY; TRIGUEROS, 2000; CLARK et
al., 1997; SANCHEZ-MATAMOROS; GARCIA; LLINARES, 2006).

Desde estas caracterizaciones generales, un indicador del desarrollo del
esquema es el tipo de relacion que los estudiantes son capaces de establecer
entre los elementos matemdticos cuando resuelven problemas. La forma en la
que los estudiantes establecen relaciones entre diferentes elementos matemaéticos,
cuando estdn resolviendo un problema matematico, puede ser vista como la
forma en la que los estudiantes reorganizan y reconstruyen el conocimiento
para formar nuevas estructuras (SANCHEZ—MATAMOROS; GARCfA;
LLINARES, 2006). En nuestras investigaciones nos referimos a un esquema
como: “la estructura matematica formada por los elementos matematicos y las
relaciones légicas que se establecen entre ellos que puede ser evocados para la
resolucién de un problema” (SANCHEZ—MATAMOROS; GARCIA;
LLINARES, 2008, p. 284). De esta manera el desarrollo de un esquema viene
determinado por el tipo de relaciones l6gicas que el resolutor de un problema
usa. Asi, los tres niveles de desarrollo de un esquema los caracterizaremos
como:

Intra: no se establecen relaciones ldgicas, y los posibles esbozos de
relacién (del tipo conjuncién 16gica) se realizardn con errores. Los estudiantes
usan los elementos matematicos de forma aislada (y a veces de forma incorrecta).

Inter: los estudiantes establecen relaciones l6gicas entre los elementos
matematicos, pero con limitaciones, predominando el uso de la conjuncién l6gica
relacionando sélo elementos mateméaticos que se encuentren en el mismo modo
de representacién analitico o grifico. El estudiante es capaz de usar més
elementos matematicos de forma correcta que en el nivel anterior.

Trans: aumenta el repertorio de las relaciones l6gicas que el estudiante
es capaz de establecer entre diferentes los elementos matemadticos (y ldgica,
contrarreciproco, y equivalencia l6gica). En este nivel se produce la sinfesis de
los modos de representacion y lleva a la construccion de la estructura matematica.
La sintesis se aplica a situaciones en las que hay que relacionar (relacién 16gica)
informacién grafica y analitica. Es decir, usar informacién procedente de dos
sistemas de representacion diferentes para considerarla conjuntamente y obtener
una informacioén que no se conocia. Considerar la informacion conjuntamente
lo entendemos como establecer algtin tipo de relacion légica para tomar una
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decision relativa a la situacion en la que el estudiante se encuentra.

Por tanto, desde esta perspectiva el tipo de relaciones diferentes entre
los elementos matematicos que los estudiantes establecen durante la resolucién
de un problema puede ser considerado un indicador del nivel de desarrollo del
esquema. El objetivo de esta investigacion fue identificar las relaciones 16gicas
establecidas entre los elementos matemaéticos que los estudiantes usan cuando
resuelven un problema para caracterizar el proceso de desarrollo del esquema
de derivada. La hipdtesis sobre la que se apoya este objetivo es que las relaciones
entre los elementos matematicos que los estudiantes son capaces de establecer
durante la resolucién de un problema pueden ser consideradas las
coordinaciones de operaciones en el sentido piagetiano, que apoyan la
reestructuracion del conocimiento.

3 Metodologia
3.1 Participantes

Los participantes fueron 150 estudiantes (16-19 afios). 50 estudiantes
de primer curso de Bachillerato (16-17 afios), 50 de segundo curso (17-18 afios)
y 50 de primer curso de la Licenciatura de Matematicas (18-19 afios). Todos
estos estudiantes ya habian estudiado el tema de Derivada en cada nivel curricular
correspondiente cuando se recogieron los datos del estudio. En 1° curso de
Bachillerato se habia introducido la derivada en un punto, (@), y el operador
derivada aplicado a reglas de derivacion. En 2° curso de Bachillerato se estudia
la segunda derivada ( f*” ) y las interpretaciones de la derivada vinculando
expresiones analiticas y graficas que se utilizan para justificar la gréfica de la
funcién. En el primer afio de la Licenciatura de Matemdticas se presenta un
nivel avanzado de conocimiento de la derivada de funcidn real de variable real.

3.2 Instrumentos de recogida de datos

Para recoger los datos se utilizaron cuestionarios y entrevistas:

* tres cuestionarios, del tipo lapiz y papel. La idea fue que la demanda
del problema propuesto al resolutor fuera tal que pudiéramos caracterizar el
desarrollo del esquema de derivada. Por ello tuvimos en cuenta el desarrollo
progresivo del esquema y los curriculos en cada nivel educativo en el que se
encontraban los estudiantes (dos de estos problemas son los que aparecen en el
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cuadro lay en el cuadro 1b),

* una entrevista individual que tuvo lugar con posterioridad a la resolucién
de los problemas, y que se realiz6 teniendo en cuenta las respuestas dadas. La
entrevista tenia como objetivo obtener una informacidon méas detallada de las
resoluciones de los problemas por parte de los estudiantes. La entrevista fue
usada como potencial para ampliar la informacién sobre cémo los estudiantes
establecen relaciones y usan los elementos matemdticos y permitié hacer
inferencias sobre las caracteristicas del desarrollo del esquema de derivada.
Por ejemplo, se pedia a los estudiantes que aclarardn la forma en que habian
resuelto el problema, en particular considerando las relaciones establecidas en
su resolucioén o si era posible resolverlo haciendo uso de otros elementos o
relaciones.

El disefio de los instrumentos sigui6 dos etapas:

Etapa 1: Descripcion del esquema de Derivada.

Esta fase del disefio del instrumento tenia como objetivo identificar los
elementos matemaéticos y relaciones logicas (transformaciones y coordinaciones
en el sentido piagetiano) que pueden darse durante la resolucion de problemas.
Para hacer esta descripcién consideramos como los elementos matematicos
eran introducidos, usados y justificados en algunos libros de texto escolares de
Bachillerato y en algunos textos de Analisis Matematico que son referencia en
la introduccién al Célculo en el primer afio en la Licenciatura de Matemaéticas
(APOSTOL, 1982; DEMIDOVICH, 1976; SPIVAK, 1970).

Este andlisis nos permitié identificar elementos matematicos de diferentes
naturalezas. Un primer tipo de elementos estd vinculado a la definicién de
derivada. Por ejemplo, la derivada en un punto como limite del cociente
incremental o como pendiente de la recta tangente. Otro tipo de elemento lo
constituyen las propiedades, teoremas, lemas y corolarios. El siguiente corolario
es un ejemplo de este tipo de elemento,
si f>0 en (a, c) — f creciente en (a, c)

En este caso, el problema que debe resolver un estudiante puede
proporcionar cierta informacién sobre la funcién derivada, f’>0 en (a, c), y la
comprension del estudiante de esta implicacion le lleva a obtener que f creciente
en (a, c).

También identificamos el tipo de relaciéon que era posible establecer
entre los elementos matematicos, en el sentido de coordinacion piagetiana
durante la resolucién de un problema. Esta coordinacién fue entendida como
una relacion l6gica entre los elementos matemaéticos que los estudiantes generan
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para obtener informacién, que puede ser necesaria para la resolucion del
problema. Algunas de las relaciones son:

- Conjuncion légica (AA B) (“y 16gica™)

- Contrarreciproco [(A%B)H(_] B -] A)]

- Equivalencia logica [(A<>B) <> (A—B A B—A)]

Asi, por ejemplo considerando los elementos mateméticos:

A) f derivable en (a, b) y ¢ (a, b)

B) si >0 en (a, c) — f creciente en (a, c)

C) si <0 en (c, b) — f decreciente en (c, b)

D) si f{c)=0 —f tiene un mdximo, un minimo o un punto de inflexién en x
=c

algunos alumnos son capaces de coordinarlos a través de la y [6gica para inferir
que el punto x=c es un maximo (el cambio del crecimiento de la funcién en el
entorno de x=c, pasa de ser creciente a ser decreciente, junto con el hecho de
que (¢)=0, implica la existencia de un maximo).

Etapa 2: disefio y seleccién de los problemas.

Construimos 12 problemas con diferente nivel de exigencia cognitiva
entendida como el nimero y tipo de relaciones que se podian establecer durante
su resolucién considerando la descripcion anterior. Para ello tuvimos en cuenta
el caricter local si se referia a un punto x=a, o global si hacia referencia al
comportamiento en un intervalo (a,b) y los modos de representacién
predominantes -analiticos y gréficos. Con estos 12 problemas construimos tres
cuestionarios para los tres niveles educativos (1° Bachillerato, 2° Bachillerato y
1° Licenciatura de Matematicas). El proceso seguido en la construccién de los
tres cuestionarios se describe a continuacion. Por ejemplo, la tarea 1 del
cuestionario de 2° de Bachillerato (Cuadro 1a) es una adaptacién de una tarea
que suele estar en los libros de texto para alumnos de 17-18 afios.

TAREA1

Analiza las grdficas siguientes, ; Cudntas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

) ) / r)\l\ d) i | ') ,\
N \ 1 /I/ ! \

Cuadro 1a - Tarea 1 del cuestionario de 2° Bachillerato
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Normalmente, en los libros de texto, la tarea se plantea de manera que
todas las funciones quedan emparejadas con sus derivadas respectivas haciendo
uso de los elementos analiticos y/o gréficos y las relaciones que vinculan f“ con
fo viceversa. Sin embargo en esta tarea nosotros incluimos una variante con el
fin de que no todas las funciones se pudieran emparejar y el estudiante no pudiera
formar parejas por exclusién. De esta manera en el problema propuesto sélo se
pueden formar dos parejas. Una de las parejas (f, f*) se puede formar coordinando
elementos matematicos puntuales y globales, y para realizar la otra pareja solo
es necesario relacionar globalmente el signo de f” y el crecimiento de f.
Finalmente, se proporciona a los estudiantes dos graficos sueltos sin emparejar.
El objetivo de esta tarea es movilizar el significado geométrico de la derivada
como pendiente de la recta tangente a la curva, los elementos matematicos
analiticos globales que relacionan el crecimiento de f con el signo de f7, y la
concavidad de f con el crecimiento de f”, y los elementos matematicos analiticos
puntuales que se fijan en los puntos en los que (@) =0. También puede hacer
uso de elementos matemaéticos relativos a f*”. La resolucion de esta tarea permite
observar si el estudiante es capaz de establecer relaciones légicas (y logica)
entre elementos matemdticos que €l conoce, y si es capaz de establecer
relaciones entre elementos analiticos y graficos mostrando indicios de sintesis
entre los modos de representacion.

TAREA2
La grdfica correspondiente a la funcion f’(x) primera derivada de una cierta funcion f(x) es

una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza las posibles grdficas de f(x).

Cuadro 1b - Tarea 2 del cuestionario de 2° Bachillerato

La tarea 2 también es una modificacion de una actividad procedente de
libros de texto escolares de bachillerato. En los libros de texto la funcién derivada
del enunciado de esta tarea suele depender de un s6lo pardmetro, sin embargo,
en esta tarea la funcién derivada depende de dos parametros lo que favorece
que el estudiante pueda hacer uso de los elementos matemadticos de la derivada
y establecer relaciones entre ellos variando estos pardmetros. La tarea da
informacion textual sobre la grafica de la funcién derivada f” y pide posibles
grificas de la funcién f. El objetivo de esta tarea es identificar como los
estudiantes usan los elementos y relaciones que vinculan la funcién primera
derivada f”con la funcién f. Desde la informacién proporcionada por el enunciado

Bolema, Rio Claro (SP), v. 27, n. 45, p. 281-302, abr. 2013



Algunos Indicadores del Desarrollo del Esquema de Derivada de una Funcion 291

sabemos que la funcién primera derivada, f*, es una recta, lo que implica que la
funcidn fes una pardbola. Esta asociacion puede hacerse desde el modo gréfico
considerando el inverso del operador derivada, o desde el modo analitico a través
de las expresiones de ambas funciones f” y f. Por tanto, esta tarea puede
resolverse desde el significado geométrico de la derivada como pendiente de la
recta tangente a la curva, fijdndose en el signo de la funcién f” para ir decidiendo
que forma tendr la gréfica de la funcidn f, o desde el modo analitico a través de
los elementos analiticos y/o graficos y las relaciones que vinculan el signo de la
funcién primera derivada f”al crecimiento de la funcion f; permitiéndonos saber
si hay esbozos de sintesis entre ambos modos de representacion.

La resolucién de las tareas de los cuestionarios disefiadas siguiendo
este proceso permite observar qué elementos de la derivada vinculados a f'y f~
en los diferentes modos de representacion usan los estudiantes y cémo los
relacionan. Los cuestionarios pilotos construidos fueron testados con tres grupos
diferentes de estudiantes en los diferentes niveles educativos. Esta comprobacion
inicial permitié modificar algunos de los problemas y la estructura que adoptaron
los tres cuestionarios.

3.3 Analisis de los datos

El anélisis se realizé considerando conjuntamente los datos procedentes
del cuestionario y la entrevista (CLEMENT, 2000; GOLDIN, 2000; HUNTING,
1997) y se centrd en identificar los elementos matemadticos y las relaciones que
los estudiantes usaban durante la resolucion de los problemas. Un rasgo
caracteristico del proceso de andlisis seguido es que las entrevistas se realizaron
en dias posteriores a la realizacion de los cuestionarios, con el objetivo de aclarar
el proceso de resolucion llevado a cabo por el estudiante. Como consecuencia
tenfamos datos de diferente naturaleza en relacién a la consciencia que los
estudiantes tenian de los elementos del concepto que usaban y de cémo los
relacionaban. Esto fue asi ya que asumiamos que resolver un problema y justificar
las decisiones tomadas para responder a un entrevistador son actividades
cognitivas diferentes. Para ello, previamente a la realizacién de las entrevistas,
se examinaron las respuestas dadas por los estudiantes, a fin de adecuar el
guidn de las entrevistas a las respuestas dadas por los estudiantes en el
cuestionario. De esta manera, las entrevistas permitieron ampliar la informacién
sobre como los estudiantes establecen relaciones entre los elementos, que
apoyaron las inferencias sobre el nivel de desarrollo del esquema de derivada, y
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generd indicadores de la transicion entre los niveles. Este proceso de andlisis se
realiz6 en dos fases:

Fase I- En esta fase analizamos las respuestas de cada estudiante a
cada una de las tareas del cuestionario de forma aislada. Esto nos permitié
identificar los elementos matematicos y sus relaciones, que cada estudiante usaba
al resolver cada una de las tareas. Desde este andlisis haciamos una primera
inferencia sobre lo que podria ser una evidencia del nivel de desarrollo del esquema
para cada estudiante. A veces la respuesta a la tarea nos da informacién clara
de los elementos matematicos que el estudiante utiliza y cémo los utiliza (o
relaciona), pero en otras ocasiones no es asi y esto nos llevé a la segunda fase
del anélisis.

Fase 2- Analiza como cada estudiante resolvia todas las tareas del
cuestionario. Esta fase nos permitié caracterizar y validar los descriptores de
los niveles del desarrollo del esquema de derivada generados previamente,
considerando la naturaleza de las relaciones que los estudiantes establecian entre
los elementos matematicos durante la resolucion de la tarea, e identificar
inconsistencias por la forma en que las tareas era resueltas. Esta manera de
proceder nos permitié generar caracteristicas que definen la transicion entre los
niveles de desarrollo intra, inter y trans. Estos resultados se describen en la
proxima seccion.

4 Resultados

Los indicadores de los niveles de desarrollo, y las caracteristicas de los
mecanismos de transicion entre ellos, los describiremos usando protocolos
procedente de la resolucién de las tareas 1 y 2 (cuadros lay 1b) realizadas por
Juan y José, (nombres ficticios), dos estudiantes de 2° bachillerato (17-18 afios).

4.1 Identificando descriptores del desarrollo del esquema: Flexibilidad
en el uso de la equivalencia logica

La caracterizacion del desarrollo de un esquema mediante los niveles
intra, inter y trans se apoya en la naturaleza de los elementos mateméticos que
los estudiantes son capaces de usar cuando resuelven un problema. En este
caso un indicador del nivel de desarrollo del esquema de derivada alcanzado por
el estudiante viene determinado por el uso mas o menos flexible que el estudiante
hace para resolver los problemas de los elementos matematicos construidos a
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partir de una equivalencia 16gica. El uso mas o menos flexible de este tipo de
elementos matematicos muestra el grado en el cual los estudiantes han
encapsulado como un elemento cognitivo los elementos matematicos formados
por equivalencias ldgicas.

Por ejemplo, José en la resolucién de la tarea 1 (Figura 1) utiliza tres
elementos matematicos:

A) si f crece entonces f>0,

B) si f decrece entonces f'<0

C) si x =a es un mdximo, minimo o punto de inflexion entonces [~
(a) =0

La coordinacién de estos tres elementos mediante el uso de la y logica
le permite encontrar de manera correcta la pareja de funciones formada por a)
y f). Ademas el uso de los elementos matemadticos si f crece entonces f>0 y
si f decrece entonces f'<0 le permite encontrar la pareja formada por c) y e),
(ver Figura 1).

TAREA1

Analiza las grdficas siguientes, ; Cudntas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

a) " e c)\'\ d) , o) ' ) '\

I =i
n Sobre
()cma) &mf‘ n%«/}auuﬁu
E *®
£ v haua choip ‘Q‘)"kb—ﬂmwnbu&mmd‘ - Ny
tobo \a(\lmﬁlﬂ\x!&sdg!x & P‘M - Ly Gustas A \gnhhéoo?
7 [
9@ X

Figura 1 — Resolucion de José de la tarea 1

Durante la entrevista José proporciond informacién fundamental para
identificar lo que podemos considerar como un indicador del nivel inter del
desarrollo del esquema. En la respuesta a la tarea 1 José describe el
comportamiento de las gréficas (c) y (e): c¢) va hacia abajo y e) estd todo el
tiempo bajo el eje X, y las coordina usando la relacién entre el signo de la
funcién derivada y el crecimiento/decrecimiento de la funcién de manera explicita
para generar nueva informacién. Por otra parte, durante la entrevista indic6:

E: ;por qué emparejas c) y €)?

José: porque c es decreciente todo el tiempo y estd por encima del eje X
entonces la derivada es creciente
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E: ;encontraste alguna otra relacion?

José: a) y f). Los mdximos y minimos de la funcion son los puntos
en los que la derivada corta al eje X.

En la entrevista José explicita la relacion que estd considerando: porgue
¢ es decreciente todo el tiempo y estd por encima del eje X, entonces la
derivada es creciente. Es decir, José hace uso de un corolario que vincula la
funcioén f con su primera derivada f”a través del elemento: si f decrece entonces
f’<0, para contestar a la tarea de forma correcta. Es decir, la gréfica de la
funcién del apartado (c) es decreciente para todo x, por lo que José la vincula a
la grafica de la funcion que es negativa en todo su dominio. Sin embargo, José
también establece relaciones incorrectas entre f”y f cuando indica que cémo la
funcién (c) estd por encima del eje X entonces la derivada de f es creciente,
cuando realmente lo correcto serfa decir que la funcién de la cual la funcién del
apartado (c) es derivada, es una funcidn creciente. Este hecho pone de manifiesto
que José tiene dificultades en hacer uso de los elementos mateméaticos que
vinculan f” con f. Esta inferencia viene apoyada cuando José no es capaz de
resolver la tarea 2 al no considerar la equivalencia f crece en (a, b) sii >0 en
(a, b), y fdecrece en (a, b) sii <0 en (a, b)

El comportamiento diferente de José en las tareas 1 y 2 nos llevé a
considerar que el uso de elementos matematicos construidos mediante alguna
relacion logica presenta mas dificultades a los estudiantes. Esta inferencia esta
apoyada por el hecho de que José habia utilizado varios elementos matematicos
que son corolarios que vinculaban f y f~ (ejemplo: si f crece en (a, b) entonces
f>0 en (a, b)), e incluso los habia relacionado a través de la relacién y logica
en varias ocasiones, resolviendo asi una de las tareas que se le plantearon, sin
embargo, no habia sido capaz de hacer uso de elementos matematicos que son
corolarios que vinculan la funcién f” con la funcién f (si f >0 en (a, b)entonces
fcrece en (a, b)), o elementos en los que aparecen la relacién de equivalencia
(f crece en (a, b) sii >0 en (a, b)).

De esta manera, la dificultad en usar algunos de los elementos
matematicos (corolarios) construidos a partir de una equivalencia légica es un
indicador del nivel de desarrollo del esquema de derivada y por tanto lo
consideramos un indicador del nivel inter del desarrollo del esquema.

La importancia de la naturaleza de las relaciones 16gicas que se pueden
establecer entre los elementos de un concepto y de las relaciones que constituyen
los teoremas o propiedades a ser usadas en la resolucién de un problema se
pone de manifiesto por la manera en la que Juan, otro de los estudiantes, resolvia
estas mismas tareas. A Juan no le sucedia lo mismo que a José. En la resolucién
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de la tarea 1, Juan utiliza los elementos matematicos:

- A) x =a extremo o punto de inflexion de f — f{a) =0

- B) si f crece — >0,

- C) si f decrece — <0

La coordinacién de estos tres elementos (y ldgica) le permite resolver
la tarea de forma correcta y encontrar dos parejas de funciones con sus derivadas
respectivas (a, f) y (c, e) (ver Figura 2). El didlogo sobre esta tarea en la entrevista
reafirmo lo descrito en el cuestionario:

E: (por qué relacionas a) con f)?

Juan: en los puntos que hay un minimo o un méaximo, en la derivada tenia
que ser cero. Y después en los trozos que crecia o decrecia, tenia que estar
positivo o negativo

E: (cudndo crece?

Juan: es positivo y donde decrece es negativo

E: (y la pareja de c) con e), como la has encontrado?

Juan: no estaba muy seguro, pero como aqui esta decreciendo, la derivada
tiene que ser negativa.

Ademds en la resolucion de tarea también usa los elementos matemaéticos
(ver Figura 2):

A) si >0 sii f crece, y

B) si <0 sii f decrece

En este caso, el uso de elementos mateméticos formados por la relacién
de equivalencia légica entre fy fpermite a Juan, emparejar los graficos cy e de
forma doble (e derivada de c y ¢ derivada de e).

TAREA1

Analiza las grdficas siguientes, ; Cudntas parejas producirias de cada funcion con su derivada?

a) o [}

b) y e c)\‘\ @ ’ ! ,\
/ | = /1/ I
PROCESO DE RESOLUCION (especifica todos los pasos | RAZONA LA RESPUESTA
qut:llr:wmaIaresoluménde]atm’tea)Z . & & l c-¢ > ).a &vnu‘o’n c es la &rf‘/aéa de e Lj
-} 3 i G CCrive [

ag @ Lo dunuo’n& es _'1‘5‘ * 4 Viceversa, porqre ¢ e en oo su éominio
funcdn a orque en los maximos y o tanto ¢, su erivaba, s menor que O,
minimos Se o la aunu"o‘n ] t(:j‘i“l“ 0 ¢ creee en tolo su dominlo gor bunte ¢,

en los totos que Secrece lafundion fes | Tl muyer que @ro.

’,

menoe g O, g en los Tozos gue crece la
funcidn k> mayos qre O

Figura 2 — Juan, tarea 1
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En este caso, el uso flexible de los elementos matematicos construidos a
partir de una equivalencia l6gica es un indicador del nivel trans de desarrollo del
esquema de derivada que marcan la diferencia entre Juan (trans) y José (inter).
En este caso la idea de flexibilidad hay que entenderla como el uso consciente
que hace Juan de la bidireccionalidad de la equivalencia para inferir informacién
sobre la situacién en la resolucién del problema.

4.2 Identificando mecanismos de transicion entre niveles

La caracterizacién de cémo los estudiantes usaban los diferentes
elementos matematicos durante la resolucién de los problemas nos ha permitido
identificar mecanismos de transicién entre los niveles de desarrollo. Para
ejemplificar este hecho mostramos el analisis de la manera diferente en la que
Juan y José responden a la tarea 2.

Juan responde dibujando gréficas (ver Figura 3). En la entrevista Juan
explicita las relaciones que establece entre los elementos del esquema de la
derivada:

E: ;puedes explicarme como has resuelto la tarea?

Juan: primero he sacado los posibles grdficos de [ que habia segiin

a y b fuesen positivos o negativos. Y luego igual que antes, como

estdan son las derivadas, se supone que cuando las derivadas pasan

por cero, hay un minimo o un mdximo, entonces dependiendo, si la
derivada estd en positivo estd creciendo, y cuando pasa de positivo

a negativo, estd decreciendo, hay un mdximo.

E: ;usas el mismo tipo de razonamiento en todas?

Juan: si

TAREA 2 La grdfica correspondiente a la funcion f’(x) primera derivada de una cierta funcion
f(x) es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b). Esboza las posibles grdficas de
f(x).Resolucion de la tarea

DERWADAS

) 1 o { < 3 e

FoNCIONED

a. : b. : ¢ % & ]

Figura 3 — Resolucion de la tarea 2 por Juan
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En la entrevista Juan pone de manifiesto cierta proyeccién del
conocimiento existente en un plano superior ya que es la coordinacién a través
de la y l6gica entre los elementos matematicos:

- A) inverso operador derivada: si f* recta — f pardbola

- B) si f>0 — f crece, y

- C) si f'<0 — f decrece

- D) x =a mdximo si f{a) =0y f pasa de crecer a decrecer

- E) x =a minimo si f{a) =0y f pasa de decrecer a crecer

lo que le permite responder de forma correcta la tarea. Ademads, en este
caso el uso de los elementos matemadticos B) y C) es un indicador del nivel trans
de desarrollo del esquema de derivada puesto de manifiesto por el uso flexible
de la equivalencia légica (como describimos en el apartado anterior). En los
elementos matemadticos B) y C) aparecen las implicaciones contrarias que
aparecian en la tarea 1

- si f crece — >0,

- si f decrece — f'<0

Asf, en la tarea 1 Juan hace uso de los elementos que vinculan la funcién
fcon la funcién f” y en la tarea 2 hace uso de los elementos que vinculan la
funcién f” con la funcién f. Por lo tanto, Juan usa la condicién necesaria y
suficiente para que una funcién derivable sea creciente/decreciente que conlleva
el uso flexible de una relacién de equivalencia l6gica. Este comportamiento sitia
a Juan en el nivel trans del desarrollo del esquema. Sin embargo, José no fue
capaz de hacer un uso explicito de los elementos que vinculan "y f y en
particular de los elementos mateméticos construidos a partir de una relacién de
equivalencia légica. Y esta caracteristica del comportamiento de José lo sitia en
el nivel inter de desarrollo del esquema de derivada.

El analisis de la forma en la que José y Juan han resuelto las dos tareas
permite identificar diferentes maneras de usar las relaciones légicas que
constituyen los teoremas, propiedades y corolarios en el esquema de derivada.
Por una parte, José solo es capaz de hacer uso de elementos matematicos que
vinculan fy 7, y no de los elementos que vinculan f” con f;, ni de los elementos
en los que aparece la equivalencia l6gica (lo que le imposibilita resolver la tarea
2), lo que nos permite situarlo en el nivel inter de desarrollo del esquema Mientras
que Juan hace uso de una mayor variedad de elementos y es capaz de usar
elementos matematicos construidos sobre relaciones de equivalencia légicas.
En este sentido, Juan muestra un uso flexible de la bidireccionalidad de la
equivalencia logica que le ha permitido resolver tareas que José no podia. Esta
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caracteristica del comportamiento de Juan nos permite situarlo en el nivel trans
de desarrollo del esquema.

La descripcion de los diferentes comportamientos de José y Juan durante
la resolucion de las tareas propuestas que nos ha permitido situarlos en el nivel
inter (José) y trans (Juan) del desarrollo del esquema de derivada, nos permite
considerar que la transicién desde el nivel de desarrollo inter a trans se da
mediante la consecucién de un uso flexible de los elementos matemaéticos
construidos a partir de una equivalencia ldgica. Es decir, un indicador de la
transicion entre los niveles inter y trans viene dado por el hecho de llegar a
construir como objetos cognitivos los elementos matematicos constituidos a partir
de relaciones légicas. Y este proceso de construir como un objeto cognitivo un
elemento matemadtico constituido por una equivalencia ldgica se manifiesta a
través del uso flexible que un estudiante realiza de la bidireccionalidad de las
implicaciones légicas.

5 Discusion

Los resultados obtenidos permiten pensar que los elementos matematicos
en los que aparece la equivalencia logica presentan dificultades para los
estudiantes durante la resoluciéon de problemas por lo que su uso consciente
durante la resolucién de problemas es un indicador del desarrollo del esquema
ya que permite suponer que ha sido construido como un objeto cognitivo. De
esta manera, los datos presentados nos han permitido identificar el uso flexible
de los elementos mateméticos construidos a partir de equivalencias l6gicas como
un mecanismo de transicion del nivel inter al trans de desarrollo del esquema de
derivada. Asi, el anlisis nos ha proporcionado dos tipos de informacién. Por una
parte nos permitio6 identificar descriptores de los niveles de desarrollo del esquema
de derivada. Por otra parte, proporcioné informacion sobre la forma en la que
puede darse la transicion del nivel inter al nivel trans.

Nuestros datos apoyan la idea de que la construccién del conocimiento
es progresiva y se pone de manifiesto a través de cdmo los estudiantes han
conseguido construir como objetos cognitivos los elementos matematicos
constituidos por diferentes tipos de relaciones lgicas. La primera relacion logica
que se pone de manifiesto entre elementos matematicos es algin esbozo de
forma aislada, del tipo conjuncion légica (y logica) (en el nivel inter). De
forma progresiva, posteriormente se pone de manifiesto mayor riqueza en las
relaciones légicas, ya no sélo usa la conjuncién légica (y légica), también se
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hace uso del contrarreciproco, y de la equivalencia l6gica. Esta tltima relacion,
es el que mas dificultad presenta al estudiante tanto entre elementos matematicos,
como en elementos matemaéticos en la que aparece, inicidndose su uso en el
nivel inter y desarrolldndose plenamente en el nivel trans. De esta manera el
desarrollo del esquema de derivada estd vinculado a la manera mas o menos
progresiva en la que los estudiantes van constituyendo como objetos cognitivos
los elementos matematicos formados por diferentes relaciones logicas. Este
proceso se evidencia cuando el estudiante es capaz de usar de manera flexible
(es decir relacionar las caracteristicas de f con f”y también la relacién inversa,
las caracteristicas de f” con f segln la exigencia del problema a través de la y
logica) larelacion de equivalencia légica.

Aligual que sefialan Asiala etal. (1997), Baker, Cooley, Trigueros (2000)
y Sanchez-Matamoros, Garcia, Llinares (2006) tenemos constancia de que los
estudiantes muestran una fuerte tendencia a utilizar la primera derivada para
obtener informacion en la resolucién de las tareas planteadas en el cuestionario.
No tenemos evidencia de que los estudiantes usen los elementos mateméaticos
analiticos y/o graficos puntuales de forma prioritaria sobre los globales o viceversa,
aunque si hemos observado que los estudiantes tienen dificultades en la sintesis
de los modos de representacion (analitico y grafico). Lo que aportan los resultados
de esta investigacion es que lo que determina el nivel de desarrollo del esquema
derivada es el uso de las relaciones l6gicas que establecen entre los elementos
matemaéticos. En otro sentido, nos parece importante sefialar que dentro de los
elementos matematicos que forman la nocién del Derivada hemos distinguido
dos bloques, un bloque vinculado a las ideas o significados que configuran la
definicién de la derivada, y otro bloque vinculado a las propiedades de la derivada
que tienen la forma de implicaciones, implicacién contraria y equivalencia. Estos
ultimos son los que en la resolucién de las diferentes tareas el estudiante no
siempre es capaz de usar, y lo que nos ha proporcionado informacién sobre la
transicion del nivel inter al trans del esquema de derivada. Esta transicién entre
el nivel inter y trans ha sido caracterizada a través del uso flexible de la relacién
de equivalencia entre los elementos matematicos. Es decir, un indicador del
mecanismo de transicion entre estos niveles de desarrollo viene dado por el
proceso cognitivo de encapsular como objeto una relacion de equivalencia entre
elementos matematicos que permiten constituir como un nuevo objeto la relacién
de equivalencia entre los elementos. En este caso, nuestros resultados han
mostrado que Juan habia encapsulado como un objeto la relacién de equivalencia
entre el comportamiento de una funcién y el comportamiento de la primera
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derivada al ser capaz de desencapsular este objeto para resolver la tarea 2
presentada. La desencapsulacién se ha evidenciado a través del uso flexible de
la bidireccionalidad de las implicaciones l6gicas.

Los resultados de esta investigacion proporcionan informacién sobre el
proceso de construccion del esquema de derivada en un punto particular como
es la transicion del nivel inter de desarrollo del esquema al nivel trans. Mientras
que los resultados obtenidos complementan los resultados de otras investigaciones
centradas en identificar y comprender los mecanismos de transicion y de
construccion del conocimiento, todavia son necesarias nuevas investigaciones
que nos ayuden a comprender mejor otros diferentes aspectos del aprendizaje
de las nociones de Calculo.
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