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Conocimiento Matematico de Futuros Profesores para la

Ensefnanza de la Probabilidad desde el Enfoque Frecuencial

Pre-Service Teachers’ Mathematical Knowledge for Teaching Probability

Using a Frequentist Approach

. , *
Emilse Gomez
*k
Carmen Batanero

José Miguel Contreras™

Resumen

En este trabajo se evalilan algunos componentes del conocimiento matematico para la ensefianza de la
probabilidad (desde el enfoque frecuencial) de futuros profesores de Educacién Primaria. Para evaluar el
conocimiento comun del contenido se analizan las soluciones dadas individuamente por 157 futuros profesores
espafioles de Educacion Primaria a un problema abierto. Una vez discutidas con los participantes sus soluciones
al problema, se analizan dos componentes del conocimiento didactico, en 81 de estos profesores, trabajando en
pequefios grupos: (a) para evaluar el conocimiento especializado del contenido se pide a los participantes
identificar los contenidos matematicos en la tarea; (b) evaluar el conocimiento del contenido y los estudiantes se
les pide identificar Yy justificar, entre un grupo de respuestas dadas por alumnos de Educacion Primaria, cuales
son correctas e incorrectas. Mientras que en la evaluacion inicial se observaron diversas concepciones erroneas,
como sesgo de equiprobabilidad, heuristica de representatividad y subestimacion de la variabilidad en el
muestre, en la segunda los futuros profesores son capaces de identificar las respuestas correctas e incorrectas,
explicando la razon de los errores. Aunque el conocimiento didéctico es aun insuficiente, pues se identifican
pocos objetos matematicos en la tarea, se deduce la utilidad de la actividad para el desarrollo del conocimiento
de los futuros profesores.

Palabras-clave: Probabilidad. Significado Frecuencial. Conocimiento Matematico para la Ensefianza.
Formacion de Profesores.

Abstract

The aim of this research was to assess mathematical knowledge for teaching probability (using a frequentist
approach) in prospective elementary teachers. Common knowledge of content is analysed based on individual
answers to an open problem by 157 Spanish prospective primary school teachers. After discussing with the
participants their responses to the problem, two components of pedagogical knowledge are also analysed in 81 of
these prospective teachers, working in small groups: (a) to assess specialized content knowledge, we ask
participants to identify the mathematical contents in the task; (b) to assess knowledge of content and students, we
ask participants to identify which are correct or incorrect among some responses given to the task by children.
While in the first part of the assessment we observed misconceptions, such as equiprobability bias,
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representativeness heuristic and underestimation of sampling variation, in the second, participants recognised the
correct and incorrect answers of students and could explain the reasons for their errors. Although their didactic
knowledge was still poor, since they identified few mathematical objects in the task, we deduce the usefulness of
the activity to develop the mathematical knowledge of teachers.

Keywords: Probability. Frequentist Approach. Mathematical Knowledge for Teaching. Teacher Education.

1 Introduccion

Aunque la ensefianza de la probabilidad ha estado presente en los curriculos espanoles
en los ultimos 20 afios, los wltimos documentos oficiales (MINISTERIO DE EDUCACION
DE ESPANA-MEC, 2006) proponen hacerla mds experimental, de forma que se pueda
proporcionar a los alumnos una experiencia estocéstica desde su infancia, reforzando sus
intuiciones probabilisticas. Este programa, siguiendo la misma tendencia en los curriculos
americanos (NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS-NCTM, 2000)
incluye la probabilidad desde la Educacion Primaria. Mediante un lenguaje elemental
probabilistico, juegos, experimentos y observacion de fendémenos naturales, se intenta que el
nifio aprenda a reconocer la aleatoriedad y, al final de este ciclo educativo, sea capaz de
comparar y estimar algunas probabilidades sencillas. Una novedad en esta propuesta es un
cambio desde un significado exclusivamente clasico de la probabilidad a un significado
frecuencial, que conecta estadistica y probabilidad (BATANERO, 2005).

Para llevar a cabo esta ensefianza, se requiere una gama muy variada de conocimiento
y experiencia por parte del profesor de matematicas, algunos de cuyos componentes tratamos
de evaluar en este trabajo en futuros profesores, en relacion con el enfoque frecuencial de la
probabilidad.

Marco tedrico

Nuestro trabajo se apoya en el marco tedrico de Ball, Lubienski y Mewborn (2001),
quienes denominan conocimiento matemdtico para la enseiianza al ‘“‘conocimiento
matematico que utiliza el profesor en el aula para producir instruccidon y crecimiento en el
alumno” (HILL; BALL; SCHILLING, 2008, p. 374), y que estd conformado por el
conocimiento del contenido matematico y el conocimiento pedagdgico del contenido.

Dentro del primero, distinguen tres componentes: el Conocimiento Comun del
Contenido, es el que posee cualquier persona instruida en matematica; el Conocimiento
Especializado del Contenido, aplicado por el profesor para articular tareas de ensefanza, por
ejemplo, buscar actividades para presentar el concepto de independencia; el Conocimiento en

el Horizonte Matematico, sirve al profesor para establecer conexiones de un contenido
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particular con otros temas. El conocimiento pedagdgico del contenido se desglosa en tres
componentes: El Conocimiento del Contenido y los Participantes incluye el conocimiento de
sesgos, errores y dificultades, estrategias y aprendizaje del alumno. El Conocimiento del
Contenido y la Ensefianza se refiere a los procesos adecuados para ensefiar y evaluar un tema;
el ultimo componente es el Conocimiento del Curriculo.

La finalidad de este trabajo es evaluar el conocimiento comun y especializado del
contenido y del conocimiento del contenido y los estudiantes en relacion con el enfoque
frecuencial de la probabilidad. A continuacién presentamos, en primer lugar, los antecedentes
del trabajo y describimos su metodologia. En segundo lugar, analizamos las soluciones dadas
por 157 futuros profesores de Educacion Primaria a un problema abierto, para evaluar su
conocimiento comun del contenido. Seguidamente se evaliia el conocimiento especializado
del contenido, a partir de los contenidos matematicos que 81 de estos participantes, trabajando
en grupo, identifican, en dichos problemas. El conocimiento del contenido y los estudiantes se
deduce de las evaluaciones que los mismos grupos de participantes realizan de las respuestas
al problema proporcionadas por algunos nifios ficticios. Finalizamos con la discusion y

conclusiones.

2 Antecedentes

Para este trabajo son las investigaciones relacionadas con la comprension del enfoque
frecuencial de la probabilidad, y con la comprension de la probabilidad por parte de futuros

profesores que se resumen en lo que sigue.

2.1 Comprension del significado frecuencial de la probabilidad

La investigacion sobre la ensefianza-aprendizaje del significado frecuencial de la
probabilidad se ha centrado en dos puntos: (a) la posibilidad de estimar una probabilidad
teorica a partir de datos de frecuencias y (b) la comprension de las caracteristicas de las
secuencias de resultados aleatorios y de la convergencia.

Estimacion frecuencial de probabilidades

Green (1983) realiza un estudio con nifios ingleses (de 11 a 16 afios) donde incluye un
item sobre la comprension de la estimacion frecuencial de la probabilidad (en el experimento
consistente en lanzar al aire 100 chinchetas). En una primera version de la pregunta, el autor

pregunt6 a 66 nifios qué resultado esperaban, sin mencionar una experimentacion previa; el
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61% mostraron preferencia por la equiprobabilidad de resultados. Modifico posteriormente el
item, pidiendo a los nifios elegir entre cinco opciones de posibles resultados, dando la
informacion de las frecuencias obtenidas en un experimento previo (68 chinchetas con la
punta hacia abajo). En una muestra de 2930 nifios, el 17% dan una estimacion correcta de tipo
frecuencial, el 64% optan por considerar los resultados equiprobables y el resto se reparten en
las otras opciones. Caiiizares (1997) aplic6 el mismo item a 253 nifios espafioles (11-14 afios)
obteniendo respuestas similares (15% correctas y 64% con sesgo de equiprobabilidad,
Lecoutre (1992)).

Comprension de las secuencias aleatorias

Puesto que en el enfoque frecuencial los alumnos habran de realizar experiencias y
registrar datos de secuencias de resultados aleatorios, es necesario comprender las
caracteristicas de dichas frecuencias. Este punto es estudiado por Green (1991), con 305 nifios
de 7 a 11 afios, a quienes pidid escribir una sucesion de 50 simbolos, simulando los resultados
de lanzamientos sucesivos de una moneda. El autor observo una tendencia a igualar el numero
de caras y cruces y a producir rachas demasiado cortas, lo que el autor interpreta como falta
de comprension de la independencia. También observa tendencia a subestimar la variabilidad
en las secuencias, produciendo secuencias con dispersion mas pequena de lo esperado para
una secuencia realmente aleatoria.

Serrano (1996) preguntd a 277 participantes espafioles, de entre 13 y 17 afios, como
reconocer, entre varias, algunas secuencias aleatorias. Detect6 tres concepciones: variabilidad
local (se esperan frecuentes alternancias entre distintos sucesos), regularidad global
(convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad teérica) y grado de discrepancia entre
la distribucion esperada y la observada (se espera un ajuste casi exacto). Ademads identifico
tres aspectos poco comprendidos: (a) la estimacion frecuencial de una probabilidad no sirve
para predecir la ocurrencia del resultado en un tUnico experimento; (b) uso de razones
frecuenciales para explicar la ocurrencia de un suceso poco probable y (c) estimacion de la

frecuencia relativa de un suceso en una serie futura de experimentos cuando se conoce su

probabilidad.

2.2 Investigaciones sobre conocimiento de la probabilidad frecuencial por profesores

Algunas investigaciones analizan la comprension de profesores en formacion respecto

a algunos puntos relacionados con la probabilidad frecuencial. Por ejemplo, Carter (2008)
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analiz6 las respuestas de 210 futuros profesores de secundaria, a un cuestionario, observando
errores en la comprension de secuencias aleatorias, tendencia a alternar diferentes resultados
(11% de los participantes), sesgo de equiprobabilidad (36%) e indiferencia al efecto del
tamafio de la muestra sobre la variabilidad del muestreo (70%). En tres items se pidio,
también, explicar el razonamiento seguido en su solucién a un alumno ficticio, uno de ellos
con relacion a la convergencia, donde s6lo 11% dieron una explicacioén adecuada y 4% dieron
explicaciones aceptables.

Mohamed (2012) aplico a 283 futuros profesores un cuestionario de probabilidad que
incluye la version final del item sobre probabilidad frecuencial de Green (1983); so6lo el 31%
responde en forma correcta y el 62% muestra sesgo de equiprobabilidad. El autor evalta,
también, el conocimiento pedagogico del contenido sobre juego equitativo y espacio muestral,
pidiendo a los profesores que evaluasen respuestas de nifios para cuatro problemas. Indica que
la mayoria de futuros profesores discriminaron bien las respuestas correctas e incorrectas; sin
embargo, la argumentacion para explicar el error del nifio fue, con frecuencia, inconsistente

Otros autores se han preocupado del disefio de acciones formativas para ayudar a los
futuros profesores a mejorar su razonamiento probabilistico. Por ejemplo, Batanero, Godino y
Cafiizares (2005) proponen un cuestionario a 132 futuros profesores de educacion primaria,
observando sesgos en su razonamiento probabilistico, como la heuristica de la
representatividad (TVERSKY; KAHNEMAN, 1982), consistente en juzgar la probabilidad de
una muestra en base a su similitud con la poblacion de la que se toma, y la heuristica de la
equiprobabilidad (considerar todos los casos equiprobables). Estos sesgos se vieron
notablemente reducidos después de un experimento de ensefianza basado en la simulacion.

En este trabajo continuamos las investigaciones anteriores, centrandonos,
especificamente, en el enfoque frecuencial que apenas ha sido considerado en los
antecedentes, y analizando tanto el conocimiento matematico, como el didactico de los

futuros profesores. A continuacion describimos la metodologia y los resultados obtenidos.

3 Método

3.1 Muestra

La muestra participante en la primera parte de la evaluacion estuvo formada por 157
futuros profesores de Educacion Primaria de la Universidad de Granada, Espafia, en su primer

afio de estudios; de los cuales 81 participaron también en la segunda parte. Todos ellos habian
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estudiado probabilidad simple y condicional, durante la Educacion Secundaria.

3.2 Tarea propuesta

En | Cuadro 1 se muestra la tarea utilizada en esta investigacion.

Parte 1. Un profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinchetas obteniendo los siguientes resultados:
68 caen con la punta para arriba y 32 caen hacia abajo

Supongamos que el profesor pide a 4 nifios repetir el experimento, lanzando las 100 chinchetas. Cada nifio
obtendra algunas con la punta hacia arriba y otras con la punta hacia abajo.

1. Escribe en la siguiente tabla un posible resultado para cada nifio:
Daniel Martin Diana

Punta arriba: Punta arriba: Punta arriba:

Punta abajo: Punta abajo: Punta abajo:

Maria
Punta arriba:
Punta abajo:

Parte 2. Cuatro alumnos completaron cada uno la tarea anterior. Estas fueron sus respuestas

Daniel Martin Diana Maria
Alumnol Punta arriba: 32 Punta arriba: 70 Punta arriba: 35 Punta arriba: 65
Punta abajo: 68 Punta abajo: 30 Punta abajo: 65 Punta abajo: 35

Daniel Martin Diana Maria
Alumno2 Punta arriba: 67 Punta arriba: 68 Punta arriba: 70 Punta arriba: 71
Punta abajo: 33 Punta abajo: 32 Punta abajo: 30 Punta abajo: 29

Daniel Martin Diana Maria
Alumno 3 | Punta arriba: 68 Punta arriba: 68 Punta arriba: 68 Punta arriba: 68
Punta abajo: 32 Punta abajo: 32 Punta abajo: 32 Punta abajo: 32

Daniel Martin Diana Maria
Alumno 4 | Punta arriba: 50 Punta arriba: 51 Punta arriba: 48 Punta arriba: 53
Punta abajo: 50 Punta abajo: 49 Punta abajo: 52 Punta abajo: 47

2. Indica el contenido matematico que tienen que usar los alumnos para dar la respuesta correcta

W

Sefiala cual o cuales de estas respuestas son correctas

4. Para cada una de las respuestas incorrectas explica cuales son las posibles intuiciones o estrategias
incorrectas que han llevado a los participantes a dar una respuesta erronea

Cuadro 1 — Problema propuesto
Fuente: desarrollado por los autores

Para evaluar el conocimiento comun del contenido, se pide a los futuros profesores
resolver un problema (Pregunta 1); para evaluar el conocimiento especializado del contenido
se les pide identificar los objetos y procesos matematicos puestos en juego en la solucion
(Pregunta 2); para evaluar el conocimiento del contenido y los estudiantes, se les pide
describir posibles razonamientos o estrategias de los alumnos para resolver el problema, de
manera correcta o no (Preguntas 3 y 4). Esta metodologia es sugerida por Godino (2009) y
también utilizada por Mohamed (2012).

El problema propuesto en la Parte 1 es una adaptacion del propuesto por Green (1983).
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Se debe reconocer la ausencia de equiprobabilidad ocasionada por la asimetria fisica en el
dispositivo, y utilizar la informacion de la primera experimentacion para predecir la
frecuencia en repeticiones sucesivas, estimando la variabilidad del muestreo.

Una buena comprension del significado frecuencial se refleja en la asignacion de
frecuencias de resultados no constantes para Daniel, Martin, Diana y Maria, con valores por
encima y por debajo a los observados por el profesor. La distribucion del niimero de
chinchetas que caen punta arriba sigue el modelo binomial B(p,n) con n=100 y p desconocida,
que se puede estimar. El valor esperado es np, para este caso, estimado por 68, y su
desviacion estandar 4,7, aproximadamente igual a 5. La propuesta de valores por encima y
por debajo de 68 indica la comprension del experimento en su totalidad, en especial, si oscilan
en el intervalo (63,73), que es la media mé&s o menos una desviacion tipica.

La segunda parte estd compuesta de tres preguntas para evaluar el conocimiento
pedagogico del contenido. La pregunta 2 pide analizar el contenido matematico necesario para
resolver el item, siguiendo la metodologia propuesta por Godino (2009). Para dar la solucion
correcta del problema, en primer lugar hay que considerar los conceptos de aleatoriedad y
experimento aleatorio, ensayos repetidos, suceso posible, frecuencia (absoluta, relativa), y
distribucion, probabilidad (tedrica, aproximacion frecuencial), muestreo, variabilidad del
muestreo y valor esperado (o esperanza matematica) de la variable aleatoria numero de
chinchetas con la punta hacia arriba. También intervienen propiedades, como que los dos
sucesos implicados no son equiprobables, la independencia de resultados en ensayos
sucesivos, y la convergencia de la frecuencia a la probabilidad. Finalmente, se utilizarian
conceptos numéricos (nimero, proporcion) junto con sus propiedades. Como procedimientos
para llegar a una respuesta correcta, los alumnos necesitarian estimar el valor teérico de la
probabilidad a partir de ensayos repetidos y reconocer el caracter aproximado de esta
estimacion, ademds de procedimientos aritméticos, tales como suma u otras operaciones.

En la pregunta 3 se debe decidir, entre cuatro respuestas dadas por nifios ficticios a la
pregunta 1, cudles son correctas, y en la 4 indicar las posibles intuiciones o estrategias
incorrectas que han llevado a los participantes a dar una respuesta erronea, evaluando, por
tanto, el conocimiento del contenido matematico y los estudiantes. Esperamos unas respuestas
similares a las siguientes:

* El alumno 1 da una respuesta incorrecta. Aunque da valores alrededor de los obtenidos
por el profesor, intercambia los correspondientes a punta hacia arriba y hacia abajo y

alterna estas respuestas con una similar a la del profesor en los cuatro experimentos
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propuestos. Parece esperar que se equilibren los resultados en los sucesivos lanzamientos,
es decir, no comprende la independencia de resultados ni que al ser la probabilidad de caer
hacia arriba mayor casi siempre caeran mas con la punta hacia arriba. Manifiesta la
heuristica de la representatividad.

El alumno 2 da una posible respuesta correcta. Tiene en cuenta los valores esperados
(parecidos a los que obtuvo el profesor) y también la variabilidad de un fendémeno
aleatorio (no siempre saldran exactamente los mismos resultados). Asimismo, entiende
que el valor de frecuencias obtenido por el profesor es s6lo una estimacion del verdadero
valor de la probabilidad (tedrico y desconocido), por lo que, al tomar otras muestras de
resultado, la estimacion puede variar.

El alumno 3 comprende la idea de valor esperado (la probabilidad tedrica serd parecida a
lo que obtuvo el profesor), pero no tiene en cuenta la variabilidad de un fenémeno
aleatorio y repite, exactamente cuatro veces, los mismos resultados.

El alumno 4 no tiene en cuenta los datos dados por el profesor y considera igualmente
probables los dos sucesos; por ello da valores sobre el 50%; tiene en cuenta, sin embargo,

la variabilidad aleatoria, pues da diferentes resultados.

3.3 Método de recogida de datos

Los datos se recogieron dentro de una asignatura de Ensefianza y Aprendizaje de las

Matematicas, obligatoria en el plan de estudios de estos profesores, a lo largo de tres sesiones.

En la primera, se planted a los futuros profesores la pregunta 1 de la tarea presentada en la

Figura 1, pidiéndoles que la resolvieran por escrito. Finalizada la recogida de datos, en la

segunda sesion, se corrigieron colectivamente las respuestas, adoptando el siguiente esquema:

1.
2.

El formador de profesores presenta el item y pide a los futuros profesores sus respuestas.
Se abre un debate donde los diferentes participantes tratan de diferenciar las respuestas
correctas e incorrectas. Se realizan actividades de experimentacion con cajas de
chinchetas, para observar la tendencia y variabilidad del experimento. Estas actividades
ayudan al reconocimiento de concepciones e intuiciones incorrectas.

Finalizada la segunda sesion, el formador de profesores pone a disposicion de los futuros
profesores un documento con un resumen de lo tratado en la actividad.

En la tercera sesion, aproximadamente la mitad de los participantes (81 futuros

profesores) resolvio por escrito la parte 2, trabajando en pequefios grupos (39 parejas y un
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grupo de tres alumnos). En la siguiente sesidon se corrigieron colectivamente estas respuestas,

adoptando un esquema similar al descrito anteriormente.

4 Conocimiento comun del contenido

Recogidas las respuestas de los futuros profesores a la pregunta 1, se realiz6 un
analisis de contenido de las mismas, teniendo en cuenta los valores medios y la dispersion de
las frecuencias para los cuatro ensayos dados por cada futuro profesor, que se han asumido

CcOmo una muestra.

4.1 Valores medios de las frecuencias

Analizada la distribucion de las medias de los cuatro valores dados para el nimero de
chinchetas con la punta arriba (Figura 1) se obtuvieron un valor medio de 57,7 y una moda
igual a 65. El valor medio esperado es 68 (linea vertical en la Figura 1), por tanto los
participantes presentan una buena estimacion de la probabilidad, aunque algo sesgada hacia el

valor 50 (algunos muestran el sesgo de equiprobabilidad descrito por Lecoutre (1992)).

Frecuencia

104

"_ﬁ'r_‘fvfif'f”'llr'”f” JUR LA S A S l_wv 11

Media

Figura 1 — Distribucion del numero medio de chinchetas con la punta hacia arriba
Fuente: desarrollado por los autores

En la Tabla 1 se estudian las frecuencias con que estos valores medios se presentan en
ciertos intervalos, que sugieren diferentes tipos de razonamiento. La tercera parte de los
futuros profesores (33,8%) da valores proximos al esperado (63-73), que seria la respuesta
correcta. Un segundo grupo (20%) obtiene medias proximas a la tedrica, algo sesgadas hacia
arriba o abajo. Otro grupo (33,8%) proporciona valores medios entre 45 y 55 y no tiene en
cuenta la informacion frecuencial, bien por dar valores cercanos al 50%, o bien por
alternancia de resultados, compensando frecuencias altas de punta arriba para dos de los
valores pedidos, con frecuencias altas para punta abajo en los otros dos; estos alumnos
mostrarian el sesgo de equiprobabilidad (LECOUTRE, 1992). El ultimo grupo (9%) con

tendencia a valores medios bajos (mayor proporciéon punta abajo), trata de compensar el
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resultado inicial, mostrando la heuristica de representatividad (TVERSKY; KAHNEMAN,
1982).

Tabla 1 — Frecuencia y porcentaje de intervalos de las medias
Intervalo  Frecuencia %

Hasta 45 (Representatividad) 14 8,9
45-55 (Equiprobabilidad) 53 33,8
55-63 (Aceptable, bajo) 25 15,9

63-73 (Correcto) 53 33,8

Mayor que 73(Aceptable, alto) 7 4,4
No dan respuesta 5 3,2

Total 157 100,0
Fuente: desarrollado por los autores

4.2 Dispersion de valores

También se analizé la dispersion de los valores dados por los futuros profesores
(Figura 2). La desviacion tipica en este experimento es aproximadamente igual a 5. El valor
medio de la distribucion de los rangos fue 28,7, algo mayor de lo esperado, pero compatible
con un intervalo de tres desviaciones tipicas (99,9%). La asimetria en los datos es un reflejo
de la tendencia de algunos participantes a dar valores extremos. Hemos clasificado, también,
la variabilidad de los datos, en varios grupos, que comentamos dando las cuaternas de valores
de chinchetas con punta hacia arriba:

Variabilidad adecuada. Cuando el rango de valores estd entre 10 y 20, esto es entre
una y dos veces la desviacion tipica, por ejemplo la respuesta del participante P141: (63, 75,
70, 78). En algunos casos, esta variabilidad moderada se combina con un sesgo de

equiprobabilidad, con valores mas cercanos a 50, por ejemplo, P122: (43, 60, 59, 53).

Frecuencia
1

20 40 60 80 100
Rango

Figura 2 — Distribucion de rangos en los datos dados por los alumnos
Fuente: desarrollado por los autores

Dispersion alta pero aceptable. Los evaluados asignan valores cuyo rango estd entre
20y 30, esto es entre dos y tres veces la desviacion tipica; reflejan una comprension aceptable

de la aleatoriedad o de la ley de los grandes niimeros. Por ejemplo, P035: (60, 72, 58, 81).
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Concentracion alta o rango inferior a 10. Indica una comprension parcialmente
correcta de la ley de los grandes nimeros; el participante espera que los resultados estén
siempre muy cerca de un teorico. La mayoria de los evaluados que utilizan esta estrategia
tienen promedios entre 63 y 68, como P132: (67, 66, 69, 70).

Dispersion alta o rango mayor que 30. Puede indicar que el participante espera una
compensacion entre los resultados, pues la mayoria de los que utilizan esta estrategia tienen
promedios entre 41 y 57, como P025: (56, 69, 30, 46). Otros tienen promedios entre 60 y 76,
pero incluyen un valor cercano a 50. Por ejemplo, P003: (57, 73, 81, 48).

Casos extremos. Unos pocos evaluados respondieron a la tarea con conjuntos de
valores incluyendo dispersiones extremas: o bien ausencia de variabilidad, con los mismos
pares de valores para los cuatro nifos (por ejemplo, 50, 50, 50, 50, dado por P069) o
excesivamente alta, con rango mayor que 70 como P022: (100, 50, 0, 50).

En la Tabla 2 se resumen los datos. Observamos que 45,2% tienen una buena
comprension de la variabilidad en la experimentacion (22,9% proponen datos con variabilidad
adecuada y 22,3% alta, pero aceptable); 8,3% tienden a la excesiva concentracion para un
proceso aleatorio; 37,6% muestran una percepcion de variabilidad alta y 5,7% asignan valores
con dispersion extrema. Entre los participantes con una comprension correcta del valor
adecuado para la estimacion (media entre 63 y 73), 70% tienen una variabilidad de resultados
buena (47,2%) o aceptable (22,6%); esto supone que el 23,5% del total de futuros profesores
participantes en el estudio muestran una percepcion integral del significado frecuencial en la
experimentacion. Por otro lado, 51,5% de participantes de los que dan una media incorrecta,
asignan alta variabilidad, y 9,1% poca dispersion.

Tabla 2 — Frecuencia y porcentaje de categorias de percepcion de variabilidad, de acuerdo
con respuesta considerada correcta

Media entre 63 y 73
(Respuesta correcta)

Si No
Categoria  Frec. % Frec. % Total Porcentaje
Variabilidad adecuada (Rango entre 10y 20) 25 472 11 11,1 36 22,9
Dispersion alta, pero aceptable (Rango entre 20y 30) 12 22,6 23 23,2 35 22,3
Concentracion alta (Rango entre 1 y 10) 8 15,1 5 5,1 13 8,3
Dispersion alta (Rango entre 30 y 70) 8 15,1 51 51,5 59 37,6
Casos extremos (Rango 0 o mayor que 70) 9 9,1 9 5,7
No responden 5 3,2

Total 53 100,0 99 100,0 157 100,0
Fuente: desarrollado por los autores

En nuestra muestra hubo mayor proporcion de respuestas correctas, y menor de no

respuesta y del sesgo de equiprobabilidad que en Green (1983), Caiiizares (1997) y Mohamed
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(2012), quienes aplicaron un item similar en formato de seleccion multiple con unica
respuesta, como se describio en los antecedentes. Los tres estudios mostraron baja proporcion
de respuestas correctas (17% entre nifios ingleses, 15% entre nifos espafioles y 31% entre
futuros profesores) y alta proporcion del sesgo de equiprobabilidad (61% entre nifios ingleses,
64% entre ninos espafoles y 62% entre futuros profesores espafioles). Consideramos que
nuestra forma de plantear la pregunta permite medir, de forma mas integral, la comprension
del significado frecuencial, pues, ademds de la estimacion de la probabilidad, observamos la

percepcion de la variabilidad en el muestreo.

5 Conocimiento especializado del contenido

En general, casi todos los grupos fueron capaces de identificar algiin objeto
matematico presente en esta tarea (descritos en el apartado 3.2), aunque el numero dado fue
pequeiio. La mitad de los equipos identifican entre dos y tres objetos matematicos, 7 (17,4%)
identifican s6lo uno, 4 equipos (10%) identifican 4, sélo 2 equipos (5%) identifican 6 y 7
equipos (17,4%) no contestan esta pregunta.

Los objetos correctamente identificados por mas de un grupo se presentan en la Tabla
3. El mencionado con mayor frecuencia es probabilidad, aunque pocos grupos especifican que
se trata de una asignacion frecuencial de la misma o hacen referencia a la frecuencia. El resto
de objetos es identificado tnicamente por una proporcion pequeiia de los grupos. Observamos

que se tiende a identificar méas conceptos que procedimientos, y que no hay mencion a

propiedades.
Tabla 3 — Frecuencias de los objetos matematicos con mas menciones
0,
Tipo de objeto matematico Objeto matematico  Frecuencia (Frecueﬁcia /40)

Concepto Probabilidad 29 72,5

Esperanza matematica 6 15,0

Aleatoriedad (azar) 5 12,5

Frecuencia 5 12,5

Proporcionalidad 4 10,0

Numeros naturales 3 7,5

Proporcion 2 5,0

Procedimiento =~ Enumeracion de posibilidades 7 17,5

Suma 4 10,0

Asignacion frecuencial 4 10,0

Comparacién de probabilidades 2 5,0

Fuente: desarrollado por los autores

También se identificaron objetos que no aparecen en la actividad, tales como el

principio de conservacion, u objetos no matematicos como la intuicion. No llegan a
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nombrarse las ideas de poblacion o muestra, distribucion, ensayos repetidos, fiabilidad de la
estimacion, o el caracter aproximado de esta estimacion.

En consecuencia, los futuros profesores muestran algin conocimiento especializado
del contenido, pero atn insuficiente, corroborando la investigacion de Chick y Pierce (2008),
cuyos profesores fallaron en identificar los conceptos latentes en una situacion didactica
propuesta para la enseflanza de la probabilidad. Son mejores que los de Ortiz, Batanero y
Contreras (2012) y Mohamed (2012), quienes encontraron insuficiente el Conocimiento
Especializado del Contenido, con relacion al juego equitativo y espacio muestral, pues el
numero de objetos correctamente identificados en nuestro estudio es algo mayor y apenas
aparecen objetos no necesitados en la solucion del problema. Puesto que los participantes de
estos estudios no realizaron previamente la actividad de discusion de las soluciones al
problema y de simulacion efectuada por nuestros participantes, deducimos que esta actividad

fue productiva para desarrollar algo su conocimiento especializado del contenido.

6 Conocimiento del contenido y los participantes

En otras dos preguntas se pidié a los futuros profesores evaluar las respuestas de
alumnos ficticios de Educacién Primaria e indicar las causas de sus dificultades. La Tabla 4
resume sus valoraciones para cada respuesta. La identificacion adecuada de las cuatro
respuestas, como correctas e incorrectas, fue hecha por 14 equipos (35%); otros nueve
(22,5%) calificaron como parcialmente correcta al menos una de las respuestas incorrectas; y
siete (17,4%) acertaron la respuesta correcta, pero fallaron en la identificacion de alguna de
las tres incorrectas. Un equipo no responde; otros cinco interpretan mal el enunciado, dando
otro tipo de respuesta.

Tabla 4 — Frecuencia y porcentaje de equipos segun evaliian las respuestas de alumnos

ficticios
Alumno 1 Alumno 2 Alumno 3 Alumno 4
Calificacion por equipo (incorrecto) (correcto) (incorrecto) (incorrecto)

Frec. % Frec. % Frec. % Frec. %

Correcta 5 12,5 33 82,5 3 7,5 2 5,0

Incorrecta 19 47,5 1 2,5 29 72,5 29 72,5

Parcialmente correcta 9 22,5 2 5,0 3 7,5
Otra respuesta 5 12,5 5 12,5 5 12,5 5 12,5

No responde 2 5,0 1 2,5 1 2,5 1 2,5
Total 40 100,0 40 100,0 40 100,0 40 100,0

Fuente: desarrollado por los autores

Lo mas sencillo fue identificar la respuesta correcta del Alumno 2 (82,5% de equipos),

lo que indica el aprendizaje producido en la discusion colectiva, realizada al final de la
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primera sesion, pues en la pregunta 1 solo 38,4% de respuestas fueron correctas y 20,3%
parcialmente correctas. Fue también sencillo identificar como incorrectas las respuestas
correspondientes a ausencia de variabilidad (Alumno 3) y sesgo de equiprobabilidad (Alumno
4), bien identificadas por 72,5% de los equipos. En relacion con la variabilidad de los datos
dados por estos futuros profesores en la pregunta 1, encontramos que soélo el 45,2%
produjeron muestras de variabilidad adecuada o aceptable, mientas ahora la variabilidad
demasiado pequefia es bien identificada y de nuevo se observa el efecto de aprendizaje. Fue
mas dificil identificar la respuesta incorrecta debido a un patron alternante del Alumno 1
(47,5% de los equipos).

En resumen, la mayoria de equipos fueron capaces de reconocer las respuestas
correctas e incorrectas, lo que evidencia el desarrollo logrado en su conocimiento comun de la
probabilidad mediante las actividades de experimentacion y discusion colectiva, en
comparacion con los resultados en la primera pregunta. Este desarrollo del conocimiento
probabilistico les ha permitido, también, adquirir un cierto conocimiento del contenido y el
estudiante. A continuacion se analizan las explicaciones de los equipos respecto a la causa del

error, teniendo en cuenta los puntos considerados al analizar las respuestas a la pregunta 1.

6.1 Justificacion de errores en base a la frecuencia de resultados

La mayoria de los grupos para dar su valoracion analiza las frecuencias de chinchetas
con la punta hacia arriba en las respuestas de los alumnos, con las siguientes variantes:

El. Los resultados concuerdan con la frecuencia esperada, es decir, los resultados son
parecidos a los del profesor, o bien el alumno ficticio piensa en términos de probabilidad. Este
argumento se puede usar para identificar una respuesta como correcta, cuando los resultados
son parecidos entre si, pero no exactos, y para justificar la incorrecta, cuando se repiten
exactamente los mismos resultados, por ejemplo:

Es casi imposible que el Alumno 3 obtenga en los 4 casos el mismo numero de

chinchetas con la punta hacia arriba y ademas, que los numeros coincidan con el

ejemplo del enunciado (E22)

E2. Los resultados de alguno de los experimentos no concuerdan con la frecuencia
esperada. Algunos equipos consideran que hay demasiada discrepancia entre la frecuencia
dada por el Alumno 1 o el Alumno 4 y el valor esperado, y utilizan este tipo de explicacion

para valorarla como incorrecta:
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Puede ocurrir que en la tirada salgan 2 casos con 68 y 65 puntas hacia abajo, pero es
muy dificil obtener los resultados del Alumno 1, casi siempre saldran mas chinchetas
con punta hacia arriba. (E04)

E3. Los resultados son contrarios a la frecuencia esperada, tratando de compensarla
para conseguir equiprobabilidad. Se indica que el alumno trata de compensar las frecuencias
de punta arriba y abajo, para conseguir un numero total igual de caras y cruces, es decir, se
identifica la heuristica de representatividad, aunque no se le dé¢ este nombre. Un ejemplo es:

El alumno 1 ha escrito que en 2 casos es mas probable que las chinchetas caigan con

la punta hacia arriba y es muy dificil que eso ocurra asi. Para dar esa respuesta es

posible que el alumno haya pensado que los dos casos tienen la misma probabilidad.

(E07)

E4. Los resultados son muy proximos al 50%. Esta explicacion del error en la
respuesta del alumno 4 asume que el participante ficticio tiene un sesgo de equiprobabilidad,
pues los valores dados de las frecuencias no corresponden con lo esperado para este
experimento aleatorio. Algunos equipos tienden a sustentar la ausencia de equiprobabilidad en
las caracteristicas fisicas de la chincheta por ejemplo:

En todos los casos las respuestas son muy cercanas al 50% cuando en realidad que

las chinchetas caigan con la punta hacia arriba tiene mas probabilidad. (E07)

E5. Otras respuestas debidas a mala interpretacion de la pregunta. Por ejemplo, leen
en vertical los resultados y evaliian correctamente cudl de los nifios (Daniel, Martin, Diana y
Maria) da una mejor solucién. O bien leen los resultados en forma aislada y evaltian cual
respuesta da una mejor solucion.

En la Tabla 5 se presentan las frecuencias de los argumentos basados en frecuencia,
usados, principalmente, para justificar respuestas incorrectas de los alumnos 1 y 4. La
diferencia de frecuencias dadas por el profesor (E2) es el argumento mayoritario para el error
del alumno 1 y la cercania al 50% el preferido para valorar al alumno 4, aunque también se

usa el de diferencias con las frecuencias dadas por el profesor.
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Tabla 5 — Frecuencias y porcentaje de justificaciones de respuestas correctas o incorrectas en
base a las frecuencias

Alumno 1 Alumno 2 Alumno 3 Alumno 4
Explicacion  (incorrecto) (correcto) (incorrecto) (incorrecto)
Frec. %  Frec. % Frec. % Frec. %

El. Concordancia de frecuencias con las dadas
por el profesor
E2. Diferencia de frecuencias con las dadas por 2 55.0 1 2.5 1 25 11 275
el profesor
E3. Contrarios 2 5,0
E4. Frecuencia alrededqr del 50% o 1 2.5 16 40,0
equiprobabilidad
ES. Otra interpretacion del enunciado 7 17,5 5 12,5 5 12,5 5 12,5
No argumenta en base a la frecuencia 8 20,0 27 67,5 31 77,5 8 20,0
Total 40 100,0 40 100,0 40 100,0 40 100,0

Fuente: desarrollado por los autores

7 17,5 3 7,5

La respuesta del Alumno 3 fue considerada correcta por tres equipos, que se basaron
en la cercania de valores dados por los nifios con las frecuencias dadas por el profesor (E1),

mostrando una baja comprension del significado frecuencial.

6.2 Justificacion de errores en base a la variabilidad de resultados

En segundo lugar hemos estudiado los argumentos que se basan en un andlisis de la
variabilidad de resultados de Daniel, Martin, Diana y Maria. Las categorias encontradas son
las siguientes:

El. Hay una variabilidad adecuada en un experimento aleatorio. Argumento dado
solo por un equipo para analizar los razonamientos de los alumnos 2 y 4, en que todos los
valores aportados se concentran alrededor de un mismo valor, pero con cierta dispersion. Este
equipo, ademas, tiene en cuenta las tendencias de las frecuencias en ambos casos; es el que
muestra una argumentacion mas completa, pues percibe simultaneamente las dos
caracteristicas del muestreo aleatorio: tendencia hacia el valor esperado y variabilidad. Su
respuesta es la siguiente:

El alumno 4 determina que el numero de chinchetas que caen con la punta hacia

arriba es igual de probable que el numero de chinchetas que caen con la punta hacia

abajo. No obstante, no establece siempre los mismos resultados sino que varia el
numero. Este alumno tampoco tiene en cuenta los resultados dados por el profesor.

(E01)

E2. No hay variabilidad de resultados (o es muy baja). En este caso se argumenta que

siempre aparece el mismo resultado, que no hay variabilidad o es pequefia, generalmente

Bolema, Rio Claro (SP), v. 28, n. 48, p. 209-229, abr. 2014 224



@@@ ISSN 1980-4415
@ DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v28n48al 1

cuando analizan el razonamiento del alumno 3, que corresponde a un patron determinista, por
ejemplo:

Esta mal, ya que es poco probable que a los 4 nifios, al lanzar las chinchetas, les

salgan los mismos numeros (E03)

E3. Los resultados varian mucho. Seria el argumento de los grupos que consideran
excesiva la variabilidad de los resultados, y s6lo lo usa un equipo cuando analizan el
razonamiento del alumno 1:

No tiene en cuenta la probabilidad, sino que tiene en cuenta datos muy distintos (E09)

El uso de estos tres argumentos se resume en la Tabla 6, donde vemos que son pocos
los equipos que analizan la variabilidad, porque se contentan con dar un solo argumento,
cuando dieron argumentos basados en las frecuencias, no analizan la variabilidad. En todo
caso, cada argumento se usa preferentemente con una respuesta; consideramos que la mayoria
de futuros profesores muestran un conocimiento adecuado de la variabilidad.

Tabla 6 — Frecuencias y porcentajes de argumentos basados en la variabilidad para justificar
las respuestas como correctas o incorrectas

Alumno 1 Alumno 2 Alumno 3 Alumno 4
Explicacion (incorrecto) (correcto) (incorrecto) (incorrecto)
Frec. % Frec. % Frec. % Frec. %
E1l. Variabilidad adecuada 1 2,5 1 2,5
E2. No hay (o es baja) 1 2,5 29 72,5 4 10,0
E3. Demasiada variabilidad 1 2,5

No analizan la variabilidad 38 95,0 39 97,5 11 27,5 35 87,5

Total 40 100,0 40 100,0 40 100,0 40 100,0

Fuente: desarrollado por los autores

Estos resultados son mejores que los de Mohamed (2012), pues los futuros profesores
evaluados en su estudio mostraron carencias al momento de explicar las razones de los errores
en las respuestas. Por un lado, observé baja capacidad de argumentacién y, por otro, encontrd
inconsistencias entre la clasificacion de una respuesta y la razéon dada para explicar su error
(indicaban que la respuesta era incorrecta, argumentando que era correcta y el alumno no supo

explicarse).

7 Discusion y conclusiones

En este trabajo se propuso una situacion de estimacion de la probabilidad, en su
significado frecuencial, con el fin de evaluar y desarrollar algunos componentes del
conocimiento matematico para la enseiianza (BALL; LUBIENSKI; MEWBORN, 2001;
HILL; BALL; SCHILLING, 2008) en un grupo de futuros profesores de Educacién Primaria.
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Las principales conclusiones obtenidas respecto a los componentes de dicho conocimiento

son las siguientes:

7.1 Conocimiento comun de la probabilidad

Aunque algunos trabajos previos han analizado el conocimiento comin de Ia
probabilidad en futuros profesores, pocos se han centrado en su comprension del significado
frecuencial de la probabilidad. Ademas, la variacion que hemos propuesto en la tarea
introduce un elemento novedoso, que permite evaluar la comprension, tanto de las tendencias
o valores esperados en el experimento como de la variabilidad inherente en un proceso de
muestreo.

Los datos recogidos sobre la primera pregunta muestran unas pobres intuiciones
iniciales sobre los experimentos aleatorios, pues solo la tercera parte, aproximadamente, tiene
una intuicién simultanea de la convergencia al valor esperado y de la variabilidad muestral. El
resto muestra diferentes sesgos, como la equiprobabilidad, la heuristica de Ila
representatividad o piensa que no es posible hacer una prediccion. Estos resultados coinciden
con los estudios de Batanero, Godino y Cafiizares (2005), Carter (2008) y Mohamed (2012); y
son mejores que los observados en estudios con nifios o adolescentes, como Green (1983,
1991), Serrano (1996) y Caiizares (1997). Ademads, afiadimos informacion sobre la
comprension de la variabilidad, mostrando que wuna parte importante del grupo produce
muestras de variabilidad extrema o de patron determinista.

La identificacion de las respuestas correctas e incorrectas en la tercera sesion indica,
asimismo, el aprendizaje logrado por parte de los futuros profesores, mediante la metodologia
propuesta, consistente en la discusion colectiva en una segunda sesion de las soluciones a la

primera pregunta, una vez completada, y la realizacion de experimentos en el aula.

7.2 Conocimiento especializado del contenido

En concordancia con estudios previos con profesores en formacion (CHICK; PIERCE,
2008; ORTIZ; BATANERO; CONTRERAS, 2012; MOHAMED, 2012) nuestro estudio
indica pobre capacidad para identificar los objetos matematicos en una tarea, incluso cuando
los futuros profesores utilizaron dichos objetos al resolver correctamente los problemas

planteados. De todos modos, los resultados son algo mejores que los citados, sin duda es
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efecto del aprendizaje en la segunda sesion. Serd importante buscar formas alternativas de
desarrollar este conocimiento especializado, pues su carencia podria dificultar algunas de las
actividades que realiza el profesor, como se concluye de investigaciones previas con

profesores en ejercicio (WATSON, 2001; STOHL, 2005).

7.3 Conocimiento del contenido y los estudiantes

Los resultados sobre el conocimiento del contenido y los estudiantes en relacion a la
probabilidad frecuencial también son originales. Para evaluarlos, se pidi6 a los futuros
profesores, trabajando en grupos, que analizasen las respuestas dadas por cuatro alumnos
ficticios. Al haber discutido colectivamente sus propias respuestas a la primera parte de la
tarea, fueron capaces de discriminar, con facilidad, las respuestas correctas e incorrectas de
dichos alumnos. Por ello deducimos que el avance en su conocimiento comun del contenido
ayudo a desarrollar su conocimiento del contenido y los estudiantes.

Un alto porcentaje de estos futuros profesores también fueron capaces de dar razones
validas para los errores en las respuestas; mostrando mejores resultados que estudios previos
con profesores en ejercicio (WATSON, 2001; STOHL, 2005) o en formacion (CARTER,
2008; MOHAMED, 2012). Los razonamientos erroneos mejor identificados fueron la
ausencia de variabilidad en los valores dados, la diferencia con frecuencias dadas por el
profesor y la cercania al 50% de los valores dados. En todo caso, seria necesario mejorar la
formacioén en este punto, dandoles a conocer los resultados de las investigaciones sobre
didactica de la probabilidad, que habria que transmitirles mediante una adecuada

transposicion didactica.

7.4 Implicaciones del estudio

Una implicacion de interés para los formadores de profesores de Educacion Primaria
es la necesidad de reforzar su formacion para la ensefianza de la probabilidad, tanto en su
conocimiento especializado del contenido matematico como en el conocimiento del contenido
y los estudiantes.

Concerniente a la metodologia, para llevar a cabo esta formacion, se sugiere proponer
a los futuros profesores una muestra de situaciones experimentales y contextualizadas, que

sean representativas del enfoque frecuencial, confrontandolos con sus propios sesgos e
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intuiciones incorrectas. Para prepararlos en la componente didactica, seran de gran ayuda
situaciones relacionadas con la docencia, como las usadas en este trabajo. Resaltamos,
también, la necesidad de continuar la investigacion sobre otros componentes del conocimiento
del profesor en el campo de la probabilidad, como paso necesario para mejorar la formacion

de los profesores.
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