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Dificultades para Codificar, Relacionar y Categorizar Problemas
Verbales Algebraicos: dos estudios con estudiantes de secundaria

y profesores en formacion

Difficulties in Codifying, Relating, and Sorting Algebraic Verbal Problems:

two studies with secondary students and pre-service teachers

Carlos B. Gémez-Ferragud”
Juan José Solaz-Portolés ™

Vicente Sanjosé™

Resumen

En resolucién de problemas verbales por transferencia, la activacion de problemas ya conocidos que sirvan de
guia, depende de las analogias percibidas entre éstos y el problema a resolver. Se desarrollan dos estudios
relacionados para analizar en qué caracteristicas se basan los estudiantes para codificar problemas y detectar sus
analogias, en tareas de categorizacién (sorting). Se utilizaron técnicas cuantitativas y cualitativas combinadas.
Primero se analizdé cémo los estudiantes de secundaria son influidos por diferentes variables caracteristicas de
problemas de ciencias. Una gran proporcién de sujetos no fue capaz de percibir las analogias y diferencias
adecuadas entre problemas. El segundo estudio tratd de avanzar una explicacion de estos resultados. El nivel
académico y la familiaridad con las tematicas fueron factores significativos, pero los futuros profesores
participantes mostraron demasiadas dificultades, alertando sobre la conveniencia de revisar algunos supuestos
instruccionales habituales.

Palabras clave: Resolucién de Problemas Verbales Algebraicos. Superficie y Estructura de problemas.
Familiaridad con la temética. Analogias entre Problemas. Categorizacion de problemas.

Abstract

Solving verbal problems by transfer implies the activation of other, previously solved problems by means of the
analogies perceived between these and the ‘target problems’. Two related studies are conducted to analyse what
features students focus on to codify problems and to build analogies among them when sorting tasks are
proposed. Quantitative and qualitative techniques were used in the analysis. First, we analysed how different
science problem characteristics influence secondary students’ task performance. A high proportion of
participants were not able to perceive suitable analogies and differences among problems. The second study tried
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to look for explanations. The Academic level and the Familiarity with the problems topic were significant
factors. However, our grade participants, in a pre-service post-grade course to be mathematics teachers, found
more difficulties than expected, indicating that some usual instructional assumptions should be reconsidered.

Keywords: Algebraic Verbal Problem Solving. Problem Surface and Structure. Familiarity with the subjetc.
Analogies among Problems. Problem sorting.

1 Introduccién

La resolucion de problemas verbales es una tarea clésica en el aprendizaje de las
ciencias y las matemaéticas. Un enunciado permite conectar situaciones en el mundo real con
las abstracciones propias de las matematicas, dandoles sentido y haciendo util este
conocimiento. En el proceso de resolucion de un problema, Polya (1957) diferencid 4 fases
distintas: comprension, elaboracion de un plan, ejecucion del plan y comprobacion. En
Educacion Secundaria un modo frecuente de instruir para abordar esas cuatro fases se basa en
la transferencia analdgica (GOMEZ-FERRAGUD; SOLAZ-PORTOLES; SANJOSE, 2012;
BERNARDO, 2001): tipicamente, el profesor resuelve un conjunto de problemas basados en
algin procedimiento, principio, ley o teorema y, a continuacion propone problemas analogos
a aquellos para que los estudiantes intenten resolverlos. En este proceso es muy importante
que los estudiantes sean capaces de codificar adecuadamente los problemas para poder, luego,
construir vinculos analdgicos entre ellos (GENTNER, 1983). Por un lado, la activacion del
esquema mental apropiado para resolver un problema dependera de los vinculos entre éste y
otros problemas ya resueltos. Por otro lado, la elaboracion de esquemas mentales, para su uso
posterior, dependera de los vinculos establecidos entre los problemas ya resueltos. Tal es su
importancia, que la busqueda y activacion de problemas relacionados con el propuesto ha sido
considerada por algunos autores como una fase diferenciada del resto, por considerar que en
toda resolucion hay que activar conocimiento previo en forma de esquemas resolutivos
previamente elaborados (QUEIROZ; LINS, 2011)

El proposito del presente trabajo es estudiar como diferentes caracteristicas definitorias
de los problemas verbales, afectan a su codificacién y a las analogias entre ellos percibidas
por estudiantes de distinto nivel académico. Consideraremos problemas cuya resolucién exige
el uso de estructuras algebraicas correspondientes a dos funciones lineales, que tienen
maultiples aplicaciones en el mundo real y desempefian un papel relevante en la comprension

de temas matematicos y cientificos (BIRGIN, 2012).

2 El proceso de Transferencia
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Transferir significa aplicar el conocimiento aprendido en determinadas situaciones y
contextos, a nuevas situaciones o contextos diferentes. Aunque sus mecanismos cognitivos no
son bien conocidos, desde la Teoria de los Componentes Idénticos de Thorndike
(THORNDIKE; WOODWORTH, 1901), se acepta que uno de los elementos esenciales de
este proceso es el reconocimiento de elementos comunes entre las situaciones conocidas y la
nueva. Desde hace mucho, se ha estudiado la transferencia en resolucion de problemas
verbales algebraicos (GICK; HOLYOAK, 1980; REED; DEMPSTER; ETTINGER, 1985). Se
ha estudiado, sobre todo, el aprendizaje inicial de ejemplos relevantes y su comparacion, para
favorecer la abstraccion de esquemas de problema que puedan ser usados después
(JONASSEN, 2003; GOLDSTONE; SAKAMOTO, 2003; LOEWENSTEIN; THOMPSON;
GENTNER, 1999; GICK; HOLYOAK, 1983).

El andlisis del proceso de transferencia ha llevado a diferentes autores a distinguir
distintas fases constituyentes del mismo (HUMMEL; HOLYOAK, 1997; SALOMON;
PERKINS, 1987). Chen y Klahr (2008) distinguen cuatro fases que podemos aplicar a la
resolucion de problemas:

a) Codificacion de las caracteristicas del problema propuesto (o diana) durante la fase de
Comprensién del problema, (POLYA, 1957; NEWELL; SIMON, 1972). Previamente, se
debe haber codificado un problema ya conocido (o fuente) que va a ser usado como
analogo posteriormente.

b) Acceso a la informacion de un analogo fuente. Las sefiales de recuperacién de un

determinado analogo desde la memoria a largo plazo del resolutor deben ser, por hipétesis,

algunos de sus rasgos caracteristicos que el sujeto percibe comunes con el problema diana.

Esta fase implica el establecimiento de vinculos analdgicos entre el problema diana y alguno

de los problemas ya estudiados, y se sitla en la fase que Polya llamé Planificaciéon de la

resolucion.

c¢) Mapping o correspondencia entre el problema diana y analogo fuente, ain dentro de la fase
de Planificacion. Las caracteristicas percibidas de ambos problemas son relacionadas
explicitamente. Una vez establecido este mapping, el resolutor decide que el anélogo
recuperado es Util o no (VANLEHN, 1998). Esta correspondencia implica la utilizacién de
los vinculos analdgicos ya establecidos entre ambos problemas en la fase anterior.

d) Ejecucion de estrategias para llegar a la solucion del problema diana (fase de Ejecucion de
la resolucién, de Polya), navegando por el espacio del problema (NEWELL; SIMON,

1972). Cuando el analogo recuperado se considera apropiado tras el mapping, el resolutor
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debe realizar las inferencias necesarias para que ciertas (todas o parte) relaciones
estructurales del problema fuente se puedan usar para el problema diana, mutatis-mutandis.
Las tres primeras fases constituyen lo que Vergnaud (1982) denomina calculo
relacional y preceden a la resolucion del problema propiamente dicha, de calculo numérico.
La pregunta es, ;sobre qué rasgos se puede codificar y construir analogias entre problemas

con enunciado?

3 Factores Caracteristicos de un Problema Verbal

Se han descrito dos componentes basicos para los problemas verbales: la Superficie y
la Estructura (HOLYOAK, 1984). La Superficie describe la historia o situacién problemética
en un contexto del mundo ordinario. Son elementos superficiales:

a) La situacion problematica descrita, con sus personajes, objetos y eventos del mundo
ordinario involucrados, y sus atributos.

b) Las variables linguisticas implicadas en el texto que constituye el enunciado. El
modo en que se redacta un enunciado puede hacer que dos situaciones similares se perciban
diferentes, dificultando la transferencia, o que dos situaciones estructuralmente idénticas se
perciban diferentes (CERDAN, 2008; PUIG; CERDAN, 1988; VALENTIN; CHAP-SAM,
2005; CARPENTER; HIEBERT; MOSER, 1981).

c) Los valores numéricos de las cantidades explicitadas como datos. En problemas
multiplicativos se ha observado que los estudiantes cambian la operacion elegida cuando se
les presentan, sucesivamente, problemas que sélo difieren en términos numéricos (BELL;
SWAN; TAYLOR, 1981).

La Estructura de un problema algebraico estd determinada por “coémo se relacionan las
cantidades unas con otras, mas que por cudles son esas cantidades” (NOVICK, 1988, p.511).
Obviamente, el acceso a la estructura de un problema es decisivo para su comprension y
resolucion correcta. Para ello es necesario que el resolutor conecte las representaciones
mentales semantica y referencial del problema (o Modelo de la Situacién) (KINTSCH, 1998),
con la representacion abstracta, matematica (o Modelo del Problema) (KINTSCH; GREENO,
1985; NATHAN; KINTSCH; YOUNG, 1992). Esto puede hacerse mediante el proceso
conocido como traduccion (PUIG, 1998) o mediante transferencia analogica, aprovechando
una traduccion ya realizada en otro problema.

En el caso de problemas de ciencias, la tematica particular del problema puede influir

tanto en la superficie como en la estructura de un problema. Por un lado, un tema cientifico
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contiene determinadas situaciones, entidades y fendmenos especificos con sus magnitudes
particulares. Estos elementos estadn incluidos en la Superficie. Por otro lado, las leyes y
principios propios de esa tematica de la ciencia forman parte de la Estructura, pues implican
ciertas relaciones entre magnitudes (que, a su vez, contienen cantidades). Una tematica poco
familiar para un estudiante podria dificultar la representacion mental de la situacion descrita
y, con ello, dificultar también la activacion de esquemas abstractos apropiados para resolver
correctamente un problema.

La pregunta o incognita de un problema influye directamente en la dificultad del
problema y condiciona el proceso de resolucion (HIEBERT, 1982; VERGNAUD, 1982). Hay
evidencia de que los estudiantes con bajo conocimiento previo y pericia focalizan su atencion
en la incdgnita, e incluso, es frecuente el uso de la estrategia de trabajar hacia atras (CHI;
GLASER; REES, 1982), comenzando por la incdgnita y retrocediendo paso a paso hasta
encontrar los datos del problema. Es de esperar que las relaciones entre la incognita y el resto
de cantidades afecten la resolucion de un problema, ya que ello configura la estructura del
mismo. Sin embargo, el nombre concreto de la incognita, su posicién concreta dentro de un
enunciado (CASTRO et al., 1991), o su rol matematico (como x 0 como Y en ecuaciones, 0
como numerador o denominador en razones etc.) pueden también afectar la percepcion de un
problema por los resolutores no expertos.

En resumen, en este trabajo consideraremos 3 factores caracteristicos de un problema
verbal algebraico: a) su superficie (incluyendo la familiaridad con la tematica); b) su

estructura algebraica; ¢) su incognita.

4 La tarea de Agrupacion de Problemas y las Analogias

En resolucion de problemas verbales, los expertos y los novicios parecen diferenciarse,
precisamente, por el tipo de caracteristicas en que se basan para codificarlos y relacionarlos
con otros, antes de resolverlos. Chi, Feltovich y Glaser (1981) propusieron a expertos y
estudiantes novicios una tarea sencilla de agrupacion de problemas algebraicos de fisica, a
partir de la lectura de su enunciado (sin resolverlos explicitamente). Este tipo de tarea parece
explorar las 3 primeras fases del proceso de resolucion por transferencia sefialadas antes: la
codificacion o indexacion del problema diana, la recuperacion de anélogos fuente y el
establecimiento de un mapping entre problemas. La investigacion mencionada revel6 que el
nivel de conocimientos afecta el modo en que la informacién especifica se codifica en la

memoria a largo plazo (indexacion). Los expertos basaron las similitudes entre problemas de
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fisica en elementos estructurales, y definieron las clases de problemas construidas a partir de
ello (por ejemplo, problemas que implican la tercera ley de Newton, problemas que implican
el principio de conservacion de la energia etc.). Sin embargo, los principiantes se basaron en
elementos superficiales de los problemas (problemas de planos inclinados, problemas de
movimiento circular, problemas de poleas etc.). Sanjosé, Solaz-Portolés y Valenzuela, (2009)
utilizaron la tarea de agrupaciéon de problemas de fisica con enunciado para replicar los
resultados de Chi, Feltovich y Glaser (1981), encontrando que una gran proporcion de
estudiantes de Secundaria, Unicamente establecia vinculos tematicos entre problemas
(problemas de cinematica, de electricidad, de termodindmica etc.). Esto tal vez sea un
producto de la ensefianza, ya que los materiales y procedimientos instruccionales en ciencias
suelen agrupar los problemas de la misma tematica. En cualquier caso, los resultados de Chi,
Feltovich y Glaser (1981), muestran que los expertos logran superar este condicionante.

En resumen, si se toman colecciones adecuadas de problemas, la tarea de agrupacion a
partir de la lectura de sus enunciados puede ser utilizada para evaluar si los resolutores son
capaces de categorizar problemas segln su estructura, como hacen los expertos, 0 no pueden

ir mas alla de sus caracteristicas superficiales.

5 Objetivos

A partir del proposito general de esta investigacion expuesto en la introduccion, y de
los fundamentos tedricos explicitados, nos planteamos los siguientes objetivos:

1. Estudiar las analogias entre problemas verbales que los estudiantes de secundaria son
capaces de percibir en tareas de agrupacion de problemas de ciencias con estructura
algebraica.

2. Analizar el efecto de diferentes caracteres constitutivos de los problemas, superficie,
estructura e incognita, sobre la codificacion y percepcién de analogias entre problemas de
ciencias.

3. Explorar las causas, es decir, hasta qué punto las dificultades de los estudiantes en el
establecimiento de analogias estructurales, son debidos a su nivel de conocimiento y
pericia, a la escasa familiaridad con los temas de ciencias, 0 a una instruccién que presta
poca atencion a los procesos de codificacion y clasificacion de problemas.

Los dos primeros objetivos se abordaran en el estudio 1, mientras el objetivo 3 sera

abordado en el estudio 2 de este trabajo.
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6 Método

6.1 Disefio

En los dos estudios realizados la tarea propuesta fue la de agrupar colecciones de
problemas segun el modo en que se resuelven. Se siguié una metodologia mixta en dos fases:
andlisis cuantitativo (descriptivo y contrastes pertinentes) y analisis cualitativo (entrevistas
semiestructuradas).

En el estudio 1 las variables consideradas fueron las caracteristicas de los problemas
suministrados, todos ellos de ciencias. En el estudio 2 se consideraron los efectos de una
mayor o menor familiaridad de los resolutores con el contexto de los problemas, y también los
efectos del nivel académico, ligado al conocimiento previo y la experiencia resolviendo
problemas. La Familiaridad (Baja/Alta) fue un factor intra-sujetos, mientras que el Nivel
Académico (Secundaria/Master) fue un factor entre-sujetos. En ambos estudios, la variable
objetivo fue el tipo de caracteristicas en que se basaron los estudiantes para definir conjuntos

de problemas que se resolvieran con las mismas ecuaciones.

6.2 Participantes

En el primer estudio participaron 109 estudiantes espafioles de ambos sexos, en 9° y
10° grados de Secundaria® (14-16 afios), de dos centros educativos situados en poblaciones
entre 10.000 y 20.000 habitantes. En el segundo estudio participaron 118 estudiantes
espafioles de ambos sexos. De ellos, 69 pertenecian a 3 grupos intactos, dos de 9° y uno de 10°
grado, de dos centros educativos distintos en dos poblaciones de méas de 20.000 habitantes. El
resto fueron 49 graduados universitarios, futuros profesores de Matematicas en formacion
docente inicial®>. Aunque se traté de una muestra de conveniencia, ésta no presenté ninguna

caracteristica diferencial con el resto de sus poblaciones.

6.3 Materiales empleados

! En Espafia se corresponden con 3° y 4° de ESO (Educacién Secundaria Obligatoria).

? La formacién docente inicial de los profesores de Secundaria, en Espafia, se realiza a través del Master
Universitario en Profesor de Educacion Secundaria. A este master se accede después de obtener un Grado
universitario adecuado a cada especialidad.
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Se disefiaron dos colecciones, cada una de 8 enunciados de problemas algebraicos,
cuya resolucion implica un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incognitas en todos los
casos. En una coleccién, las superficies implicaron tematicas cientificas consideradas de Baja
Familiaridad para los estudiantes. En estos problemas se procurd reducir al minimo las
diferencias entre problemas, escogiendo objetos y eventos de facil representacion mental para
los estudiantes (globos que se hinchan o se deshinchan mediante bombas que inyectan o
extraen gas o calor), de modo que las diferencias superficiales se concentrasen en las
magnitudes implicadas al tratar como fendmenos dichos eventos. Esta coleccion se utilizd en
ambos estudios 1y 2.

En la otra coleccion, los enunciados de los problemas incluyeron objetos, eventos y
situaciones de la vida diaria, es decir, contextos de Alta Familiaridad (piscinas que se llenan o
se vacian) para los estudiantes. Esta coleccion se utilizo solo en el estudio 2.

Los 8 problemas de cada coleccion se configuraron a partir de un disefio factorial
2x2x2 con 3 factores: a) Superficie (tematica): mecéanica/térmica o piscinas/ahorros); b)
Estructura: encontrar o alcanzar®; y c) Incognita del problema. Otros elementos importantes,
como las cantidades dadas como datos, y las variables sintacticas, fueron fijados para
minimizar su impacto. Las colecciones de problemas pueden verse en el Anexo.

Se elaboraron dos cuadernillos, uno para Alta y otro para Baja Familiaridad. Cada
cuadernillo incluyd, por orden, las instrucciones, un ejemplo de practica y los 8 enunciados de
los problemas para realizar la tarea. Los alumnos debian dibujar diagramas de Venn con los
problemas correspondientes en su interior, identificados por su numero en el listado
suministrado. El ejemplo consistié en un ejercicio sencillo de préctica de la tarea principal. El

Cuadro 1 muestra este ejemplo.

Extracto del cuadernillo proporcionado a los estudiantes

EJEMPLO DE PRACTICA
Imagina que te pedimos agrupar estos 4 problemas segln el modo en que se resuelven:
1. Calcular el &rea de una moneda cuyo radio es 2cm
2. Calcula el perimetro de una moneda cuyo radio es 3cm
3. ¢Cudl seréa el area de un disco cuyo radio vale 3 cm?
4. Calcula el perimetro de un disco de 2 cm de radio.
Podriamos realizar varias agrupaciones diferentes:

Esta es una de esas posibilidades = 1 3
(Fijate que usamos el nimero de cada 2 a
problema para identificarlo dentro del

¥ Se consideraron dos estructuras correspondientes a dos ecuaciones que se pueden representar por dos rectas que
se cortan, con pendientes del mismo signo o de distinto signo. Desde ahora, denominamos estas estructuras
Alcanzar y Encontrar respectivamente, en reconocimiento a los clasicos problemas de moviles que, bien
circulan por la misma ruta y en el mismo sentido y uno alcanza al otro en un punto, o bien se mueven en
sentidos opuestos y se encuentran (cruzan) en un punto de la ruta.
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conjunto)

Problemas de Monedas Problemas de Discos

C:)

Problemas con: 4 = mr? Problemas con: L = 27tr

Aln hay mas formas de agruparlos: = ‘

Problemas con dato= 2 cm Problemas con dato= 3 cm

Otra posibilidad es : >

I8

¢ TU cémo lo harias?

Cuadro 1 - Ejemplo para practicar la tarea de agrupacion de problemas segun su modo de resolucién

Se control6 el conocimiento minimo necesario para acometer la tarea propuesta, en
ambos estudios, mediante una prueba consistente en 5 problemas sencillos, cuya solucién

exigia plantear un sistema de ecuaciones lineales. EI Cuadro 2 muestra uno de ellos.

Extracto de la Prueba de Conocimientos necesarios para abordar la tarea

5 camisas y 3 suéteres cuestan 65 euros en total. El precio total de una camisa y un suéter son 17 euros.
¢Cudanto cuesta un suéter? Las ecuaciones que solucionan correctamente este problema son:

a) 5X + 3y = 65 b) X+y=17 C) X +Yy =65
X+y=17 5X + 65 = 3y 5x -3y =17

Cuadro 2 - Uno de los ejercicios de la prueba de conocimientos necesarios

Se excluyeron de los andlisis los cinco participantes de Secundaria que resolvieron

menos de 3 problemas en esta prueba.

6.4 Analisis: posibles analogias entre problemas

El Cuadro 3 muestra los resultados previstos para las agrupaciones en la condicion de
baja familiaridad si los alumnos utilizan criterios basados en las caracteristicas constitutivas
consideradas de los problemas. Cada criterio conduce a un resultado distinto, por lo que se

puede asociar univocamente un criterio a una agrupacion determinada.

criterios simples Estructurales criterios compuestos Estructurales

A. Segun la Estructura B. Segun Estructura X Rol de la Incégnita
Estructura-Alcanzar — {2, 4, 5,7} Alcanzar x Rol-x —{1, 8} Encontrar x Rol-x — {4, 5}
Estructura-Encontrar — {1, 3, 6, 8} Alcanzar x Rol-y —{3, 6} Encontrar x Rol-y— {2, 7}
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criterios simples Superficiales criterios compuestos Superficiales
C. Segln la Teméatica E. Segln Tematica X Nombre de la Incégnita
Contexto Mecanico — {2,3,5,  Térmico x Calorias —{1, 4} Termod. x Litros  — {6, 7}
8} Mecanico x Litros — {2, 3} Mecanico x Gramos — {5, 8}
Contexto Termodinamico — {1, 4, 6,
7}
D. Segun el Nombre de la Incognita
Volumen (litros) —{2,3,6,7}
Masa (gramos) — {5, 8}
Calor (calorias) — {1, 4}
Otros criterios simples Otros criterios compuestos
F. Segun el Rol de la Incégnita G. Segun Estructura X Tematica
Rol de Incognitaes x — {1, 4, 5, 8} Alcanzar x Termod. — {4, 7} Alcanzar x Termod. — {4, 7}
Rol de Incognitaesy — {2, 3, 6, 7} Alcanzar x Mecanico— {2, 5} Alcanzar x Mecanico— {2, 5}
H. Otros criterios inidentificables
Respuestas incompletas, incoherentes o inidentificables

Cuadro 3 - Relacion entre agrupaciones y criterios vinculados con los distintos factores
caracteristicos de los problemas. Ejemplo para Familiaridad Baja.
El nimero de cada problema corresponde al que tiene asignado en el listado del Anexo

Para validar los materiales, la codificacién y el procedimiento, se utilizé un grupo de 7
profesores universitarios, todos ellos expertos matematicos. Primero, 2 de ellos analizaron los
materiales y propusieron algunas modificaciones que afectaron variables sintacticas de los
problemas y la forma de la pregunta en algunos de ellos. Una vez atendidas esas sugerencias,
otros 5 expertos realizaron la tarea de agrupacion. Todos ellos utilizaron como unico criterio

el de la estructura algebraica de los problemas (criterio A en el Cuadro 3).

6.5 Procedimiento

Para acceder éticamente a los participantes de Secundaria, se obtuvo el permiso de
profesores, tutores y padres. La actividad se presentd como una investigacion dedicada a
mejorar la instruccion en resolucion de problemas. En el estudio 1 se usaron 2 sesiones. En la
primera se realizd el test de conocimientos minimos (15 min). A continuacién se repartieron
los cuadernillos, se leyeron las instrucciones en voz alta, se explico la tarea de agrupacion, y
se realizd y discutid el ejemplo de practica (10 min) junto con los estudiantes. Luego los
alumnos realizaron, sin ayuda, la tarea de agrupacion y la entregaron en la hoja
correspondiente (25 min).

Una segunda sesién se dedico a entrevistar un conjunto de estudiantes de Secundaria.
Estas entrevistas se realizaron 4-5 dias después de la tarea de agrupacion, de modo individual,
y en un espacio del centro educativo con privacidad. Las entrevistas fueron grabadas con
permiso para su posterior transcripcion y analisis. Se siguié un procedimiento semi-

estructurado consistente en: a) Recordatorio de la agrupacion de problemas ya realizada y
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objetivos de la misma; b) Entrega de la agrupacion realizada por el sujeto entrevistado; c)

Demanda de revision, confirmacion o rectificacion, explicacion y clarificacion de la respuesta
final, con especial énfasis en el criterio empleado para construir grupos de problemas que se
resuelven con las mismas ecuaciones. No se limito el tiempo de la entrevista y se procuré la
total explicitacion de las analogias entre problemas percibidas por cada alumno. En ningln
caso se proporciono la respuesta correcta ni se emitid juicio alguno sobre la ejecucién del
alumno.

En el estudio 2 fueron necesarias también 2 sesiones, una para agrupar problemas de
Baja Familiaridad y otra para agrupar los de Alta Familiaridad. Se siguié idéntico
procedimiento que en el estudio 1, aunque en la segunda sesion no se requiri6 la prueba de
conocimientos minimos ni la realizacion del ejemplo de practica, por lo que su duracion fue
menor en promedio. El orden en que se repartieron los cuadernillos de Familiaridad Baja/Alta

se contrabalanceo entre los participantes.

7 Resultados y Discusion

7.1 Estudio 1: Percepcion de analogias entre problemas de ciencias por estudiantes de

Secundaria

Primero se analizaron las posibles diferencias entre los estudiantes de 3° y 4° de ESO
en la tarea. Distintas pruebas (1> mostraron que no hubo ninguna asociacién significativa entre
curso y criterio de agrupacion (p> .40 en todos los casos). Por ello, se colapsaron ambos
cursos en todos los analisis posteriores.

El Cuadro 4 muestra ejemplos de producciones de estos estudiantes.
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Cuadro 4 - Ejemplos de agrupaciones elaboradas por los participantes

La Figura 1 muestra el porcentaje de estudiantes de Secundaria que usaron los criterios

del Cuadro 3 en la tarea de agrupacion.

Secundaria
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Figura 1 - Porcentaje de estudiantes de secundaria participantes que utilizaron diferentes criterios para agrupar
problemas. Est alude a estructura, Rol al rol, x 0 y de la incAgnita en las ecuaciones, Tem abrevia la palabra
temética, y Nolnc significa nombre de la incognita

El disefio de la coleccidn de problemas permitid, en un porcentaje elevado de casos,
asociar univocamente el uso de los criterios predichos (Cuadro 3), con las producciones de los
estudiantes. El criterio basado s6lo en el rol de la incognita del problema no fue utilizado por
ningln estudiante de Secundaria. Sin embargo, el criterio basado solamente en el nombre de
la incAgnita, claramente superficial, fue usado por el 37% de estos participantes. El criterio
basado en la tematica cientifica de los problemas, también superficial, fue usado por un grupo
significativo de estudiantes, el 14%. En resumen, un porcentaje del 61% de estos estudiantes
de secundaria guio sus agrupaciones por criterios basados Unicamente en caracteristicas
superficiales de los problemas (criterios C, D y E del Cuadro 3). Tan sélo el 27% usaron
criterios que implicaron la estructura de los problemas (criterios A, B y G en Cuadro 4), entre
los cuales el 16% utilizo el criterio A, basado solo en la Estructura, tal como hicieron los

expertos. Un 12% de estudiantes usaron criterios indescifrables, incoherentes, mal definidos,
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incompletos y dificilmente asimilables a los factores caracteristicos de los problemas. Fueron
asignados a la categoria Otros criterios inidentificables (H en Cuadro 3).

Para aumentar la fiabilidad de nuestra interpretacion sobre los criterios utilizados por
los estudiantes, se realizaron entrevistas semi-estructuradas a un subconjunto de 40
estudiantes representativos de distintos modos de agrupacién. ElI Cuadro 5 muestra
fragmentos de entrevistas realizadas a dos de ellos como ejemplo. Algunos estudiantes
propusieron varias alternativas en sus agrupaciones. Entonces la entrevista sirvio para explicar
de nuevo la tarea y pedirles que escogieran aquella que les parecia la apropiada. En todos los
casos se alentd a los estudiantes a re-pensar su agrupacion y se esperé a que estabilizaran su

criterio. La Figura 1, anterior, recoge los resultados obtenidos después de las entrevistas.

Segmentos de informacion de entrevistas
Caso #3.
I: Hola, Buenos dias. [El entrevistador entrega la agrupacion]. ¢Podrias intentar recordar tu respuesta?
S: Si... [El estudiante repasa el cuadernillo]
I: Voy a intentar ayudarte a recordar. La tarea os pedia que agruparais los problemas en funcion de si se
resolvian del mismo modo, es decir, con idénticas ecuaciones. ;Puedes volver a pensar en ello y
explicarmelo para que yo comprenda bien?
S: Si no he entendido mal, ;te he de decir qué problemas se resuelven con las mismas ecuaciones?
I: jExactamente!
S: Bien! ... [El sujeto relee de nuevo sus respuestas....] Ya lo tengo claro: los problemas que preguntan
por gramos tendran las mismas ecuaciones y asi igual con las calorias y el volumen. (...)
Caso #6.
I: Hola, ¢qué tal? [El entrevistador entrega la agrupacidn y solicita aclaracion]. No he entendido bien
tu respuesta. Primero indicas que hay unos problemas de cm®g y otros problemas de cm®/cal [criterio
basado en la temética]. Luego expresas que hay unos problemas donde dos globos aumentan de
volumen y otros problemas donde un globo aumenta y el otro disminuye [que tiene que ver con la
estructura]. Finalmente realizas la agrupacion en funcion de si la pregunta se referia a los gramos, a las
calorias o al volumen [nombre de la incognita]. ¢ Recuerdas?
S: Si, lo recuerdo bien
I: Veo que has reconocido varias caracteristicas que diferencian los problemas, pero lo que yo necesito
saber es cudl crees que hace que los problemas de un mismo grupo se resuelvan igual, con las mismas
ecuaciones.
S: Entonces, ¢he de elegir sélo un criterio?
I: iSi, exacto! Te dejo un tiempo para que vuelvas a pensar en la tarea y recuerda que lo que pretendo es
que los agrupes en funcion de si se resuelven exactamente con las mismas ecuaciones.
S:[El estudiante repasa sus respuestas] Yo creo que lo importante para que sean las mismas ecuaciones
es que los dos globos aumenten o que uno aumente y el otro disminuya...[se decide finalmente por el
criterio estructural]

Cuadro 5 - Ejemplos de entrevistas realizadas tras la tarea de agrupacion

para clarificar su codificacidn y las analogias encontradas entre problemas

El porcentaje elevado de estudiantes que fueron incapaces de establecer analogias
estructurales entre problemas de ciencias permite aventurar dificultades cuando tengan que
resolver nuevos problemas por transferencia. Aunque la ejecucion de la resolucion puede
modificar el plan inicial, la activacion de analogos inapropiados (que comparten
caracteristicas superficiales, pero no estructurales con el problema propuesto) supone un

obstaculo a salvar para el éxito en la resolucion.
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Los resultados obtenidos en el estudio 1 no son tan buenos como los profesores
desearian, e invitan a formular conjeturas o hipotesis para explicarlos. Una primera conjetura
es, naturalmente, que los rasgos superficiales, explicitos y de naturaleza ontoldgica concreta,
son mucho mas faciles de reconocer que los abstractos, implicitos, como ya sefialaron Reeves
y Weisberg (1994). En otros estudios se encontrd apoyo empirico a esta afirmacion (GOMEZ-
FERRAGUD; SOLAZ-PORTOLES; SANJOSE, 2013). Un conocimiento previo elevado y
una cierta experiencia resolviendo problemas podrian ser necesarios para salvar el efecto de
apantallamiento que los rasgos superficiales de los problemas producen sobre los
estructurales (CHI; FELTOVICH; GLASER, 1981).

Otra posibilidad para explicar los resultados se asociaria con la dificultad en construir
una representacion mental adecuada de la situacion descrita en el enunciado cuando los
contextos son poco familiares para el resolutor, como es el caso de muchos problemas de
ciencias. Comprender el enunciado de un problema implica la construccion de
representaciones mentales con distinto grado de abstraccion (KINTSCH, 1998; GREENO,
1989). Disponer de poco conocimiento previo sobre la situacion descrita en el enunciado
puede dificultar la representacion concreta (no abstracta) de la situacion y, con ello,
obstaculizar la representacion matematica del problema.

Finalmente, no se puede excluir la posibilidad de que la instruccion recibida por los
estudiantes no atienda suficientemente a las analogias y diferencias, superficiales vy
estructurales, entre problemas. Los materiales instruccionales en ciencias suelen estar
secuenciados segun las tematicas, mientras que en matematicas suelen estar secuenciados por
las estructuras subyacentes. Ademas, las historias de los problemas de matemaéticas suelen
pertenecer a la vida diaria, y son de gran familiaridad para los estudiantes. En todo caso,
muchos profesores suponen que las analogias estructurales entre problemas son facilmente
percibidas por sus estudiantes, cuando no es asi (OLIVA, 2004), pero esto puede significar
gue no trabajen suficientemente con sus alumnos las tres fases que preceden a la ejecucion de
una resolucion: codificacion del problema, activacion de analogos-fuente y mapping.

El estudio 2, que sigue, intentd realizar una primera contrastacion de estas hipotesis,

para explorar su verosimilitud.

7.2 Estudio 2: efectos de la Familiaridad y del Nivel educativo sobre las dificultades para

construir analogias entre problemas
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Como se dijo antes, en el estudio 2 participaron alumnos de Secundaria (ninguno de
ellos participé en el estudio 1), y también graduados universitarios en formacion docente
inicial, especialidad de Matematicas (alumnos de Master). Se utilizaron dos colecciones de
problemas, una con contextos tematicos de Baja Familiaridad (los mismos del estudio 1) y
otra con contextos de Alta Familiaridad para los estudiantes (ver Anexo). La tarea y los
andlisis (las descripciones estadisticas y las entrevistas) fueron idénticos a los del estudio 1.
Un subconjunto de 15 estudiantes de ambos niveles educativos fue entrevistado sobre cada
una de las agrupaciones realizadas en ambos niveles de Familiaridad. EI Cuadro 6 muestra
fragmentos de entrevistas realizadas a dos estudiantes del Master sobre la tarea en Baja

Familiaridad.

Segmentos de informacion de entrevistas

Caso #4.

I: Hola, Buenos dias. [El entrevistador entrega la agrupacion]. ¢Recuerdas como clasificaste los problemas?
S: ... [El estudiante repasa su agrupacion]

I: Recuerda que la tarea pedia agrupar los problemas en funcién de si estos se resuelven con idénticas
ecuaciones o no...

S: Yo me fijé en como se resolvia el problema, en que el problema se resolviera igual independientemente de
si el problema me preguntaba por volimenes o por gramos...

Lo hice asi: [El sujeto utiliza el criterio de agrupacion basado en la Estructura X el Rol de la incdgnita; B en
el Cuadro 4].

I: Muy bien, muchas gracias.

Caso #11.
I: Hola, ¢qué tal? [El entrevistador entrega la agrupacién]. Me gustaria que recordaras la tarea que hiciste.
S: Claro, aunque creo recordarla bastante bien...[El estudiante repasa su agrupacién]... Si, ya lo recuerdo...
Agrupé los problemas segin preguntaban por volumen, por calorias o por la cantidad de gramos......
I: Y, ahora que puedes volver a pensarlo, ¢sigues pensando lo mismo?
S: [El estudiante repasa la tarea].... quiza con el volumen se pueda calcular la cantidad de calorias pero yo
en aquel momento no recordaba cémo se calculaba un volumen... [El estudiante piensa]....Al final aqui lo que
es importante es que pregunta por el volumen [El estudiante insiste en el criterio Superficial basado en el
nombre de la Incognita]

Cuadro 6 - Ejemplos de entrevistas realizadas a los estudiantes del Master tras la tarea de agrupacion para

clarificar las analogias que establecieron entre los problemas de Baja Familiaridad

La Figura 2 muestra, y permite comparar, los porcentajes de estudiantes de Secundaria
y de Master cuyas agrupaciones en Baja y Alta Familiaridad, pueden asociarse con cada uno

de los criterios expuestos en el Cuadro 3.
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Figura 2 - Porcentaje de participantes que utilizaron cada uno de los criterios para agrupar problemas.
Est alude a estructura, Rol al rol, x 0 y de la incégnita, Tem abrevia la palabra tematica
y Nolnc significa nombre de la incognita

Los porcentajes de alumnos de Master que usaron el criterio experto (criterio A en
Cuadro 3) no son muy diferentes de los de Secundaria, tanto en Baja como en Alta
Familiaridad, e incluso son menores. Sin embargo, mas estudiantes del Master usaron el
criterio Rol X Est, (criterio B en Cuadro 3), que no es el elegido por los expertos, pero que
puede considerarse correcto. En efecto, este criterio puede suponer una aplicacion mas estricta
del significado se resuelven igual al incluir no sélo las ecuaciones, sino también el modo en
que éstas se resuelven para obtener el valor de la incdgnita (despejando la variable x o lay). Si
se colapsan estos dos criterios considerados correctos de acuerdo con la tarea propuesta,
encontramos el resultado mostrado en la Tabla 1:

Tabla 1 - Porcentaje de alumnos en cada nivel educativo que utilizaron un criterio estructural
correcto para agrupar problemas de baja y alta Familiaridad

% alumnos Secundaria Master
Baja Fam 26,1 53,1
Alta Fam 42,0 65,4

Como muestra la Tabla 1, en Familiaridad Alta los porcentajes de estudiantes que son

capaces de establecer analogias estructurales correctas entre problemas son significativamente
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mayores que en Familiaridad Baja (McNemar*: X*(1)= 6,919; p= ,009). También el nivel
academico es importante y se asocia significativamente con un criterio correcto, tanto en
Familiaridad Baja (X3(1)= 7,799 con correccién de Yates; p= ,005), como en Alta (X*(1)=
5,320 con correccion de Yates; p=,021).

También analizamos el uso de criterios de clasificacion basados solamente en rasgos
superficiales, como la temética, o el nombre de la magnitud incognita, o su combinacion
(criterios C, D y E en Tabla 3). La Tabla 2 recoge los porcentajes de alumnos de cada nivel

que usaron este tipo de criterios en ambas Familiaridades.

Tabla 2 - Porcentaje de alumnos en cada nivel educativo que utilizaron un criterio superficial
incorrecto para agrupar problemas de baja y alta Familiaridad

% alumnos Secundaria Master
Baja Fam 53,6 30,6
Alta Fam 44,9 24,4

Hubo significativamente mas estudiantes que utilizaron un criterio basado en rasgos
superficiales en Familiaridad Baja, que en Alta (McNemar: X?= 6,323; p= ,012). El nivel
educativo también tuvo influencia, ya que un porcentaje significativamente menor de alumnos
de Master que de Secundaria, usaron criterios superficiales en ambos niveles de Familiaridad,
Baja (X?(1)= 13,090 con correccién de Yates; p< ,001), o Alta (X*(1)= 7,989 con correccion
de Yates; p=,005).

Los resultados del estudio 2 permiten substanciar algunas de las hipotesis formuladas
tras el estudio 1. EI mejor desempefio en la tarea de los estudiantes de mayor conocimiento
previo, en ambos niveles de Familiaridad (problemas con teméticas de la vida diaria o
cientificas), indica que establecer analogias estructurales entre problemas, mas alla de los
rasgos superficiales explicitos en sus enunciados, resulta una tarea de especial dificultad para
los estudiantes menos expertos. De nuevo se encuentra, empiricamente, que el grado de
experiencia es importante para poder salvar el apantallamiento que los rasgos superficiales
producen sobre los rasgos estructurales en resolucion de problemas (REEVES; WEISBERG,
1994). Sin embargo, los porcentajes de estudiantes de Master (entre 35% y 45%) que no
fueron capaces de establecer analogias estructurales, o que utilizaron criterios superficiales en
este estudio 2 (entre 25% y 30%) son inquietantes, especialmente al tratarse de futuros
profesores de matematicas en Secundaria. Estrictamente hablando, solo entre el 20% y el 23%

utilizaron un criterio experto, basado s6lo en la estructura algebraica de los problemas para

* A partir de una tabla 2x2 (Fam Alta/Baja) X (Analogia correcta/ incorrecta), esta prueba contrasta la hip6tesis
nula de no-diferencias entre ambos niveles de familiaridad, que es un factor intra-sujeto. Los niveles educativos
fueron colapsados para este célculo.
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codificarlos y clasificarlos. Estos bajos porcentajes suscitan la duda de si estos futuros
profesores seran capaces de instruir a sus estudiantes de una forma eficaz en resolucion de
problemas verbales.

Se encontraron diferencias significativas debidas al nivel de Familiaridad en ambos
niveles académicos. Esto apoya la hipotesis de que cuando los resolutores tienen mas
dificultad en construir una representacion mental concreta, como en el caso de los problemas
de ciencias comparado con los problemas de la vida diaria, se obstaculiza alcanzar la
representacion matematica. En la Figura 2, las diferencias entre Alta y Baja Familiaridad en el
uso de criterios correctos, fueron especialmente visibles entre los estudiantes de Secundaria.
Eso sugiere que el apantallamiento de los rasgos abstractos por parte de los concretos les
afecta méas que a los alumnos con mayor conocimiento y experiencia. Sin embargo, vuelve a
ser preocupante que los alumnos de Master, supuestos expertos y futuros profesores, sean tan

sensibles a la Familiaridad, que en este estudio tuvo caracter superficial.

8 Conclusiones

Aunque las muestras de conveniencia utilizadas en los dos estudios expuestos no
permiten generalizar o concluir de modo general, podemos subrayar algunos aspectos que
merecen especial atencion desde la didactica de las matematicas. En primer lugar, el
establecimiento de analogias durante el aprendizaje parece mas complejo y dificultoso de lo
que los profesores esperan, como otros investigadores han sefialado (OLIVA, 2004). Por ello,
las fases previas a la resolucion de un problema por transferencia anal6gica deberian recibir
mas atencion durante la instruccion. Estas fases implican: a) el reconocimiento de
caracteristicas constitutivas del problema propuesto; b) su clasificacién dentro de una clase de
problemas, y c¢) la activacién, bien de un esquema resolutivo de cierta generalidad,
previamente elaborado (relacionado con el transfer vertical de Rebello et al. (2007) o bien de
un analogo previamente aprendido y almacenado en la memoria del resolutor (relacionado
con un transfer horizontal (REBELLO et al., 2007). Que un alumno atienda a rasgos
superficiales o estructurales para activar un analogo (o un esquema abstracto), es un aspecto
muy importante para el éxito o fracaso en la resolucion de problemas. Los resultados
encontrados en los estudios 1 y 2 aconsejan a los profesores abordar explicitamente las
analogias y diferencias entre problemas atendiendo no solo a sus estructuras matematicas,
sino también a sus tematicas y las magnitudes implicadas, para diferenciarlas claramente de

las relaciones entre cantidades, que es el foco importante de atencién. Atravesar las barreras
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entre temas en las clases de ciencias, o incluir contextos cientificos en las clases de
matematicas, parece conveniente para ayudar a los estudiantes menos expertos a ir mas alla de
los rasgos superficiales y crear vinculos mas profundos entre problemas.

Finalmente, las propuestas recientes en formacion inicial de los futuros profesores de
matematicas, que ayudan a promover el conocimiento necesario para una mejor ensefianza en
resolucion de problemas (RIVAS; GODINO; CASTRO, 2012), deberian considerarse con
urgencia. El rendimiento de nuestros participantes en particular, aunque fue mejor que el de
los estudiantes de Secundaria, no es el esperado en quienes podrian estar instruyendo a otros

estudiantes inexpertos, en poco tiempo.
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8. ANEXO: Problemas de Baja y Alta Familiaridad utilizados

Baja Familiaridad

1. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamarfio A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B est4 vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas térmicas idénticas, una que extrae calor de
Ay lo introduce en un acumulador y otra que extrae calor
del acumulador y lo introduce en B. El globo A va
disminuyendo su volumen a razén de 20 cm®/cal y el globo
B va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/cal.
Pregunta: ;Cuéntas calorias se habran transferido de A a B,
cuando sus volimenes sean iguales?

2. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamarfio Ay B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esté vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas neumaticas idénticas, que extraen gas de un
deposito y se lo introducen a cada globo. El globo A va
aumentando su volumen a razén de 20 cm®g de gas y el
globo B va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/g de
gas.

Pregunta: ;Qué volumen habra en Ay en B cuando sus
volUmenes sean iguales?

3. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamafio A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esté vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas neumaticas idénticas, una que extrae gas de
Ay lo introduce en un depdsito y otra que extrae gas del

5. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamario A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esta vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas neumaticas idénticas, que extraen gas de un
deposito y se lo introducen a cada globo. El globo A va
aumentando su volumen a razén de 20 cm®g de gas y el
globo B va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/g de
gas.

Pregunta: ;Cuantos gramos se habran transferidoa Ay a B
cuando sus volimenes sean iguales?

6. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamario A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esta vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas térmicas idénticas, una que extrae calor de
Ay lo introduce en un acumulador, y otra que extrae calor
del acumulador y lo introduce en B. El globo A va
disminuyendo su volumen a razén de 20 cm®/cal y el globo
B va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/cal.
Pregunta: ;Qué volumen habrd en Ay en B cuando sus
volimenes sean iguales?

7. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamafio A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esta vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas térmicas idénticas, que extraen calor de un
acumulador y se lo introducen en cada globo. El globo A va
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deposito y lo introduce en B. El globo A va disminuyendo
su volumen a razén de 20 cm®/g de gas, y el globo B va
aumentando su volumen a razén de 30 cm®/g de gas.
Pregunta: ;Qué volumen habra en Ay en B cuando sus
volimenes sean iguales

4. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamafio A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B esta vacio. Entonces se conectan a la
vez dos bombas térmicas idénticas, que extraen calor de un
acumulador y se lo introducen en cada globo. El globo A va
aumentando su volumen a razén de 20 cm®/cal y el globo B
va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/cal.
Pregunta: ;Cuantas calorias se habran transferidoa Ay a B
cuando sus volimenes sean iguales?

aumentando su volumen a razén de 20 cm®/cal y el globo B
va aumentando su volumen a razén de 30 cm®/cal.
Pregunta: ;Qué volumen habrd en Ay en B cuando sus
volimenes sean iguales?

8. Enunciado: Consideremos dos globos de diferente
tamafio A y B. Inicialmente el globo A tiene un volumen de
2000 cm® y el globo B est4 vacio Entonces se conectan dos
bombas neumaticas idénticas, una que extrae gas de Ay lo
introduce en un deposito, y otra que extrae gas del depdsito
y lo inyecta en B. El globo A va disminuyendo su volumen
a razén de 20 cm®/g de gas, y el globo B va aumentando su
volumen a razén de 30 cm®/g de gas.

Pregunta: ¢Cuantos gramos se habran transferido de A a
B, cuando sus volimenes sean iguales?

Los problemas de Alta Familiaridad se disefiaron sobre las mismas estructuras que los de Baja
Familiaridad, pero con tematicas de la vida diaria: llenado/vaciado de piscinas con el tiempo, y
aumento/disminucion de dinero en cuentas de ahorro con el tiempo. Por ejemplo, el problema 1 de esa

coleccion seria el siguiente:

Alta Familiaridad

1. Enunciado: Consideremos dos piscinas de diferente tamafio A y B. Inicialmente la piscina A tiene un volumen de 2000
litros y la piscina B esta vacia. Entonces se conectan a la vez dos bombas hidraulicas idénticas, una que extrae agua de A 'y
la introduce en un deposito, y otra que extrae agua del depdsito y la introduce en B. La piscina A se vacia a razén de 20

litros/dia y la piscina B se llena a razén de 30 litros/dia.

Pregunta: ;Cuanto tiempo habrd pasado cuando las dos piscinas tengan la misma cantidad de agua?

El resto puede deducirse facilmente.
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