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Representacdes e Processos de Raciocinio na Comparacao e

Ordenacédo de NUumeros Racionais numa Abordagem Exploratoéria

Representations and Reasoning Processes in Comparing and Ordering

Rational Numbers in an Exploratory Approach

Jodo Pedro da Ponte”

Marisa Quaresma

Resumo

O presente estudo tem por base uma unidade de ensino de cunho exploratério, em que alunos do 5.° ano de
escolaridade (de 10-11 anos) trabalham com vdrias representagdes dos ndmeros racionais, em diferentes
significados e tipos de grandeza. Procuramos saber em que medida esta unidade leva os alunos a desenvolver a
sua capacidade de comparagdo e ordenacdo de nimeros racionais, levando-os a usar diferentes representacdes e
processos de raciocinio informais e formais. A metodologia de investigagdo € qualitativa e interpretativa, com
observacdo participante das aulas e o estudo de caso de uma aluna. Os resultados mostram que esta aluna
desenvolveu a sua compreensdo da ordenagdo e comparacdo de nUmeros racionais, mostrando-se mais
proficiente nas representacdes decimal e em fracdo. O estudo sugere que o trabalho com diferentes
representacdes, numa abordagem exploratdria, permite que os alunos aprendam a comparar e ordenar nimeros
racionais combinando adequadamente processos de raciocinio formais e informais.

Palavras-chave:Numeros Racionais. Representa¢@es. Raciocinio. Comparagdo. Ordenacéo.

Abstract

This study is based on a teaching unit that follows an exploratory approach, in which 5™ grade pupils (10-11
year-old) work with several representations of rational numbers, in different meanings and types of magnitudes.
We seek to know if this unit contributes towards the students’ development of the capacity of comparing and
ordering rational numbers leading them to use different representations and informal and formal reasoning
processes. The research methodology is qualitative and interpretative, with participant observation of classes as
well as the case study of a student. The results show that this student developed her understanding of sorting and
comparing rational numbers, becoming more proficient both in the decimal and in the fraction representation.
The study suggests that work with different representations, in an exploratory approach, allows students to learn
to compare and sort rational numbers thought adequately combining formal and informal reasoning processes.

Keywords: Rational Numbers. Representations. Reasoning. Comparing. Ordering.
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1 Introdugéo

Munido das operacdes de adicdo e multiplicacdo, o conjunto dos nimeros racionais

constitui um corpo, uma importante estrutura algébrica. Uma das facetas desta estrutura é a
existéncia de uma relacdo de ordem total: dados dois numeros racionais% e id, é sempre

possivel dizer se sdo iguais ou se um deles é maior que o outro. A aprendizagem desta relacdo
de ordem constitui um topico do curriculo de Matemaética da generalidade dos paises, sendo
importante para a compreensdo dos nimeros racionais e para o estudo posterior dos numeros
reais (nomeadamente dos intervalos em R). Como referem Behr et al. (1992), a compreenséao
da ordenacgdo e da equivaléncia de fragOes ¢ fundamental para a “compreensdo do numero
racional como uma entidade (isto €, um s6 nimero) e para a compreensdo da grandeza do
numero” (p. 316).

Este artigo tem por base uma unidade de ensino realizada no 5.° ano (alunos de 10-11
anos), que procurou promover nos alunos a capacidade de resolverem tarefas envolvendo a
comparacdo e ordenacdo de numeros racionais. Nesta unidade, os alunos trabalharam em
simultaneo as varias representacGes dos nimeros racionais, em diferentes significados, com
diferentes tipos de grandezas, numa abordagem de cunho exploratorio (ME, 2007). Isto €, em
vez de se ensinarem diretamente procedimentos e algoritmos, mostrando exemplos e
propondo exercicios para praticar, valorizou-se a descoberta pelos alunos de estratégias de
resolucdo, usando com flexibilidade diversas representacdes. Procurou-se, também, levar os
alunos a desenvolverem o seu raciocinio, um aspeto fundamental do ensino da Matematica
(PONTE; MATA-PEREIRA; HENRIQUES, 2012).

O nosso objetivo é saber em que medida esta abordagem exploratéria proporciona o
desenvolvimento da capacidade dos alunos compararem e ordenarem numeros racionais e
conhecer 0 modo como usam diversas representacdes e Como Se caraterizam 0S Seus processos
de raciocinio. Comegamos por situar 0s conceitos tedricos fundamentais em que nos
baseamos (representacdes e raciocinio) e por passar brevemente em revista as investigagoes
realizadas sobre a comparacéo e ordenagdo de nimeros racionais, apos 0 que apresentamos a
unidade de ensino e a metodologia de investigacdo. De seguida, analisamos o desempenho de
uma aluna antes, durante e depois da realizagdo da unidade de ensino, com atencéo particular

ao seu uso de diferentes representacdes e aos seus processos de raciocinio.
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2 Comparacdo e ordenacdo de numeros racionais, representacdes e raciocinio

O conceito de nuamero racional é multifacetado, envolvendo diversos significados
como parte-todo, quociente, medida e operador (CHARALAMBOUS; PITTA-PANTAZI,
2007). Esta variedade de significados, associada ao caracter relacional dos numeros racionais
e a diversidade de representacfes de um mesmo numero racional, faz com que a sua
aprendizagem e 0 seu ensino se tornem um dos mais sérios problemas da Matematica escolar.
Na verdade, as dificuldades de muitos alunos na aprendizagem dos numeros racionais
comegam logo nos aspectos mais basicos. Ao dividir o todo em partes, alguns alunos perdem
de vista a necessidade de todas as partes serem iguais ou contam as partes incorretamente.
Outros, dada uma parte, tém dificuldade em relaciona-la com o todo correspondente. Mesmo
guando parecem ja ter algum conhecimento dos nameros racionais, falta-lhes com frequéncia
a compreensdo de que 0s nimeros racionais sdo numeros e que podem ser representados de
varias formas (POST; BEHR; LESH, 1986). Sistematizando os estudos realizados pelo
Rational Number Project, que marcam de forma decisiva 0 conhecimento sobre a
aprendizagem dos ndmeros racionais, Post et al. (1985) referem que a comparacdo e
ordenacdo de fracbes exigem diversos conhecimentos complexos: (i) a grandeza da fracdo
depende da relacdo entre os dois nimeros naturais operada pelo simbolo de fracdo; (ii) existe
uma relacdo inversa entre 0 nimero de partes em que o todo esta dividido e a grandeza de
cada parte; e (iii) quando as fracdes ttm o mesmo denominador ha uma relacdo direta entre o
namero de partes que se tomam e a grandeza da fracao.

As representacdes desempenham um papel fundamental no trabalho com ndmeros
racionais. Bruner (1999) distingue as representacdes ativas (incluindo objetos e movimentos
do corpo), iconicas (figuras, esquemas) e simbdlicas (digitos, sinais de operacdes como + e x
e de relacbes como = e <). Goldin (2008) e Vergnaud (2009) também salientam a importancia
de diversos tipos de representagdes, incluindo materiais manipulaveis, esquemas e sistemas
linguisticos e simbolicos. O numeral decimal, a fracdo, a percentagem, a reta numérica e as
linguagens natural e pictdrica sdo diferentes representacdes do numero racional, que os alunos
precisam compreender. Post et al. (1993) sugerem que a compreensdo dos nimeros racionais
estd relacionada com a flexibilidade na conversdo entre diferentes representacfes, a
flexibilidade nas transformacdes dentro de cada representacédo e na independéncia progressiva
de representacGes pictdricas e de materiais manipuldveis. Estes autores consideram que a

reinterpretacdo de ideias e conceitos requerida pelas conversdes leva os alunos a adquirir
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novos conhecimentos e a reforgar os conhecimentos anteriores, alcangando uma compreenséo
mais ampla e profunda das ideias matematicas.

A representacdo em fracdo origina muitas dificuldades. Lopes (2008) nota que “a
notacdo das fragdes constitui um obstaculo, ndo € trivial a associacdo de uma parte através de

dois niimeros inteiros separados por um tracinho” (p. 9). Monteiro e Pinto (2007) indicam

p 1 1 - 1., - 1 .
que, a0 comparar os ndmeros - e -, muitos alunos referem que - é maior do que ; porque 4 ¢

. . 1 . ~
maior que 3. Outros dizem, por exemplo, que e 1,2, revelando dificuldades na compreensao

do sistema de numeracdo decimal. Estas autoras referem outras dificuldades dos alunos no
trabalho com os ndmeros decimais, como a confusdo entre décimas e centésimas, sem
distinguir 2,5 e 2,05. Note-se que a representacdo verbal também pode trazer dificuldades,
uma vez que faz intervir termos que ndo fazem parte do quotidiano dos alunos.

Geralmente, o ensino comeca por usar uma combinagdo de representacdes verbais,
ativas (objetos) e pictoricas (desenhos ou esquemas) que permitem a ligacdo entre a
interpretacdo da informacdo do enunciado e a respetiva solucdo. Webb, Boswinkel e Dekker
(2008) distinguem entre as representacdes informais, diretamente emergentes do contexto
(tempo, dinheiro, parte de uma magcd, etc.), as preformais (como fitas fracionarias e a reta
numérica) e as formais (como a fracdo e o numeral decimal). Defendem que os alunos
precisam ser ajudados a apropriar-se de representacdes preformais como passo preparatorio
para aprenderem as representacoes formais.

Entendemos por raciocinio o processo de formular inferéncias de forma
fundamentada. No que respeita ao ensino da Matematica, Lithner (2008) distingue entre
raciocinio imitativo e criativo. A nés interessa-nos mais saber se o raciocinio é formal ou
informal. Consideramos que os raciocinios realizados podem ser informais se seguem formas
de pensar ou de agir proprias do dia a dia ou formais quando atendem a definicdo dos objetos
matematicos envolvidos, as propriedades desses objetos, as convencbes matematicas ou a
procedimentos matematicos ja anteriormente aprendidos. Na resolucdo de problemas
envolvendo nameros racionais 0s alunos tém de p6r em préatica processos de raciocinio que,
em muitos casos, combinam aspetos formais e informais.

Note-se que o raciocinio formal segue regras e procedimentos matematicos ja
conhecidos, mas pode ser realizado em duas condi¢des: de modo mecanico, por simples
execucdo dos passos memorizados, ou com compreensdo da razéo de ser desses passos e do
procedimento geral que se esta a seguir (Figura 1). Esta compreensdo tem por base analogias

e conexdes com situacdes bem conhecidas, sejam situacdes matematicas ou do dia a dia do
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aluno. Note-se que tanto o raciocinio informal como o formal pode ser matematicamente
correto ou incorreto. Gravemeijer (2005) considera que o grande problema do ensino da
Matematica é saber como promover a articulacdo progressiva entre 0s processos de raciocinio
informais e formais, sustentando que a valorizacao de processos de raciocinio informais ajuda
a encurtar o fosso entre o conhecimento pessoal informal dos alunos e o seu conhecimento
formal em desenvolvimento. A nossa perspectiva € que o raciocinio formal com compreensao

se desenvolve num processo de vaivém sobretudo a partir do raciocinio informal.

Raciocinio —> Raciocinio formal com
informal compreensao

Raciocinio formal sem
compreensao

Figura 1 — Raciocinio informal e formal com e sem compreenséo

As investigacdes de Post, Behr e Lesh (1986) mostraram que o0s alunos usam
processos de raciocinio informais na resolucdo de tarefas de comparacéo de frac6es. Um deles

é o raciocinio residual que se refere a quantidade que é necessaria para construir o todo.

Assim, na comparacdo entre Z e %, os alunos percebem que no primeiro caso falta%para
completar o todo (o valor residual) enquanto no segundo sé falta%e concluem entdo que
§> g Outro raciocinio tem por base a utilizacdo de pontos de referéncia, que envolve a
comparacdo de duas fracGes utilizando uma terceira como referéncia, frequentemente % ou 1.

. 5, . 3 . . ~ ‘ .
Por exemplo, um aluno diz que - € maior do que ~» orque a primeira fracdo é maior e a
segunda é menor do que metade. Outro processo, ainda, € o raciocinio diferencial. Alguns
. 5 7 -
alunos afirmam que PPl equivalentes, porque lhes falta apenas uma parte para formar o

todo. Neste caso trata-se de um raciocinio incorreto que leva o aluno a focar-se na diferenca
entre 5 e 6 e entre 7 e 8, sem considerar a grandeza real da fracdo, o que é uma forma
caracteristica de pensar quando se trabalha com ndmeros naturais.

O procedimento usual indicado no curriculo escolar para comparar duas fracbes é

- . . 2 7
procurar fragGes equivalentes com denominadores comuns. Por exemplo, para comparar < e —

~ . N . 36 35
pode-se encontrar fracGes equivalentes as dadas com denominador 90, 55 & 5o+ due mostra que
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%é maior. Contudo, como indicam Orton et al. (1995), este procedimento, geralmente, nao é

muito significativo para os alunos do 5.° ano. Pelo seu lado, Bezuk e Cramer (1989) indicam
que um procedimento possivel para comparar e ordenar nimeros racionais é escrevé-los na

representacdo de numeral decimal a qual se pode associar a representacdo na reta numerica.

3 Metodologia

3.1 Unidade de ensino

Este trabalho tem por base uma unidade de ensino concebida a partir da conjetura
geral de ensino-aprendizagem (COBB; CONFREY; DISESSA; LEHRER; SCHAUBE, 2003)
segundo a qual os alunos desenvolvem a sua compreensao e o seu sentido de nimero racional
ao trabalharem simultaneamente as varias representacdes, nos diferentes significados e com
diferentes tipos de grandezas numa abordagem exploratoria. Consideramos como
representacdes formais as que correspondem a sistemas simbdlicos com regras convencionais
bem definidas (numeral decimal, fracdo e percentagem) e consideramos como representacoes
informais as que se usam em contextos do dia a dia (ativa e pictorica).

Antes da planificacdo da unidade de ensino realizamos uma aula de diagnéstico de 90
minutos focada nos conhecimentos dos alunos sobre nimeros racionais. Nesta aula foram
propostas tarefas sobre a noc¢do, ordenacdo e comparacdo de nimeros racionais e equivaléncia
de fracdes, em diferentes representacdes. Os alunos, que apenas tinham estudado estas nocdes
na forma decimal e no significado operador, mostraram dificuldade na linguagem prépria das
fragdes, dizendo por exemplo segunda parte para se referirem a um meio, ou terceira parte
para se referirem a um terco, e evidenciaram algumas dificuldades na compreensdo de
numerais decimais. Contudo, mostraram ser capazes de usar fragbes unitarias como
operadores, apoiando-se na ideia de divisdo (o divisor € o denominador da fragdo unitaria).
Assim, consideramos prioritario trabalhar aspectos do sistema de numeracdo decimal e da
ordenacdo dos numerais decimais, como base para uma compreensao mais sélida e completa
das novas nogdes a estudar.

Na unidade comegamos por introduzir as diferentes representacbes de numero
racional, evidenciando as relagcfes existentes entre elas, bem como as respectivas conversoes.
De seguida, propusemos tarefas na representacdo decimal nos diversos significados,

envolvendo comparacdo e ordenacdo. Posteriormente, introduzimos fragcBes improprias,
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numerais mistos fracionarios e percentagens, como novas formas de representacao, utilizando
representacdes pictoricas como apoio para que os alunos visualizassem as transformacoes
realizadas. Estes eram estimulados a escolher a representacdo que mais se adequava ao
contexto do problema ou pela qual tinham preferéncia. Propusemos entdo tarefas envolvendo
partilha equitativa, retomando os conceitos de comparacao e ordenacdo de nimeros racionais
estudados no 1.° ciclo na representacdo decimal, agora envolvendo também a representacéo
em fracdo. A comparacao de fragcdes foi introduzida comegando por pares de fracdes com
numeradores iguais ou com denominadores iguais. Pelo seu lado, a ordenacao foi realizada
em situacBes envolvendo numeros representados em fracdo, decimal e percentagem,
comecgando por fragdes simples que os alunos facilmente relacionavam com as outras
representacdes. Neste quadro, foi aceito como legitimo o procedimento para comparar
nimeros racionais em diferentes representaces ou dados por fracbes com diferentes
denominadores (e numeradores) proposto por alguns alunos de converter todos 0s numeros
dados na representacdo decimal. Para sustentar os procedimentos de ordenagdo e comparagéo
de nimeros racionais, foi introduzida a reta numérica. Todas as tarefas propostas na unidade
de ensino tinham uma caracteristica comum — usar representac@es e significados diferentes,
para que os alunos adquirissem flexibilidade nas conversbes e trabalhassem de forma
integrada os diversos significados de nimero racional. Além disso, propusemos tarefas de
natureza diversa, incluindo problemas e exploraces, isto €, tarefas de natureza “instigante”
(LOPES, 2008), e também exercicios.

Na aula, a realizacao das tarefas envolve trés fases: (i) a apresentacao da tarefa e a sua
interpretacdo pelos alunos; (ii) a realizagédo da tarefa pelos alunos; e (iii) a discussao/reflexéo
final (PONTE; OLIVEIRA; CUNHA; SEGURADO, 1998). Na exploracdo das tarefas
predomina o trabalho em pares. Procuramos que os momentos de discussdo coletiva
constituam, oportunidades para negociacao de significados matematicos e construcdo de novo
conhecimento (PONTE, 2005). Valorizamos os processos de raciocinio informais dos alunos,
bem como os seus conhecimentos anteriores. Assim, privilegiamos o0s processos de raciocinio
informais e as representacdes que eles j& conheciam para, a partir dai, introduzirmos
gradualmente as novas representacfes de numero racional. A introducdo de novas
representacdes ndo implica deixar de usar as anteriores, mas sim desenvolver flexibilidade
para escolher a representagdo mais eficaz em cada contexto ou situacdo problematica.
Procuramos que o0s problemas propostos envolvam, tanto quanto possivel, contextos

significativos para os alunos (GRAVEMEIJER, 2005). O objetivo ndo é estimular os alunos a
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usar exclusivamente estratégias informais, mas sim que fiqguem a conhecer e a saber usar 0s

procedimentos formais (matematicamente os mais eficazes) com compreensao.

3.2 Metodologia de investigacéo

Esta investigacdo tem uma natureza qualitativa e interpretativa (BOGDAN; BIKLEN,
1994). Trata-se de uma investigacdo que incide sobre a préatica profissional da segunda autora,
que assumiu simultaneamente os papéis de professora e investigadora. Apresentamos 0 caso
de Leonor, uma aluna com bom desempenho em Matematica, que usa diversas estratégias na
resolucéo de problemas e tem boa capacidade de comunicacdo oral e escrita. Revela também
bom desempenho no calculo mental, usando com destreza as propriedades das operacdes e
relacBes entre numeros. A aluna é muito participativa na aula, gosta de novos desafios e
mostrou-se entusiasmada com o estudo dos nimeros racionais. Por tudo isto, é uma aluna cujo
desempenho nos pareceu interessante estudar.

Foram realizadas duas entrevistas com Leonor envolvendo tarefas matematicas, uma
antes e outra depois da unidade de ensino, tendo em vista conhecer a sua capacidade para lidar
com o conceito de ndmero racional e trabalhar com nimeros racionais nas suas maltiplas
representacdes. Pretendemos, também, compreender os seus processos de raciocinio na
resolucdo de problemas. As entrevistas foram registadas em video e audio, sendo recolhidos e
analisados os trabalhos escritos que realizou nas diversas tarefas.

A andlise de dados assume um caracter descritivo e interpretativo. Procedemos a
transcricdo integral das gravacOes das entrevistas, usando na analise um sistema de categorias
organizado em dois grandes temas: (i) utilizacdo de varias representacées de nimero racional
(decimal, pictorica, fracdo e percentagem) e (ii) processos de raciocinio usados na
comparagao e ordenagdo de numeros racionais. Procuramos ver como usa as representacdes
verbais, ativas e pictoricas e as representacfes em numeral decimal, percentagem e fragéo.
Leonor tem familiaridade com todas estas representagdes, exceto a fracdo, s6 conhecendo
bem as fracbes unitérias. Dizemos que usa processos de raciocinio informais quando segue
formas de pensar ou procedimentos comuns do dia a dia e usa processos de raciocinio formais
qguando atende sobretudo a definicdo dos objetos matematicos envolvidos, a propriedades

desses objetos ou a procedimentos formais conhecidos.
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4 Comparacao e ordenac¢do de nimeros racionais antes da unidade de ensino

Comecamos por mostrar como Leonor lida com questdes de comparacdo e ordenacédo

de nimeros racionais numa tarefa na entrevista realizada antes da unidade de ensino.

Tarefa. Ordene os seguintes nimeros por ordem crescente:

a) 0,5; 2,29; 0,45; 5,02; 2,200
b) 1.7.3

28" 4

Quadro 1 — Tarefa 1 da entrevista inicial
Esta tarefa, em contexto puramente matematico, envolve a ordenacdo de numeros
racionais nas representacdes decimal e fraciondria. Na questdo a), Leonor compara
corretamente os dois nimeros mais pequenos, 0,45 e 0,5, recorrendo ao procedimento formal
de acrescentar zeros nos dois casos para ter 0 mesmo nimero de casas decimais:
Leonor: O maior... E crescente... O mais pequeno... E 0 0,45.
Professora: Porqué?

Leonor: Porque se n6s acrescentarmos mais um zero, fica 0,450 e este ndo (este) fica
0,500... A seguir é o0 0,5... Depois é 0 2,29... Depois é 0 2,200...

(Entrevista inicial)

No entanto, logo de seguida Leonor erra na ordenacdo dos numeros 2,29 e 2,200.
Comeca por dizer que 2,200 é maior, sem ter em atencdo os algarismos das centésimas que
surgem em 2,200 e 2,29. Mas quando a professora lhe pede que explique como esta a pensar,
recorre a0 mesmo procedimento formal, mas ndo nota o seu erro. SO perante a insisténcia da
professora corrige a sua resposta:

Leonor: Depois é 0 2,29... Depois é 0 2,200...

Professora: Por qué?

Leonor: Porque aqui ja estao os 2 zeros e aqui se acrescentar um zero aqui fica 290 e
aqui esta sé 200.

Professora: Entdo qual € o maior desses dois nimeros?

Leonor: O maior destes dois numeros é este (2,29), ndo é este (2,200)... Tenho que
trocar isto!

(Entrevista inicial)

Esta questdo coloca em jogo procedimentos formais j& muito bem interiorizados
(ordenagdo de numeros inteiros por contagem simples) e procedimentos formais bem mais

sofisticados (ordenacdo de numeros na forma decimal, tendo em atencdo os valores
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posicionais pertinentes). Vé-se que Leonor aprendeu anteriormente (no 1.° ciclo) o
procedimento formal correto para resolver a questdo proposta na representagdo decimal
(acrescentar zeros para ficar com o0 mesmo numero de casas decimais, de modo a poder
comparar facilmente dois ndmeros). Usa o procedimento corretamente quando tem que
comparar um numero com uma casa decimal com outro nimero com duas casas decimais,
mas ndo o usa quando tem de comparar um nimero com duas casas decimais e outro com trés
casas, situacdo em que segue o raciocinio informal proprio dos nimeros inteiros. Este erro
pode ter acontecido por se tratar de ndimeros com mais casas decimais (e portanto mais
complexos) ou apenas por distragdo. A aluna parece conhecer o procedimento correto, mas
ndo ser capaz de identificar as situacfes em que este deve ser aplicado. O fato de ter de
explicar como pensou leva a aluna a tornar o procedimento mais explicito, mas mesmo assim
sO identifica o seu erro perante uma nova pergunta da professora que sugere implicitamente
que a resposta estava errada.

A questdo b) revela-se um problema dificil para a aluna dada a sua reduzida

familiaridade com as fracBes. No 1.° ciclo, Leonor apenas trabalhou com fragdes como
. ~ - 1, 1,

operadores. Conhece, por isso, as fracdes unitarias e sabe que 5 € metade e S € aterca parte.

Mas ndo consegue fazer uma leitura verbal correta de fragdes ndo unitarias. Nesta questdo

- . ~ 1 . f ege
afirma que a maior fracdo ¢ > Pporque se fosse, por exemplo, um bolo isso significava que

. s o . . 7
comeria a metade e, segundo ela, metade “é muito”. Em contrapartida, considera que 5 néo é

tanto porque estd “partido” em 8 partes. Ou seja, da atengdo ao tamanho de cada fatia e ndo
tem em conta a quantidade de fatias que se tomam:

Leonor: E agora tenho de pdr em [ordem] crescente estas, ndo é?

Professora: Sim. Essas qué?

Leonor: As fracoes.

Professora: Qual é que é o mais pequenino?

Leonor: E o 7 por 8.

Professora: Porqué?

Leonor: Porque aqui no 1 por 2, s6 temos 2 é a metade e aqui temos a quarta parte e
aqui temos a oitava parte... Temos a sétima parte so temos que dividir... Por 8, sdo §
fatias e ele s6 come 7.

Professora: S0?

Leonor: Sim, e come menos. Muito menos do que se comesse 1 de 2.
Professora: Muito menos?

Leonor: Sim.
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(Entrevista inicial)

Neste caso, para raciocinar sobre o problema, Leonor sente necessidade de recorrer a

uma situacdo contextualizada que conhece bem — um bolo dividido em fatias. Comeca por
. 1, . . . . .
considerar que > € maior porque € uma fatia grande, enquanto aquilo que chama a “oitava

parte” € mais pequeno. Percebe-se que compara apenas a fragdo unitéria em cada situacéo e
ndo toma em consideracdo o numerador, ou seja, 0 numero de partes que se toma do todo.
Deste modo, mostra ndo ter ainda aprendido a nocdo de fracdo como relacdo entre duas
quantidades, focando-se apenas numa delas, neste caso 0 numero de partes do todo
(representadas no denominador). Ou seja, toma todas as fragdes como unitérias. O raciocinio
de Leonor ndo atende a definicdo de fracdo, mas sim a outro objeto mais simples, a fracdo
unitaria, com o qual ela usa um raciocinio informal — quando dividimos um bolo em partes
iguais, quantas mais partes temos, mais pequenas estas séo.

Para ajudar Leonor a ultrapassar a dificuldade, a professora sugere-lhe que represente
cada uma das fracbes dadas numa imagem e esta toma a iniciativa de desenhar circulos e

dividi-los em 2, 8 e 4 partes iguais (Figura 2):

Figura 2 — Resposta de Leonor & questdo 1b da entrevista inicial

Professora: Olhando agora para as imagens vé 14 onde é que tu achas que se come
menos e ordena.
Leonor: Aqui come 7 fatias do bolo, aqui come uma que é a metade do bolo e aqui
come a terca parte do bolo.
Professora: A terca parte?
Leonor: A quarta...
Professora: Quantas quartas partes?
Leonor: Trés quartas partes.
Professora: Entdo agora ordena la as imagens. Neste caso ordenas as fragdes
olhando para as imagens. Qual é que tu achas que é a mais pequenina? Em qual é que
tu achas que comes menos?
Leonor: Em um por dois ... E a seguir é 3 por 4... E depois o 7 por 8.
Professora: Entdo? Mudamos de perspetiva? Aquele que era 0 mais pequenino passou
a ser o maior?
Leonor: Sim, porque come 7 ...

(Entrevista inicial)
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Neste caso, a mudanca da representacdo em fracdo para a representacdo pictorica (uma
forma de representacdo iconica) ajuda, claramente, Leonor na ordenacdo das fracfes. Esta
discussdo mostra-se produtiva, pois, conjugando as representagdes pictérica e em fracdo, a
aluna tem a possibilidade de verificar a vantagem em, por vezes, converter uma representacao
formal noutra mais informal.

Neste ponto do seu percurso de aprendizagem, Leonor ainda nédo conhece
suficientemente bem a nocdo de fracdo de modo a poder fazer a comparacdo pedida usando
apenas esta representacdo. SO lhe restava portanto a hipdtese de transformar as fracGes dadas
noutra representacdo, como a decimal ou a pictdrica, o que fez com desembarago, mostrando
que o uso de representagfes informais pode ajudar a desenvolver a compreensdo de

representacdes formais.
5 Comparacao e ordenacéo de racionais durante a unidade de ensino
Em seguida, apresentamos alguns momentos de trabalho da turma durante a unidade

de ensino, sobre questdes relativas a comparacao e a ordenacdo de nimeros racionais, em que

Leonor participa ativamente.

Tarefa. Partilhando pizzas.

Questdo 1. Quatro amigos foram a um restaurante e pediram trés pizzas. Dividiram igualmente as trés pizzas.
Que parte da pizza comeu cada amigo?

Questdo 2. Se em vez de quatro amigos, fossem oito amigos, pedissem trés pizzas e as dividissem igualmente,
que parte de pizza comeria cada um?

Questdo 3. Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (Questdo 1) ou o de oito amigos (Questdo 2), cada
amigo comeu mais pizza? Explica o teu raciocinio.

Quadro 2 — Tarefa 1. Ficha de trabalho 4 (Tarefa adaptada de MONTEIRO; PINTO, 2007)

Questdo 1. Esta questdo € uma situacdo contextualizada e envolve o significado
quociente e grandezas continuas. E pedido aos alunos que partilhem equitativamente 3 pizzas
por 4 amigos. A informacé&o é dada verbalmente e ndo é especificada a representagéo a utilizar
nas respostas.

A tarefa apresenta um contexto familiar para os alunos, o que faz com que estes se
mostrem muito entusiasmados na sua realizacdo e tentem fazer explicacfes o mais completas
possivel das suas resolugdes. Inicialmente, usam apenas representacdes simbolicas mas
apresentam alguma dificuldade na realizacdo da tarefa, pelo que a professora da a sugestdo

gue usem outra forma de representar o problema. Assim, os alunos desenham 3 pizzas, mas
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alguns ndo conseguem repartir as pizzas pelos 4 amigos. Nessa altura, a professora sugere-

Ihes que atribuam nomes as fatias (como na Figura 3). Com isso, utilizando essencialmente a

representacdo pictdrica, a maioria dos alunos consegue partilhar as 3 pizzas pelos 4 amigos.

—

Coda  Com

Figura 3 — Resposta de Leonardo a questdo 1,da tarefa 1, ficha de trabalho 4

Durante a discusséo coletiva da tarefa os alunos explicam a forma como pensaram:

Leonardo: Entdo nos fizemos 3 pizzas e dividimos...
Professora: Em quantas partes?
Leonardo: Em quatro.
Professora: E agora?
Leonardo: E depois contamos as “pizas” (partes) que cada um comeu.
(Discusséo coletiva da questdo 1, tarefa 1, ficha de trabalho 4)

Leonardo explica que comecaram por fazer as trés pizzas e depois dividiram-nas em 4
partes iguais. Embora todos os alunos tenham usado a representacdo pictérica para resolver
esta tarefa, ndo ficam apenas por esta representacdo, usando também a representacdo em
fracdo:

Professora: E depois fizeram mais alguma coisa?
Leonardo: Sim, fizemos contas.
Professora: Que contas fizeram?
Leonardo: Fizemos um sobre quatro...
Professora: Um quarto...
Leonardo: Vezes trés é igual a trés quartos.
(Discusséo coletiva da questdo 1, tarefa 1, ficha de trabalho 4)

1 ~
Alguns alunos apresentam a parte que cada um come como produto PR 3. Como néo

trabalharam formalmente a multiplicacdo entre um numero racional e um ndmero inteiro,
revelam aqui ter estendido de forma intuitiva 0 seu conhecimento sobre ndmeros inteiros,
tendo assim feito uma importante generalizag&o.

Ameélia e Leonor, que trabalharam juntas durante toda a unidade de ensino, partem

. . . 1 . N .
diretamente da figura, assumindo que cada parte representa " da pizza e, por consequéncia, se
cada amigo come 3 fatias, isso significa que come " de uma pizza. As alunas fazem aqui uma

generalizacdo para a adi¢do de fragdes com 0 mesmo denominador.
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Leonor: Nos contamos logo. Trés do A, trés do B... Cada um comia 3 partes, entdo
comia z.

Professora: Entdo compreenderam logo que cada fatia correspondia ao tamanho...
Turma:i.

Amélia: Oh professora, mas se cada um comia 3 partes era logo %
(Discusséo coletiva da questdo 1, tarefa 1, ficha de trabalho 4)

Nesta situacdo, envolvendo o significado quociente, os alunos sentem necessidade de
se apoiar numa representacdo informal, a representacdo pictérica, para resolver as questdes
propostas. Contudo, sentem que é apropriado usar uma representacdo formal, a fracdo, para
darem a sua resposta, talvez por comecarem a perceber que as representagdes simbdlicas sdo
mais valorizadas em Matematica. Isto pode indiciar que o0s alunos acham que as
representacdes formais sao mais validas do que as representacdes informais.

Questao 3. Esta questdo pede aos alunos que comparem as partes obtidas nas questdes
le?2 (Z e Z). E igualmente uma situacdo contextualizada com grandezas continuas. Esta

questdo envolve comparacdo entre fraches com numeradores iguais e denominadores
diferentes. Varios grupos concluem gue, no caso de oito amigos, cada um deles come metade

do que comem os do outro grupo, como se Vé na Figura 4.

I
G ¥ 2 )2 YO

L

e mekd: Ce

Figura 4— Resposta de Rui a questdo 3, tarefa 1, ficha de trabalho 4.

Na discussdo desta questdo comecou-se por estabelecer a relacdo entre o tamanho da
. 3 3.
parte que cabe a cada amigo em ambos 0s casos (Z e 5).

Professora: Qual a diferenca entre aquilo que cada um come no primeiro caso € no
segundo caso? O que é que se alterou?

Amélia: Foi que ficou partido em mais partes.

Professora: E 0 que € que aconteceu a cada parte?

Alunos: Ficou mais pequenino. Ficou a metade.

., 3 3
Leonor: Pois é, € metade de Z!
Professora: Quer dizer que cada um passou a comer que parte daquilo que comiam
no primeiro caso?

Alunos: A metade.
(Discusséo coletiva da questdo 3, tarefa 1, ficha de trabalho 4)
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Os quegé metade de %, justificando que cada parte passa a ser metade da anterior.

Verifica-se que esta situagdo apresenta um contexto significativo para os alunos, que os levou
. 3 3 - . . e pr -
a reconhecer facilmente que € metade de o+ 0 Que teria sido provavelmente mais dificil de

reconhecer trabalhando apenas em temos abstratos.
Por outro lado, alguns alunos continuam a utilizar os seus conhecimentos informais da

situacdo para fazer a comparacéo entre as duas fracGes (Figura 5):

Questiao 3

Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (Questdao 1) ou o de oito amigos
(Questao 2), cada amigo comeu mais piza? Explica o teu raciocinio. & / D Gl
e 8 28V =X \ / ey 7~ : ) O

() = s - amig(

O~ qQue S <

Figura 5 — Resposta de Leonor a questdo 3, tarefa 1, ficha de trabalho 4

Professora: Em qual dos grupos anteriores, cada amigo comeu mais pizza?
Nuno: Eu acho que foi na questdo 1, porque na 2 tinhamos que dividir as pizzas para
8 pessoas e na 1 s tinhamos 4 pessoas.
André: Pois, tinhamos menos pessoas para distribuir.
Professora: E a quantidade de pizza é sempre a mesma, ndo é?
Amélia e Leonor: Pois, nds também pensamos assim, s6 que dissemos que as fatias
assim ficavam cada vez mais pequeninas.
Amélia: Podemos concluir que comem o mesmo numero de fatias, mas como partimos
por menos pessoas (na questdo 1) as fatias sdo maiores.

(Discussdo coletiva da questdo 3, tarefa 1, ficha de trabalho 4)

Neste didlogo, para comparar as fracdes, os alunos ndo recorrem a procedimentos

formais, que de resto ainda ndo conhecem. De uma forma exploratdria, procuram utilizar o

. - ~ . . .- . 3,
conhecimento préatico que tém da partilha, num contexto que lhes é familiar, referindo que €

mais pequeno do que 3 porque se distribui a mesma pizza por mais pessoas e, por isso, as

fatias sdo menores, 0 que constitui uma importante generalizacdo. Fazem assim um raciocinio

informal onde atribuem significado aos procedimentos e mostram compreender de uma forma

. . ~ . 3 3
intuitiva a relagéo existente entre ZEE.

Tarefa. Escreva por ordem crescente os seguintes nimeros:

1. 7. 26%: 0,267
4" 10

Quadro 3 — Tarefa 3 da ficha de trabalho 4
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Esta tarefa apresenta um contexto puramente matematico. Pede-se aos alunos que
ordenem um conjunto de quatro ndmeros racionais apresentados em diferentes

representacdes: fracdo, decimal e percentagem.
- 1, . . . .
Miguel reconhece que ;€ 0 nimero mais pequeno (continuando com dificuldade ao

dizé-lo verbalmente) mas revela alguma confusdo na ordenagdo de 26% e 0,267 o que leva
Leonor a discordar:
Miguel: O primeiro é 1 de 4.
Professora: Porqué?
Miguel: Porque i é igual a 0,25.
Professora: Que é igual a 25%? OK.
Miguel: A seguir é 0 0,267.
Professora: E a seguir?
Miguel: 26%.
Professora: E a seguir?
Miguel: Sete décimos.

) 1,
Leonor: Eu acho que esta mal. S estd certo, mas o outro dava 26,7%. (...) Temos de

trocar 0 0,267 com 0 26%.

Professora: Mas também podiamos transformar o 26% em decimal, como € que
ficava?

Leonor: 0,260.

Professora: Entdo comparando as percentagens ou os decimais chegamos a mesma

~ ~ 7 g . n
conclusdo. Entéo e 0 fica ali porqué?

Aluno: E como se fosse 0,700.
Professora: E em percentagem?
Leonor: 70%.
(Discusséo coletiva da tarefa 3, ficha de trabalho 4)

. , . 1 .
Para comparar os diferentes numeros, Miguel converte , para numeral decimal, usando

o procedimento de converter todos os nimeros para a representacdo decimal. Deste modo,
converte as representacfes dadas para outra representagdo em que se sente mais confortavel.
Note-se que o fato de ter dito que 0,267 € menor do que 26%, ndo se enquadra nas
dificuldades descritas na literatura, segundo as quais os alunos tém tendéncia para considerar
0,267 maior do que 0,26. O aluno podera ter cometido algum erro na conversdo, ou podera
néo ter convertido 26% para decimal.

Leonor por seu lado, refuta a ideia do colega e parece estar ja muito a vontade nas
conversdes entre as varias representacfes de numero racional e também no procedimento
formal para comparar nimeros decimais. Converte o numeral decimal para percentagem e

percebe que 26,7% é maior do que 26%. Quando a professora lhe sugere que transforme a
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percentagem em decimal, d& logo a resposta adaptada & necessidade, ou seja, apresenta o
resultado com trés casas decimais tal como 0,267.

Na realizacdo desta tarefa os alunos usam apenas as representacdes formais
apresentadas no enunciado, verificando-se uma independéncia total da representacdo pictorica
que antes usaram profusamente em questdes de ordenagdo de numeros racionais. No que
respeita ao raciocinio, os alunos tendem a usar procedimentos formais, que j& dominam com
assinalavel destreza e que demonstram compreender. E de destacar também a cultura de sala
de aula, onde os alunos se sentem a vontade para discordar e corrigir os colegas, verificando-
se assim um tipo de comunicacdo dialdgica onde a autoridade ndo se centra unicamente na

professora.
6. Comparacdo e ordenacdo de nimeros racionais depois da unidade de ensino
Apresentamos agora o desempenho de Leonor numa tarefa realizada na segunda

entrevista, que teve lugar ja depois de concluida a unidade de ensino. Esta tarefa envolve o

significado razdo e tem um contexto de desporto, conhecido dos alunos.

Tarefa. Num treino de basquetebol dois jogadores estiveram a fazer lancamentos ao cesto e Henrique conseguiu
marcar 4 dos 6 langamentos enquanto 0 Tomé conseguiu marcar 7 dos 12 langamentos.

a) Representa sob a forma de fragdo os langamentos concretizados por cada um deles.
b) Indica quem deveria ser escolhido para representar a equipa e porqué.

Quadro 4 — Tarefa 1, entrevista final.

A primeira questdo requer a interpretacdo da informacdo dada de forma verbal com a

passagem dessa informacéo para a forma de fracdo, que Leonor faz sem qualquer dificuldade.
~ 4 7 . ~ . N
Na segunda questdo, para comparar cep @ aluna utiliza a nocdo de equivaléncia de

fracdes e um procedimento para obter fragdes equivalentes. Refere que, se ambos 0s

jogadores fizessem 12 tentativas, 0 Henrique concretizaria mais langamentos. Para ilustrar a

sua resposta, transforma% numa fracdo equivalente de denominador 12 (Figura 6).
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a) Representa sob a forma de frac¢do os langamentos concretizados por cada
P e { / 7 -
umdeles. Hengicy e = ¥ Aome - X (
) = - T 1
o
b) Indica quem deveria ser escolhido para representar a equipa e porqué.
Ko
4o~ o9

Figura 6 — Resposta de Leonor a tarefa 1, entrevista final

Leonor: Porque ele estd mais perto da unidade. E se nos fizéssemos fracdes
equivalentes 6 x 2=12 e eraigual. 4 x2e8e 6 x 2 é 12.
Professora: E isso quer dizer o qué?

P . 8 ~ . . , .
Leonor: Que esta € maior (E) porque sdo os dois da mesma unidade e 7 é mais

pequeno do que 8.
Professora: Isso que dizer que se fizessem os dois 12 langamentos...
Leonor: Era o Henrique que devia ser escolhido ...

(Entrevista final)

Leonor comeca por usar a comparacdo com a unidade (valor residual). Mas depois
passa ao procedimento formal. Justifica o seu raciocinio dizendo que assim ambas as fracGes
estdo na mesma unidade. Quer com isso dizer que ambas as fragfes tém o mesmo
denominador, podendo comparar-se apenas os numeradores. O uso do termo incorreto
unidade é revelador de uma compreensdo intuitiva da possibilidade de se compararem
diretamente fracfes com o mesmo denominador. Neste caso, Leonor ja ndo sente qualquer
necessidade de usar representagdes pictéricas ou decimais mostrando uma boa capacidade
para lidar com compreensdo com a representacao formal em fracéo.

Assim, ap06s a unidade de ensino, Leonor, mostra facilidade em usar procedimentos
formais com compreensédo para comparar duas fragoes, transformando uma delas numa fragéo
equivalente. No entanto, usa também elementos do contexto para justificar as suas respostas,
0 gque mostra que usa 0s procedimentos com compreensdo. O uso de tarefas com contextos
familiares e a construgdo da compreensdo dos procedimentos formais tendo por base os
procedimentos e representagdes informais parece ter ajudado a aluna a desenvolver o

raciocinio formal com compreenséo.
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7 Conclusdo

Este estudo tem por base uma unidade de ensino em que os alunos trabalham em
simultaneo as vérias representacdes dos nimeros racionais, nos diferentes significados, com
diferentes tipos de grandezas e em tarefas sobretudo de cunho exploratério. Pretendemos
saber em que medida esta unidade proporciona um efetivo desenvolvimento da capacidade
para comparar e ordenar numeros racionais, interessando-nos, sobretudo, a articulagédo entre
representacdes e processos de raciocinio formais e informais.

A unidade de ensino permitiu a Leonor desenvolver o seu conceito de nimero racional
e adquirir flexibilidade na conversdo entre representagdes. SO tendo trabalhado com fracGes
unitarias no seu percurso escolar anterior, no inicio do estudo, a aluna conseguia comparar
fracdes em casos muito simples. Além disso, tinha dificuldade na comparacdo de nimeros
representados na forma decimal com um ndmero diferente de casas decimais (assunto que ja
tinha estudado). Deste modo, mostrava ter algum conhecimento intuitivo, conseguindo lidar
com representagdes simbdlicas, mas evidenciando uma compreensao limitada a seu respeito.

O trabalho na unidade de ensino permitiu a Leonor desenvolver a sua compreensao do
sistema decimal, deixando de ter dificuldades na comparacdo nesta representacdo. No fim da
unidade de ensino, revela muito mais a vontade na ordenacdo de numerais decimais do que no
seu inicio, o que sugere que a decisdo de realizar muito cedo um trabalho significativo com
numerais decimais surtiu efeito.

No que respeita as fragdes, Leonor desenvolveu a capacidade de fazer comparacGes
usando procedimentos formais, como a conversdo das fragdes em numerais decimais ou em
percentagens (representacfes que tornam ébvia a comparacdo), tal como sugerido por Bezuk e
Cramer (1989), e o recurso a transformacdo de fracdes em fracdes equivalentes. Em certos
casos, a aluna mostra-se capaz de usar processos de raciocinio j& com um vincado carater
formal, mas apoiadas diretamente nos seus processos de raciocinio informais. Isto sugere que
a unidade de ensino promoveu, pelo menos até certo ponto, uma articulagdo positiva entre
processos informais e formais.

Ao longo da unidade de ensino, os alunos podiam optar por trabalhar no &mbito das
representacdes formais, ou, se preferissem, reverter ao uso das representacfes informais.
Leonor foi assim desenvolvendo progressivamente o seu dominio das representacfes formais
de dois modos. Por um lado, isso aconteceu por referéncia a representacfes informais
(WEBB, BOSWINKEL & DEKKER, 2008), sobretudo relacionando a representacdo em
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fracdo com a pictdrica. Por outro lado, isso aconteceu por raciocinios realizados no ambito
das representacdes formais (procurando estender as propriedades das fragdes ou explorando as
convencoes do sistema de representacdo decimal) e na conversdo entre representacées formais
(ligando, por exemplo, a representacdo decimal e a percentagem, a representacao em fracdo e
a decimal). Deste modo, o seu conhecimento informal foi se ampliando para além do seu
campo inicial, constituindo um importante suporte para o conhecimento formal.

A abordagem exploratoria, em que os alunos sdo colocados perante tarefas que tém
que resolver recorrendo a processos por eles inventados, revelou-se positiva no
desenvolvimento da sua compreenséo das relagdes entre representacdes e da relagéo de ordem
dos numeros racionais. A aposta no desenvolvimento da capacidade de usar flexivelmente as
diversas representacGes de numeros racionais, pondo em pé de igualdade as representacdes
decimal e fracionaria, valorizando ainda as representacGes pictérica e verbal e usando
pontualmente as representacdes em percentagem e na reta numérica, revelou-se apropriada
para a aprendizagem da comparacao e ordenacdo, permitindo que os alunos construissem com

compreensdo um procedimento natural de ordenacdo de nimeros racionais.
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