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Estudos em Raciocinio Combinatorio: investigacoes e praticas de

ensino na Educacéo Basica

Studies in Combinatorial Reasoning: investigations and practices K-12

Rute Elizabete de Souza Rosa Borba™~
Cristiane de Arimatéa Rocha”™

Juliana Azevedo™™"

Resumo

O presente artigo trata de pesquisas desenvolvidas, ao longo dos Gltimos cinco anos, pelo Grupo de Estudos em
Raciocinio Combinatorio do Centro de Educacdo da Universidade Federal de Pernambuco — Geracdo. As linhas
de investigacdo do grupo sdo apresentadas, bem como seus principais referenciais tedricos. Nas investigacfes
realizadas pelo grupo, recursos didaticos séo analisados e sdo apresentados e discutidos resultados de pesquisas
desenvolvidas junto a estudantes de distintos niveis e modalidades de ensino, bem como séo debatidos estudos
realizados com professores da Educacéo Bésica. O conjunto de resultados obtidos possibilita reflexdes referentes
a como o raciocinio combinatério se desenvolve, quais as dificuldades a serem superadas e como praticas podem
ser mais eficientes no ensino de Combinatoria.

Palavras-chave:Raciocinio combinatério. Estudantes e Professores. Educagéo Basica.
Abstract

This paper presents research carried out over the past five years, by the Grupo de Estudos em Raciocinio
Combinatério do Centro de Educacéo da Universidade Federal de Pernambuco — Geragdo. The group's research
lines are presented in the paper, as well as the main theoretical references used. Investigation by the group on
teaching resources are analysed, research results developed with students of different levels and types of
education are presented and discussed, as well as studies with K-12 teachers. The set of results obtained enable
reflections concerning how combinatorial reasoning develops, what are the difficulties to be overcome and how
practices can be more effective in teaching Combinatorics.

Keywords: Combinatorial reasoning. Students and Teachers. K-12.

“ Os estudos relatados foram parcialmente financiados pela FACEPE (APQ-1095-7.08/08), pelo CNPq
(476665/2009-4) e por bolsas de mestrado pela Capes.

"~ PhD pela Oxford Brookes University, UK; Professora Associada da Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE), Recife, Pernambuco, Brasil. Endereco para correspondéncia: Rua Académico Hélio Ramos, S/N,
Vérzea, 50.670-901, Recife, Pernambuco, Brasil. E-mail: resrborba@gmail.com

" Doutoranda do Programa de P6s-Graduacdo em Educacdo Matemética e Tecnoldgica pela Universidade
Federal de Pernambuco (UFPE). Professora da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), Caruaru,
Pernambuco, Brasil. Endere¢o para correspondéncia: Rua Académico Hélio Ramos, S/N, Vérzea, 50.670-901. E-
mail: tiane_rocha@yahoo.com.br

“™ Doutoranda do Programa de Pés-Graduagdo em Educacdo Matemética e Tecnoldgica pela Universidade
Federal de Pernambuco (UFPE), Recife, Pernambuco, Brasil. Endere¢o para correspondéncia: Rua Académico
Hélio Ramos, S/N, Vérzea, 50.670-901. E-mail: azevedo.julianal987 @gmail.com

Bolema, Rio Claro (SP), v. 29, n. 53, p. 1348-1368, dez. 2015 1348



ISSN 1980-4415
i DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v29n53a27

1 Apresentando o Grupo de Estudos em Raciocinio Combinatdrio — Geragao

Em 2009, foi registrado no Diretorio de Grupos de Pesquisa do Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq), o Grupo de Estudos em Raciocinio
Combinatério do Centro de Educacdo da Universidade Federal de Pernambuco — Geracao.
Desde entdo — ja passados mais de cinco anos — 0 Geragdo tem desenvolvido e divulgado
pesquisas referentes a Combinatoria e a Probabilidade, sendo este Gltimo um conceito em
estreita conexdo com o primeiro. Segundo Bryant e Nunes (2012), referindo-se a Inhelder e
Piaget (1976), o raciocinio combinatorio é essencial ao raciocinio probabilistico, uma vez que
a Combinatdria € necessaria para o levantamento sistematico do espago amostral, a partir do
qual se pode determinar probabilidades.

O raciocinio combinatério pode ser definido como um modo de pensar presente na
analise de situacBes nas quais, dados determinados conjuntos, deve-se agrupar Seus
elementos, de modo a atender critérios especificos (de escolha e/ou ordenacao dos elementos)
e determinar-se — direta ou indiretamente — o numero total de agrupamentos possiveis
(BORBA, 2010). A importancia do desenvolvimento desse tipo de raciocinio se deve ao fato
de possibilitar um modo de pensar necessario em situacGes cotidianas (tais como organizacao
de equipes, de campeonatos esportivos, de cardapios etc.) e, também, aplicado a diversas
areas do conhecimento (tais como Biologia, Quimica, Estatistica, Ciéncias da Computacéao
dentre outras — em situacgdes classificatorias, por exemplo).

Tendo em vista o desenvolvimento do raciocinio combinatério na Educacao Basica, o
Geracdo tem realizado investigacGes junto a criancas, adolescentes, jovens e adultos de
diferentes niveis e modalidades de ensino, bem como tem realizado pesquisas com
professores do Ensino Fundamental e Médio. Os estudos tém sido desenvolvidos no @mbito
do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica (PIBIC) — tanto com estudantes
de graduacdo, quanto alunos de Ensino Médio — e em programas de po6s-graduacdo — em
Educacdo e em Educacdo Matematica e Tecnoldgica. Os resultados dos estudos tém sido
divulgados em eventos cientificos nacionais e internacionais e em artigos de divulgacédo
cientifica, bem como tém sido produzidos materiais de formacdo de professores e
desenvolvidos atividades e materiais manipulativos que podem ser utilizados junto a alunos
desde a Educacdo Infantil até o Ensino Médio.

Cinco sdo as linhas de pesquisa do Geragdo, com seus respectivos objetivos centrais:
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e Analise e producdo de recursos — Levantar abordagens de ensino de problemas de
Combinatdria em propostas curriculares, em livros-texto e em meios digitais;
produzir atividades, em meio impresso e/ou digital, para a Educacdo Basica.

e Avaliagdo de conhecimentos — Analisar como tem se dado a avaliagdo dos
problemas multiplicativos — em particular os da Combinatdria — em instrumentos de
larga escala e em outros processos avaliativos ocorridos dentro da escola; propor
processos avaliativos de desenvolvimento do raciocinio combinatério.

e Desenvolvimento cognitivo — Observar o desenvolvimento da compreensédo de
problemas combinatorios de alunos da Educacéo Infantil, do Ensino Fundamental
(anos iniciais e finais), da Educacdo de Jovens e Adultos e do Ensino Médio.

e Formacéo de professores - Identificar concepcdes de professores sobre as naturezas
de problemas combinatérios, sobre dificuldades de alunos e sobre formas de
intervencdo para superacdo de dificuldades; observar salas de aula quando do
ensino de problemas de Combinatoria.

¢ Intervencdes pedagogicas - Realizar estudos para o desenvolvimento do raciocinio

combinatdrio de criancas, adolescentes, jovens e adultos.

O presente texto objetiva apresentar e discutir pesquisas desenvolvidas pelo Geragéo,
nos ultimos cinco anos, refletindo sobre o que se aprendeu referente a como se desenvolve o
raciocinio combinatdrio e sobre quais praticas de ensino podem auxiliar esse desenvolvimento

por parte de estudantes da Educacéo Basica’.
2 Pressupostos teoricos do ensino e da aprendizagem da Combinatdria

A Combinatéria estuda técnicas de contagem — direta e implicita — de agrupamentos
possiveis, a partir de elementos dados, que satisfacam a determinadas condi¢des. A contagem
nos problemas combinatdrios vai além de uma mera enumeracéo de objetos expostos, pois séo
contadas maneiras possiveis de combinar dados elementos, de modo que todas as
combinacg0es, que atendem certos critérios, sejam consideradas.

Morgado et al.(2006) afirmam que na Analise Combinatéria? s&o estudadas estruturas
e relacOes discretas, sendo os problemas mais frequentes — e os mais usualmente trabalhados
na Educacdo Bésica — a contagem de subconjuntos de um conjunto finito que atendam a

certas condi¢Oes dadas.

! Mais informagdes sobre o Geragéo podem ser obtidas em http://geracaoufpe.blogspot.com.br/
2 No presente artigo, Combinatéria e Analise Combinatéria sio tomadas como sinénimas.
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Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) colocam que ha cinco tipos distintos de
problemas combinatdrios: a) existéncia — observacdo da possibilidade, ou ndo, de solucao
diante dos elementos dados e condi¢Ges determinadas; b) enumeracéo — listagem de todos os
subconjuntos de elementos que satisfazem as condic¢des postas; ¢) contagem — determinagéo
do numero total de solugbes, sem necessariamente listar todas; d) classificagdo -
sistematizacdo dos casos segundo critérios apropriados; e) otimizacdo — busca da melhor
condicdo para a obtencdo de determinadas solucdes para um problema.

Na Educacédo Basica sdo tratados, em geral, problemas de enumeracao e de contagem.
Além da limitacdo em termos de problemas combinat6rios tratados, restringem-se, também,
0s tipos de situacdes a determinados niveis de ensino, apesar de recomendagfes em contrario
de documentos oficiais como os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997).

Vergnaud (1991), Nunes e Bryant (1997) e os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,
1997) chamam a atencéo que, dentre os problemas multiplicativos, um caso particular — geralmente
trabalhado no Ensino Fundamental — envolve pensamento combinatorio, denominado pelos autores
e documento acima citado de, respectivamente, produto de medidas, produto cartesiano e situacdes
associadas a ideia de combinatdria. Esse tipo de problema envolve dois ou mais conjuntos
disjuntos que sdo combinados, a partir da selecdo de um elemento de cada um dos conjuntos
independentes, gerando um novo conjunto de elementos, de natureza distinta da dos conjuntos
disjuntos dados.

Ao se estudar a Combinatoria no Ensino Médio, outros problemas séo tratados, com
casos nos quais elementos podem, ou nao, ser repetidos. Nesse nivel de ensino, geralmente 0s
problemas abordados séo: arranjos (a partir de um conjunto maior sdo escolhidos elementos
cuja ordenacgéo gera possibilidades distintas), combinagdes (que se assemelham aos arranjos
em termos de escolha de elementos, com a diferenca de que a ordem dos elementos ndo gera
possibilidades distintas) e permutacdes (todos os elementos do conjunto séo utilizados, apenas
a ordem de apresentacdo dos mesmos varia).

Observa-se, dessa forma, a natureza variada, e por vezes complexa, dos problemas de
Combinatoria — situacbes problematizadoras nas quais ndo ha, sempre, indicacdo clara de
caminhos diretos de solucdo, mas necessita-se examina-las com atencéo para verificar o tipo
de problema combinatério e/ou qual(is) estrategia(s) sistematica(s) pode(m) ser utilizada(s)
para encontrar solugdo vidvel para 0 mesmo. A observacao de casos possiveis também auxilia
na analise de probabilidades, pois para o julgamento do que seja provavel, improvavel e

impossivel, o levantamento de possibilidades se faz necessario.
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Segundo Inhelder e Piaget (1976), o raciocinio combinatério constitui-se em um dos
componentes do estagio avancado de pensamento denominado de operacional formal, o qual
possui como propriedade geral a distingdo entre o real e o possivel. A Combinatoria viabiliza
o0 levantamento de todas as possiveis relagdes de uma situacéo e a analise — pela combinacgéo
de procedimentos de experimentacdo e de analise légica — da validade das possibilidades.
Assim, o raciocinio combinatdrio possui um carater fundamentalmente hipotético-dedutivo,
sendo, portanto, base de raciocinio cientifico, no qual é possivel isolar variaveis, manter
algumas constantes e variar outras.

Sendo esse modo de pensar alcancado mais plenamente em estagios avancados de
desenvolvimento cognitivo, ndo se deve desconsiderar que a génese do raciocinio
combinatério pode iniciar-se antes do periodo de pensamento operacional formal e pode
desenvolver-se por meio de interagfes entre maturagdo cognitiva e experiéncias sociais —
tanto as ocorridas fora da escola quanto as vivenciadas em contextos escolares.

Fischbein (1975) ressalta que a instrugdo escolar desempenha um grande papel no
desenvolvimento do raciocinio combinatério. Esta conclusdo foi tirada a partir de estudos
empiricos nos quais a instrucdo — em particular com o uso de arvores de possibilidades —
permitiu avangos no desenvolvimento desse modo de pensar, auxiliando estudantes em sua
falta de capacidade de enumeracgéo sistematica.

Outro aspecto a se considerar é o de que as situacBes combinatorias possuem
particularidades e relacBes que as diferenciam entre si, mas estas se unem por aspectos em
comum, constituintes, portanto de um mesmo campo conceitual — o das estruturas
multiplicativas (VERGNAUD, 1991).

Pessoa e Borba (2009), a partir da concepcéo de articulagcéo de conceitos apresentada
por Vergnaud (1986), defendem que os distintos tipos de problemas combinatérios se
desenvolvem desde os anos iniciais de escolarizacdo e — amparadas por resultados de
investigagdo empirica a ser descrita a seguir — argumentam que se deve trabalhar em todos os
niveis e modalidades de ensino com problemas de produto cartesiano, arranjo, combinacao e
permutacdo. A justificativa é a de que ha relagbes basicas de Combinatdria contidas nesses
quatro tipos de problemas, e levar os estudantes a terem contato com esta variedade de
situacOes pode possibilitar um mais amplo desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Vergnaud (1986, 1991) tem sido um referencial tedrico base nos estudos do Geracéo,
ao ressaltar como se da o desenvolvimento de conceitos por parte de estudantes, e 0s
referenciais tedricos base referentes aos conhecimentos docentes tém sido Shulman (2005) e
Ball, Thames e Phelps (2008).
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Quanto aos conhecimentos necessarios ao professor, Shulman (2005) propde as
seguintes categorias: a) conhecimento do conteddo a ser trabalhado em sala de aula; b)
conhecimento didatico geral, referente a principios e estratégias gerais de manejo e
organizacdo da classe, ndo necessariamente associados a contetdos especificos; c)
conhecimento do curriculo, em especial os programas das classes ensinadas pelo docente; d)
conhecimento didatico do contetdo, conhecimento do ensino de contetdos especificos; €)
conhecimento dos estudantes e de suas caracteristicas; f) conhecimentos dos contextos
educativos, que inclui o funcionamento da classe, a gestdo de espacos escolares e
caracteristicas de comunidades e culturas; g) conhecimento dos objetivos, das finalidades e
dos valores educativos, de seus fundamentos filosoficos e historicos.

Ball, Thames e Phelps (2008), a partir da observacdo de praticas docentes, aplicaram
pressupostos de Shulman (2005) a conhecimentos de professores que ensinam Matematica.
Descreveram conhecimentos de conteldo e conhecimentos pedagégicos de contelddo. Se
pensarmos em termos de Combinatéria, 0s conhecimentos mobilizados pelos professores ao
ensinarem tal conteldo sdo: a) o conhecimento geral de Combinatéria — ndo exclusivo de
professores, mas que se refere ao saber resolver problemas combinatérios; b) o conhecimento
especializado sobre a Combinatdria, possuido por docentes, como conhecer os diferentes tipos
de problemas combinatorios: produtos cartesianos, arranjos, combinagdes e permutaces; c)
0 conhecimento horizontal da Combinatéria, qual seja a compreensdao de como problemas
combinatérios se relacionam entre si por nivel de complexidade; d) o conhecimento que
relaciona a Combinatdria aos aprendizes da mesma, tal como, conhecer como estudantes
desenvolvem o raciocinio combinatdrio; €) o conhecimento de Combinatéria relacionado ao
ensino, ou seja, conhecer estratégias de ensino de Combinatéria e f) o conhecimento do
curriculo referente a Combinatoria, i.e., como Combinatoria é estruturada ao longo do
curriculo.

Seguem-se tematicas investigadas pelo Geragdo e os principais resultados obtidos.

3 Recursos didaticos que podem auxiliar o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio

Os recursos didaticos representam um aliado do professor na busca pela motivacéo e
interesse dos alunos, inclusive na experimentacgdo e sistematizacdo de contetdos matematicos.
Como indicado por Shulman (2005), as orientacGes curriculares, livros didaticos e
outros materiais podem, e muito, influenciar praticas docentes. Nesse sentido, se faz

necessario pesquisar esses recursos para refletir sobre as possibilidades e desafios, alem
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de sistematizar a utilizacdo e a escolha desses materiais para promover a compreensao e
elaboracdo de conceitos matematicos. Ressalta-se que recursos estdo intimamente
relacionados a situacGes que dao significado aos conceitos, relacdes e propriedades
implicitas e explicitas as situacdes e representaces simbdlicas utilizadas — aspectos
muito importantes na conceitualizagcdo, segundo Vergnaud (1986). Dentre os variados
recursos, as investigacoes realizadas pelo Geragao focalizaram, especificamente, o livro
didatico, softwares e objetos de aprendizagem.

Barreto e Borba (2010) observaram como foram tratados problemas combinatdrios em
livros do aluno e manuais do professor de cinco colecdes dos anos iniciais de escolarizacao.
Verificou-se que os tipos com maiores percentuais totais de apresentacdo foram a combinagao
e 0 produto cartesiano e que, por vezes, 0s problemas combinatorios eram inseridos em
capitulos que tratam do sistema de numeracdo decimal e de estruturas aditivas. Identificou-se
uma ampla variedade de representacfes simbdlicas utilizadas, mas nenhum trabalho com o
professor quanto as propriedades invariantes da Combinatoria, nem sobre os diferentes
significados envolvidos.

Martins e Borba (2010) investigaram como as 19 obras aprovadas no Plano Nacional
do Livro de Alfabetizacdo 2008 — voltados para a alfabetizacdo de jovens e adultos —
abordaram problemas multiplicativos. Observou-se que, em geral, os livros analisados
dedicaram maior parte para a leitura e escrita de textos, com menor espago para a
alfabetizacdo matematica. Os problemas de maior frequéncia foram os de multiplicacdo e
divisdo e um nimero muito reduzido de problemas de Combinatéria, mas 0os mesmos foram
inseridos por meio de contextos adequados ao publico-alvo.

Santana e Borba (2010) objetivaram investigar como os livros didaticos de 5° ano do
Ensino Fundamental abordam a Probabilidade. Selecionaram, aleatoriamente, onze cole¢c6es
das aprovadas no PNLD 2007, sobre as quais analisaram a maneira de introducdo desse
conceito, além de verificarem os tipos de atividades e representacdes simbolicas utilizadas. As
autoras evidenciaram as poucas atividades que abordam a Probabilidade nos livros analisados,
e indicaram que, nesses livros, o conceito de probabilidade geralmente se apresenta de dois
modos: (1) relacionado a ideias de porcentagem, fracdo ou de combinatoria; (2) a partir de
experimentos, jogos, ou problemas relacionados a nogédo de chance. Ao analisarem os tipos de
representaces presentes nas atividades, as autoras destacaram a pouca variedade e as
subdividiram em quatro categorias: apenas enunciado, desenho e fotografias, tabelas e

graficos. Enfatizaram, ainda, a auséncia de orientacdes no Manual do Professor, ndo
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apresentando indicacao de sugestfes sobre como se pode trabalhar para o desenvolvimento do
raciocinio probabilistico.

As pesquisas sobre a analise de livros didaticos evidenciam que ha uma variedade de
situacBes combinatorias presentes em cole¢des de livros de Matematica dos anos iniciais — do
Ensino Regular e da Educacdo de Jovens e Adultos — mas em quantidade muito reduzida,
quando comparado ao total de problemas de multiplicagdo e divisdo. Ressalta-se, também,
gue ndo é chamada a atencdo do professor sobre a diversificacdo de problemas e sobre as
particularidades de cada tipo de problema de Combinatéria, tampouco sobre o
desenvolvimento da pratica de ensino de Probabilidade. Dessa forma, o trabalho matematico a
ser desenvolvido, a partir do uso desses livros didaticos, pode ficar limitado a poucas
oportunidades que permitam o desenvolvimento de raciocinios combinatorios e
probabilisticos, principalmente se considerarmos que o livro didatico pode servir como
recurso para estudo do professor.

Leite, Pessoa, Ferraz e Borba (2009) analisaram cinco softwares/objetos de
aprendizagem voltados para o ensino da Combinatéria: Diagramas de Arbol (AGUIRRE,
2005), ML Combiner (LEES, 2001), Combinacédo (RIVED, 2008), Permutacdo (RIVED,
2008a) e Arranjo (RIVED, 2008b). Tomando como base a Teoria dos Campos Conceituais
proposta por Vergnaud (1986), foram identificados os significados abordados, as formas de
representacdo simbolica apresentadas e sugeridas pelos softwares e objetos de aprendizagem,
bem como os invariantes explicita e implicitamente trabalhados.

Observou-se que os softwares educativos e 0s objetos de aprendizagem analisados,
com excecdo do Diagramas de Arbol, trabalham com tipos limitados de situacGes
combinatérias — em termos de significados abordados e respectivas propriedades e relacGes
invariantes a eles associados — e permitem pouca exploracdo por parte dos usuarios, pois
tendem a sugerir que, apos algumas poucas tentativas, se utilize a formula apropriada para a
situacdo dada.

Além da limitacdo desses recursos, referente a formalizacdo rapida das situagdes
combinatérias, Leite et al. (2009) salientam que, para haver possibilidade de melhor uso de
recursos tecnologicos para o ensino da Combinatoria, variadas representacdes simbolicas
devem ser viabilizadas. Outras questbes importantes a serem consideradas sdo: feedback
compativel com o tipo de invariante a ser mobilizado e ajudas ao usuario que oportunizem a
reflexdo sobre a situacdo a ser resolvida e possibilitem a reformulacdo de estratégias de

resolucéo.
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Ferraz, Borba e Azevedo (2010) analisaram como o software Diagramas de Arbol
pode servir de suporte ao desenvolvimento do raciocinio combinatério, a partir do
acompanhamento de 19 estudantes de 7° ano de escolarizacao, agrupados em duplas e trios,
ao resolverem oito problemas combinatérios. Cada problema possuia dois itens que
envolviam nimeros que levavam a menor e a maior nimero de possibilidades na solucéo,
sendo o primeiro item solucionado com o auxilio do software e o segundo item por meio de
estratégia de resolucdo escolhida pelos estudantes. As autoras observaram que a arvore de
possibilidades — seja virtualmente produzida, seja no lapis e papel — pode ser um recurso que
auxilie os estudantes na compreensao dos variados tipos de problemas combinatérios. Porém,
apesar de expectativa anteriormente levantada, verificou-se que o uso do software para 0s
primeiros itens, nem sempre foi suficiente para auxiliar os estudantes na generalizacao
necessaria para o segundo item — no qual a representacdo de todas as possibilidades era
inviavel.

Pela andlise de recursos tecnoldgicos, observa-se o0 potencial destes na pratica de
ensino, mas verificam-se limitagGes dos softwares e objetos de aprendizagem que precisam
ser levadas em consideracao para viabilizar o melhor aproveitamento dos mesmos no ensino
da Combinatoria.

O que esse conjunto de estudos pode nos apontar sobre o uso de recursos didaticos
para o ensino de Combinatoria e Probabilidade? Quanto aos livros didaticos, recomendamos
que os professores dos anos iniciais fiquem atentos a se¢des — além das voltadas para o ensino
da multiplicacdo — nas quais situacfes combinatérias podem ser trabalhadas, pois, como
apontado por Barreto e Borba (2010), ha problemas combinatorios presentes em se¢fes do
sistema de numeragdo decimal e também das estruturas aditivas. A partir do apresentado por
esses autores, bem como por Santana e Borba (2010), ressaltamos que o professor necessitara
buscar orientagbes em outras fontes, uma vez que nos manuais de professores dos livros de
anos iniciais ndo se discute, claramente, situacdes combinatdrias ou probabilisticas. Referente
aos livros destinados & EJA, observamos a necessidade de o professor promover mais trabalho
com Combinatéria. Os poucos contextos trabalhados, como observado por Martins e Borba
(2010), apontam que hé& diversas situacOes de interesse de jovens e adultos que podem ser
utilizadas para o desenvolvimento de seus raciocinios combinatorios. Quanto ao uso de
recursos tecnoldgicos para o ensino de Combinatéria, ressaltamos a necessidade de o
professor atentar sobre como ele mesmo podera prover feedback e ajudas ao usuario, uma vez
que retornos e auxilios ndo estdo presentes nesses recursos virtuais — como observado por

Leite et al. (2009). O unico software identificado que possibilita trabalhar com diferentes tipos
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de situacdes combinatdrias foi o apontado por Ferraz, Borba e Azevedo (2010) — o Diagramas
de Arbol. Observamos que esse software, ao construir arvores de possibilidades, permite,
como recomendado por Fischbein (1975), que se pense em situa¢cdes combinatorias de modo

sistematizado e mais generalizado.

4 O que alunos de diferentes niveis e modalidades de ensino sabem e o que podem

aprender sobre Combinatoria

Borba, Pessoa, Barreto e Lima (2011) relataram estudo com 718 estudantes (do 2° ao
9° ano do Ensino Fundamental regular; 1° ao 3° ano do Ensino Médio regular; e dos anos
iniciais de escolarizacdo da Educacdo de Jovens e Adultos até o Ensino Médio dessa
modalidade, além de cursos de Ensino Médio profissionalizantes), resolvendo oito problemas
de produto cartesiano, combinacdo, arranjo e permutacdo. As autoras destacaram que a
média de acertos aumentou com o passar dos anos de escolaridade, em ambas as modalidades
de ensino. Entretanto, essa média, que poderia chegar até 8 pontos, variou de 0,22 a 3,45
pontos, 0 que aponta para um baixo indice de acertos, estando a modalidade da Educacéao de
Jovens e Adultos com as médias mais baixas em comparacdo com 0s niveis correspondentes
da educacéo regular. Dentre os problemas, o que teve o maior indice de acerto foram os de
produto cartesiano e os mais dificeis foram os de permutacdo. Além disso, as autoras
enfatizaram que as representacdes utilizadas para resolucdo dos problemas sdo as mesmas
antes e depois dos alunos terem estudado formalmente sobre o conteudo, tais como: desenhos,
listagens, operacBes aritméticas simples, principalmente adicdo e subtracdo. As férmulas
foram utilizadas por poucos alunos do Ensino Médio regular, e em geral, ndo correspondiam a
situacdo apresentada, ocasionando erro na resolucdo do problema. Concluiu-se que o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio se inicia desde os primeiros anos de
escolarizacdo e ainda ndo se conclui com o fim do Ensino Médio e, para proporcionar um
desenvolvimento mais amplo do raciocinio combinatorio, é necessaria a utilizagdo de
diferentes situacGes, com seus invariantes correspondentes, e o uso de diversificadas
representacdes simbolicas.

Pessoa e Borba (2012) realizaram entrevistas clinicas com criancas da Educacao
Infantil, com idades entre 5 e 6 anos, por meio de uso de figuras. As criancas eram
questionadas sobre quatro situa¢@es, uma de cada tipo de problema combinatdrio. As autoras
observaram que as criancas bem novas ja entendem alguns invariantes da Combinatoria,

principalmente os relacionados com a escolha de elementos. O invariante de ordenacédo teve
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um maior grau de dificuldade, e, ainda mais dificil foi esgotar todas possibilidades solicitadas
no problema. Concluiram, assim, que situacdes combinatdrias simples podem ser trabalhadas
de modo concreto desde a Educacéo Infantil.

A partir desses estudos de sondagem, foram realizados estudos de intervengdo, com
estudantes matriculados na modalidade regular de ensino, bem como, com estudantes da
Educacdo de Jovens e Adultos (EJA), tanto com a utilizagdo de um software educativo, bem
como com diferentes representacdes simbolicas por meio do lapis e papel.

Barreto e Borba (2012) investigaram a influéncia de diferentes tipos de representacdes
simbolicas (listagem e/ou arvore de possibilidades) na resolucéo de problemas combinatérios
por alunos da EJA. Os grupos que passaram por intervencgéo, seja com um ou 0s dois tipos de
representacdo simbodlica, avancaram em seus desempenhos. As autoras destacam a
importancia de um trabalho sistematizado com variadas representacfes simbolicas para o
ensino-aprendizagem da Combinatdria.

Azevedo e Borba (2013) analisaram a influéncia do uso da &rvore de possibilidades
com e sem o uso do software Diagramas de Arbol. Participaram do estudo 40 alunos do 5°
ano de duas escolas da rede Municipal de Recife, divididos em 4 grupos, com 10 alunos cada,
sendo dois grupos experimentais, que aprendiam com ou sem o uso do software; e dois grupos
controle — o primeiro aprendeu problemas multiplicativos ndo relacionados com a
Combinatéria, por meio de desenhos, e o segundo ndo participou de nenhuma sessdo de
intervencdo. Antes das intervencdes realizadas com os grupos, os alunos resolveram um pré-
teste. Apos as intervencdes, foram realizados dois pos-testes, um imediato e outro, nove
semanas apos o primeiro.

As autoras destacam que ambos 0s grupos experimentais avangaram, de modo
significativo, em seus conhecimentos combinatorios, quando comparados 0S Sseus
desempenhos no pré e pds-testes. O grupo que participou de intervencdes por meio de lapis e
papel obteve um desempenho um pouco melhor que o grupo que aprendeu por meio do
software Diagramas de Arbol, o que pode ser explicado em termos da necessidade de
transferir o aprendido no software para o lapis e papel. Entretanto, a diferenca entre esses dois
grupos nao foi significativa, levando as autoras a concluirem que o ensino da Combinatoria,
por meio de arvores de possibilidades, seja com o0 uso do software ou com o lapis e papel,
pode ser uma boa pratica de ensino com alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Azevedo e Borba (2013) também observaram que, entre os problemas combinatérios,
as situacOes de permutacdo foram as que os alunos apresentaram maior dificuldade. Isso

porque no software, bem como no lapis e papel, a quantidade de ramos da arvore pode ser
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muito grande, levando a conclusdo de que a dificuldade nesse tipo de questdo pode estar
relacionada a quantidade de escolhas que devem ser realizadas nos problemas de permutacdo
(3 ou 4 etapas de escolha), em comparacdo com as etapas de escolha para os demais
problemas combinatérios (2 etapas de escolha).

Vega e Borba (2014) analisaram a influéncia das etapas de escolha na resolucdo dos
diversos tipos de problemas combinatdrios. Participaram do estudo 128 alunos do 6° ano do
Ensino Fundamental que responderam um teste de sondagem. Nos testes eram comparados
problemas com 2, 3 e 4 etapas de escolha. Entre os resultados encontrados, as autoras
destacam que, diferentemente de estudos anteriores nos quais se tem os problemas de produto
cartesiano mais faceis em relagdo aos de permutacgédo, quando controlada as etapas de escolha,
0s problemas de produto cartesiano passaram a ser 0os mais dificeis (quando ambos trabalham
com 4 etapas de escolha).

Além dos estudos envolvendo problemas combinatorios simples, também foram
investigados os conhecimentos de alunos, nos diferentes niveis de ensino, sobre problemas
combinatérios condicionais. Braz e Borba (2012) investigaram alunos do 5°, 7° e 9° ano do
Ensino Fundamental respondendo problemas de arranjo condicional em 22 categorias
diferentes que abordavam condicgdes relativas a escolha, posicdo, proximidade e ordem. As
autoras observaram que no 5° ano os alunos j& possuem alguma compreensdo acerca das
condigOes apresentadas nos problemas, mas os alunos de 9° ano apresentam melhores
resultados.

Borba, Araudjo e Braz (2013) investigaram o conhecimento em problemas de arranjo
condicional de alunos do 1° e 3° anos do Ensino Médio. Como resultados, destaca-se que 0s
alunos do 3° ano do Ensino Médio, que ja passaram por instrucdes formais sobre a
Combinatoria, apresentaram melhores resultados em relacdo aos alunos do 1° ano. Entretanto,
esses alunos, que ndo haviam passado por instru¢des formais sobre o conteddo, conseguiram
resolver alguns problemas por meio de procedimentos menos formais. As dificuldades
elencadas pelas autoras estdo relacionadas, num primeiro momento, com a quantidade de
condicgdes consideradas no problema, e, também, com as condi¢c6es de ter “no minimo e ter no
maximo determinados elementos ndo explicitados, com determinada caracteristica, fixo.

Quanto a probabilidade, especificamente sobre as consequéncias da aleatoriedade e
quanto a formacdo e categorizacdo do espaco amostral, h4 estudo em andamento que pretende
investigar e analisar a compreensdo de criancgas, de 1° 3 e 5° anos do Ensino Fundamental,
por meio de método clinico piagetiano em situacdes de jogos, como apontado por Silva e

Borba (2014). Os resultados desse estudo serdo indicativos para pratica de ensino em salas de
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aula de anos iniciais do Ensino Fundamental, tanto de conceitos probabilisticos, quanto de
problemas combinatérios, uma vez que tratam de levantamento de espa¢o amostral.

Uma andlise do conjunto de pesquisas sobre o aprendizado de Combinatoria e de
Probabilidade por parte de estudantes, nos leva a considerar que esses conteddos levam um
longo periodo para seu aprendizado (como indicado por Borba, Pessoa, Barreto e Lima
(2011), mas ha indicios de noc¢Ges intuitivas por parte de criangas bem novas, como atestam
Pessoa e Borba (2012) e Silva e Borba (2014).0s estudos de sondagem apontam, ainda, que
além dos tipos de situacdes combinatorias, ha outros fatores que podem influenciar o
desempenho dos estudantes — como o nimero de etapas, apontado por Vega e Borba (2014), e
isso deve ser aspecto a ser considerado no ensino, bem como o estimulo ao trabalho mais
avancado com problemas condicionais, como os investigados por Borba e Braz (2012) e
Borba, Araujo e Braz (2013). A partir de nogdes intuitivas ja possuidas — referentes ao
levantamento de espagos amostrais, considerando escolha e ordenacédo de elementos, estudos,
como os de Barreto e Borba (2012) e de Azevedo e Borba (2013), evidenciaram que
intervencbes — mesmo com curtos espacos de tempo — auxiliam para um eficiente
desenvolvimento de raciocinio combinatorio, ao estimularem o uso de variadas formas de

representacdo de problemas combinatorios.

5 O que professores pensam e fazem referente ao ensino de Combinatoria

Investigacdes sobre os conhecimentos dos professores promovem reflexGes sobre
praticas de ensino e de aprendizagem, e nas pesquisas desenvolvidas no Geracdo foram
investigados, especificamente, 0s conhecimentos necessarios para o ensino de Combinatdria e
de Probabilidade nos diferentes niveis de escolarizacdo. As investigacdes se fundamentam nos
estudos de Shulman (2005), que proporciona uma discussao sobre que base de conhecimentos
se faz necessaria para o professor ensinar, e Ball, Thames e Phelps (2008) que questionam e
trazem essas discussdes para o professor de Matematica.

Rocha (2011), com o objetivo de analisar os conhecimentos que professores possuem
de Combinatdria e seu ensino, entrevistou seis professores que ensinam Matematica (dois que
atuavam nos anos iniciais do Ensino Fundamental, dois nos anos finais e dois no Ensino
Médio). A entrevista focalizou: o conhecimento dos professores com relagéo ao conteido de
Combinatéria, diferenciando os tipos de problemas e a nomenclatura utilizada; o

conhecimento pedagogico de Combinatoria, analisando a dificuldade de problemas
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combinatérios, as estratégias de resolucdo desses problemas e buscando alternativas para a
superacdo de dificuldades apresentadas na resolucdo desses problemas por alunos.

Sobre o aspecto do conhecimento de Combinatéria dos professores, Rocha (2011)
verificou que os professores dos anos iniciais investigados ndo utilizaram a nomenclatura
usual na diferenciagdo dos problemas combinatérios e classificaram os problemas com
relacdo a forma e ao enunciado do problema. Os professores dos anos finais, assim como 0s
professores do Ensino Meédio, diferenciaram alguns dos problemas combinatorios e
destacaram aspectos como a ordenacéo e repeticao, refletindo conhecimento especializado de
Combinatéria, adaptado a partir da discussdo dos dominios de conhecimento de Ball, Thames
e Phelps (2008). Mesmo os professores com formacao especifica tiveram dificuldades na
diferenciacdo dos problemas de arranjo e combinacao.

Sobre o conhecimento pedagogico de Combinatdria, ao investigar sobre o tipo de
problema combinatério que causa mais dificuldade nos alunos, os professores dos anos
iniciais identificaram os problemas de produto cartesiano, enquanto que os professores de
Matematica (anos finais e Ensino Médio) escolheram os problemas de combinacéo. Sobre as
estratégias privilegiadas na resolucdo de problemas combinatorios, os professores dos anos
iniciais consideraram a listagem, a tabela e a arvore de possibilidades com relacdo ao
problema de produto cartesiano, o que excetuando a listagem, também foi considerado pelos
professores dos anos finais do Ensino Fundamental, os quais preferiram a utilizacdo do
principio multiplicativo.

Uma das dificuldades analisadas por Rocha (2011) em problemas combinatorios foi o
esgotamento de possibilidades quando na resolugdo por meio da listagem. Ao propor as
estratégias de ensino para superacdo dessa dificuldade, os professores dos anos iniciais
sugeriram 0 uso de materiais concretos, além de uma proposta de resolucdo de problemas com
a socializacdo de estratégias e um trabalho no qual utilizariam mais problemas de mesma
natureza para discussdo na sala. Os professores dos anos finais preferiram um trabalho de
comparagdo com outras estratégias, como, por exemplo, a arvore de possibilidades. Essa
perspectiva, também foi escolhida pelos professores do Ensino Médio, sugerindo o trabalho
em duplas para comparacdo das mesmas, no entanto, esses professores sentiram a necessidade
de uma maior sistematizacdo da resolucéo.

Observamos que os professores dos anos iniciais apresentaram dificuldades com
relacdo ao conteudo de Combinatéria, no entanto, sugeriram diferentes recursos para o

desenvolvimento desse trabalho. J& os professores de formacdo matematica, buscaram
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aspectos mais formais nesse tipo de problema, mas indicaram recursos menos variados para o
ensino deste conteudo.

Santana e Borba (2012, p.1) buscaram analisar como professores do Ensino
Fundamental concebem o ensino da probabilidade, conceito em estreita relagdo com a
Combinatoria. Para isso, entrevistaram quatro professores de anos iniciais do Ensino
Fundamental. A pesquisa revelou que os participantes demonstraram dificuldades na
compreensdo do conceito de probabilidade e que “nomenclaturas como fenomeno aleatorio,
espaco amostral, acaso e evento, necessarias na formalizacdo do conceito de probabilidade,
ndo foram evidenciadas pelos professores entrevistados”. Esse resultado chama a atencdo
sobre possiveis dificuldades que podem ser resultantes do ndo entendimento do que seja
espaco amostral em problemas combinatorios.

Assis (2014) objetivou analisar o efeito de uma formacdo continuada sobre
Combinatoria, tendo como base as situacdes, invariantes e representacBes simbolicas
(VERGNAUD, 1986) de cada tipo de problema. Para isso foi realizado uma formagéo com
professoras que atuam nos anos iniciais, sobre a qual a autora buscou identificar mudancas
apresentadas nas reflexfes e praticas de uma professora que participou desse processo. As
atividades realizadas nos encontros de formagdo permitiram que as professoras (1)
diferenciassem os tipos de problemas combinatérios, identificando alguns de seus invariantes
(escolha e ordenagdo); (2) elaborassem problemas combinatérios, permitindo a reflex&o sobre
0s contextos e as grandezas numéricas envolvidas nos problemas; (3) resolvessem, por meio
de diferentes estratégias, os problemas combinatérios, enfatizando diferentes representacfes
simbdlicas; (4) elaborassem e executassem uma proposta de aula sobre Combinatoria,
refletindo sobre os recursos e procedimentos utilizados; (5) refletissem coletivamente sobre a
aula realizada, analisando diferencas entre o planejado e o executado; (6) a partir das
reflexdes do Ultimo encontro, elaborassem e executassem uma nova proposta de aula.

Os resultados dessa pesquisa apresentaram que a formacdo continuada promoveu
mudangas com relacdo ao conhecimento de Combinatoria da professora, especificamente na
diferenciacdo dos tipos de problemas combinatérios e no invariante de escolha, jd que a
mesma apresentou maiores reflexdes sobre esses problemas e suas caracteristicas na entrevista
final. Entretanto, o invariante ordenacdo, segundo Assis (2014), nao foi totalmente
compreendido, pois a professora continuou a apresentar dificuldades na diferenciacdo de
problemas de arranjo e combinacdo. Mudancas também ocorreram no tratamento das

representacfes simbolicas, quando a professora utilizou diferentes representacGes durante as
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aulas ministradas, reconhecendo o desenho, a listagem e a arvore de possibilidades como
auxiliares na compreensdo da Combinatdria.

Lima (2015), no segundo estudo da sua dissertacdo, investigou os conhecimentos de
professores envolvidos na utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem (PFC) na
resolucdo de problemas combinatérios e na construcdo das formulas. Nesse sentido, realizou
entrevistas com trés professores de Matematica com atuacdo nos anos finais do Ensino
Fundamental e/ou Médio. A entrevista baseou-se na tipologia de dominios de conhecimento
de Ball e colaboradores, especificamente adaptada, para analisar 0s conhecimentos
mobilizados sobre o PFC enquanto estratégia de resolugéo.

A partir de analise com auxilio do software web Qualitative Data Analysis (webQDA),
a autora observou, com maior frequéncia, o conhecimento especializado do conteddo com
relacdo ao PFC. Segundo Lima (2015, p.94) o professor faz uso desse tipo de conhecimento
“quando trata explicitamente do PFC como uma estratégia que foi valida na resolugdo do
problema apresentado”, quando diferencia os tipos de problemas e/ou identifica seus
invariantes.

Em relacdo ao conhecimento do PFC e ensino, Lima (2015) indicou que esse foi o
segundo dominio mais frequente ao longo das entrevistas. A autora apontou que 0S
participantes elegeram a &rvore de possibilidades como uma estratégia alternativa para o0s
problemas combinatdrios, todavia ndo houve, por parte dos professores, a especificacdo de
como essa estratégia pode ser interligada ao PFC. A ordem de grandeza dos problemas
combinatdrios, foi outro aspecto sinalizado pelos professores entrevistados (quanto menor for
0 numero de possibilidades, aumenta o nimero de estratégias possiveis).Os resultados
apontam, ainda, que ha pouco indicio de relacbes entre o PFC e as formulas, o que segundo
Lima (2015), seria uma boa maneira de subsidiar o professor nas aulas, além de contribuir
para desenvolvimento do raciocinio combinatorio de seus alunos.

Observamos, a partir dessas pesquisas com professores, que se fazem necessarias
propostas de formagéo continuada, focalizando os diferentes dominios de conhecimentos,
inserindo reflexBes, tanto com relagdo ao conhecimento especializado, como também,
conhecimento relativo ao ensino de Combinatoria e, também, de Probabilidade, como
indicam Santana e Borba (2012).Verificamos, como apontado por Rocha (2011), que 0s
conhecimentos docentes de Combinatoria tém forte influéncia de formagdes iniciais, mas
também sdo fortemente afetados por experiéncias de ensino. Ja, a partir de resultados, como
os obtidos Lima (2015), indicamos a necessidade de professores compreenderem melhor

como diferentes estratégias de resolucdo de problemas combinatérios — tais como listagens,
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arvores de possibilidades, o PFC e as formulas — podem se articular em situa¢des de ensino e

aprendizagem em sala de aula.

6 Consideracdes finais

O conjunto de investigagdes realizadas pelo Grupo de Estudos em Raciocinio
Combinatorio — Geragdo — buscou levantar conhecimentos sobre a pratica de ensino e sobre a
aprendizagem de Combinatdria e Probabilidade na Educacdo Baésica. Salienta-se que 0s
estudos foram desenvolvidos em busca de um acimulo de conhecimentos, pois o que ficou
como questdo em aberto em um estudo anterior, objetivou-se responder em estudos
posteriores. Essa caracteristica de grupos de pesquisa € muito importante, pois objetiva
construir conhecimentos que se complementam, nesse caso, em particular, quanto ao
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio e probabilistico por parte de estudantes da
Educacdo Infantil ao Ensino Médio.

Os estudos aqui descritos e analisados possuem resultados que se articulam entre si,
pois 0 que é proposto no ensino de Combinatdria e Probabilidade — por meio de livros
didaticos e recursos tecnologicos — tém influéncia sobre o conhecimento docente, tanto
referente ao conteido em si, quanto ao que diz respeito ao aluno, ao ensino e ao curriculo. Por
sua vez, o conhecimento docente, certamente, influencia o desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio e probabilistico dos estudantes da Educacédo Basica.

O levantamento de recursos didaticos para o ensino de Combinatdria evidenciou, em
livros didaticos, propostas de atividades que contemplam diferentes significados presentes em
variadas situagc@es combinatdrias e suas respectivas relacdes e propriedades (invariantes), bem
como diversidade de formas de representar simbolicamente essas situa¢fes. Em relacdo a
outros problemas multiplicativos, a Combinatdria e a Probabilidade séo pouco trabalhadas. As
atividades propostas, em sua maioria, sdo apropriadas ao publico ao qual se destina — sejam
criangas do Ensino Fundamental, sejam jovens e adultos da EJA. Entretanto, ndo ha indicacao
aos professores sobre os diferentes tipos de situacbes combinatorias, e as especificidades de
cada tipo, nem se discutem as diferentes formas de representacao dessas situacdes e de como
podem auxiliar os estudantes no desenvolvimento de seus raciocinios combinatorios.

A investigacdo dos recursos tecnologicos — tais como softwares e objetos de
aprendizagem — mostrou limites e possibilidades em seus usos. Observou-se que, em
particular nos anos iniciais do Ensino Fundamental, os softwares e objetos de aprendizagem

voltados a Combinatdria séo limitados, e mesmo para os anos finais do Ensino Fundamental,
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ou para o Ensino Médio, muitos ndo se mostram apropriados, pois limitam-se ao uso de
férmulas, além de ndo fornecerem adequadas ajudas ao usuério e feedbacks que possibilitem
reflexdes por parte dos usuarios. Recursos tecnoldgicos apropriados visam trabalhar com
diferentes tipos de situacGes e possibilitam que os usuérios utilizem outros meios — menos
formais — de busca de respostas para 0s problemas postos.

Os estudos de sondagem, junto a alunos de diferentes niveis e modalidades de ensino
(Educacdo Infantil, Ensino Fundamental, Ensino Médio e EJA), evidenciaram quais
conhecimentos os alunos ja possuem de situagdes combinatérias (ndo condicionais e
condicionais) e situacGes probabilisticas, bem como quais dificuldades sdo necessarias
superar. Maiores facilidades com algumas situagdes combinatorias podem ser influenciadas
pela escolaridade, pela familiaridade com a situacdo, com as relacdes e propriedades
envolvidas (sejam as especificas a cada tipo de situacdo — arranjos, combinagdes,
permutacdes ou produtos cartesianos — sejam as relagcdes de escolha, ordem, posicdo e
proximidade), as representagcdes simbdlicas utilizadas e pelo nimero de etapas de escolha
envolvidas nos problemas. As intervencdes com alunos mostraram formas eficientes de
auxilia-los na superacdo de suas dificuldades. Um exemplo de dificuldade superada é o de
esgotamento de possibilidades, o qual pode, com recursos de ensino tais como a construcao
virtual ou em l&pis e papel de arvores de possibilidades, evidenciar modos sistematicos de
enumeracéo (de levantamento de espago amostral).

De forma semelhante, estudos de sondagem de conhecimentos e concepcdes docentes
mostraram o que os professores sabem referente ao ensino e a aprendizagem de Combinatoria
e do conceito correlato de Probabilidade. Os conhecimentos docentes podem ser influenciados
pelas formagdes (iniciais e continuadas) dos professores, e atencdo especial pode ser dada, de
modo a auxiliar os professores nos desenvolvimentos de seus conhecimentos de contetdo e
conhecimentos pedagogicos de conteudo. Apropriacdo desses conhecimentos podem
influenciar o desenvolvimento do raciocinio combinatério por parte de estudantes de todos os

niveis e modalidades de ensino.
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