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El rol del profesor desde la perspectiva de los Espacios de Trabajo

Matematico

The Teacher's role from the perspective of Mathematical Working Spaces

Inés M2 Gémez-Chacon”
Alain Kuzniak™

Laurent Vivier

Resumen

En este articulo se presenta el modelo Espacio de Trabajo Matematico (ETM). Se pone de manifiesto el
dinamismo de este modelo para reflexionar sobre la accién del profesor en el aula y sobre elementos importante
a tener en cuenta en su formacion. Los ETM se construyen con base en el conocimiento matemético y la
experiencia del sujeto al hacer matematicas, de ahi que su organizacion remita a dos planos: el epistemolégico y
el cognitivo, que serén el centro de la discusion de este trabajo. Se presentan las contribuciones al monogréfico
en las dinamicas que establecen el rol del docente en los conocimientos y las interacciones en el aula, desde dos
puntos de vista en la formacion de docente y en el rol del docente con los alumnos.

Palabras clave: Espacio de Trabajo Matematico. Conocimiento del Profesor. Desarrollo Profesional del
Profesor de Matematicas. Educacion Matematica.

Abstract

In this article, the Mathematical Working Space model (MWS) is presented. It shows the dynamism of this
model to reflect on the teacher's actions in the classroom and on the important elements to consider in their
training. The MWS is built based on the mathematical knowledge and experience of the subject to do
mathematics, hence the organization refers to two planes: the epistemological and the cognitive one, which will
be the centre of the discussion in this work. Monographic contributions in the dynamics that are established in
the role of the teacher in the knowledge and the interactions in the classroom are presented, from two points of
view, from the teacher's training and from the teacher's role with the students.

Keywords: Mathematical Working Space. Teacher's knowledge. Mathematics Professional Development.
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1 Introduccién

La ensefianza de la matematica esta siendo fuertemente transformada por el contexto
social actual, donde la masificacion de la educacion se sitia en el a&mbito de una
competitividad econdmica cada vez mas fuerte y una demanda creciente en los estudiantes de
mejores capacidades y formas cualificadas de trabajo. Los disefiadores buscan, a traves de
actividades estrechamente ligadas al mundo real, el estimulo del alumnado en la resolucion de
problemas matematicos. Al mismo tiempo, la aparicion de las nuevas tecnologias ha tenido un
fuerte impacto tanto en el contenido como en las discusiones de las formas de ensefiar y
aprender.

En cualquier caso, el trabajo matematico que producen los estudiantes permanece en el
corazén de las transformaciones que tienen lugar en la ensefianza y aprendizaje de la
matematica y que légicamente nos conducen a situarlo como uno de los temas centrales de
estudio en la Educacion matematica. De hecho, el tema del Trabajo matematico es objeto
desde hace mas de diez afios de investigacion en estrecha colaboracion entre investigadores de
varios paises. Muestra de ello destacamos los mas recientes simposios® en los que se ha
identificado y desarrollado el Modelo de Espacios de Trabajo Matematico.

Este nimero especial de la Revista Boletim de Educacdo Matemética (BOLEMA) es
el resultado de distintos articulos elaborados para el cuarto simposio Espacio de Trabajo
Matematico (ETM), cuyo objeto de estudio es el uso de la nocion de Espacio de Trabajo
Matematico (ETM) en la didactica de las matematicas. En particular queremos mostrar como
este modelo permite enriquecer el estudio didactico del trabajo matematico de alumnado y
profesorado y ofrecer instrumentos para el analisis del rol del docente, conocimientos e
interacciones en el aula.

En las dos primeras partes de este articulo se presentan la perspectiva sobre el trabajo
matematico y las bases del enfoque de los ETM. Seguidamente, se describe la organizacion
temaética de las contribuciones, terminando con un andlisis del trabajo matematico del profesor

en el aula y elementos importante a tener en cuenta en su formacion.

2 Una perspectiva didactica sobre el trabajo matematico

1 En 2012 el tercero Simposium ETM 3 en Montreal, Canada, (http://turing.scedu.umontreal.ca/etm), en 2014 el
Cuarto  Simposium ETM 4, en San Lorenzo de El Escorial, Madrid, Espafa
(http://www.mat.ucm.es/imi/ETM4/index.html) y el préximo Simposio que se celebrara en el 2016 en Florina,
Grecia, (http://etm5.web.uowm.gr/es).
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2. 1 La actividad del matematico como modelo para el trabajo matematico

Introducir el concepto de trabajo en el marco de la ensefianza conlleva apostar por una
vision de escuela formativa. Qué sentido tendrian las actividades matematicas si no estuvieran
orientadas a un objetivo general formativo mas amplio como persona inmersa en la sociedad.

Desde los primeros trabajos en Educacion matematica, algunos investigadores
consideran al alumno como un matematico en ciernes, erigiendo como un modelo para el
estudiante la actividad del matematico experto. Estas reflexiones se han traslado a ambiciosas
propuestas en el contexto del debate cientifico (LEGRAND, 1990). En ellas, el alumno no
solo se considera como un aprendiz que aplica unos ejercicios sino como un investigador que
explora el dominio matematico. Pero ¢en qué consiste exactamente esta actividad especifica
que le hace ser reconocido como matematico? Freudenthal (1971) trata de definirla desde la

comunidad de matematicos:

What is mathematics? Of course you know that mathematics is an activity because
you are active mathematicians. It is an activity of solving problems, of looking for
problems, but it is also an activity of organizing a subject matter. (FREUDENTHAL,
1971, p. 414).

Define las matematicas 0 méas bien la accion del matematico como una actividad de
resolucion y de investigacion de problemas - lo que supone definir la matematica en relacion a
la actividad organizada en un area especifica. Desde este punto de vista, el trabajo del
matematico resulta de su actividad definida como matematico. La comprensién mas
contemporanea de este trabajo es sin duda la dada por Thurston en "On proof and progress in
mathematics" (1994), articulo en el cual Hacking (2014) ofrece un analisis y segun €l su
lectura deberia ser obligatoria para cualquier persona interesada en la filosofia de las
matematicas (p. 61).

Para Thurston (1994) una dificultad de definir la matematica de forma facil y directa
es su carécter esencialmente recursivo de la actividad matematica. Por ello, propone definir
las matematicas como la disciplina mas pequefia que satisface las siguientes condiciones:

— Matematica incluye nimeros enteros y la geometria del plano y de los solidos;

— Las matematicas son lo que los matematicos estudian;

— Los matematicos son aquellos seres humanos que permiten avanzar en el
entendimiento humano de las matematicas.

Hoy no es posible acceder a este trabajo sin afiadir nuevos conceptos. El recorrido del

alumno seguird esta genesis incierta de un pensamiento que se nutre de cada una de las
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experiencias anteriores. Por suerte, su camino estard marcado por partida doble, de un lado
por el trabajo previo de todos los matematicos que lo han hecho posible y comprensible, y de
otro el de los profesores que van a acompanar en la construccion de su propio Espacio de

Trabajo Matematico.

2.2 Areas de conocimiento en matematicas y paradigmas

Los objetos y los resultados producidos por el trabajo matematico se dividen en areas
de conocimiento que estructuran la investigacion matematica y permiten dar cuenta de la
diversidad de la actividad matematica.

La diferenciacion de los dominios de conocimiento en matematicas estd relacionada
con la naturaleza de los objetos estudiados y, esencialmente, con los fundamentos
epistemoldgicos que marcan estas diferencias. Cada dominio o area de conocimiento
matematico esta especialmente preocupada por un tipo de preguntas que no son directamente
matematicas: asi la geometria elemental esta particularmente relacionada con la nocion de
espacio.

Para cefiirse a los temas mas trabajadas en Educacién matematica, destacaremos una
serie de areas: Aritmética, Algebra, Analisis, Geometria, Probabilidad y Estadistica. Cada una
de estas areas se conectara a teméticas no matematicas como contar, la simbolizacion, la
generalizacion, el espacio, el cambio, el azar, la decision. Esta lista no agota el tema, pero
muestra la complejidad y heterogeneidad de los objetos en juego cuando abordamos el trabajo
matematico en general.

Las areas matematicas o dominios matematicos estan formados por la agregacion y
organizacion de conocimientos y como sefiala Brousseau (2002), esta organizacion no se
corresponde con lo que necesariamente se implementa en la ensefianza. Cada dominio en
matematicas es objeto de diferentes interpretaciones y depende de la adaptacion para ser
ensefiado en una institucion académica concreta. El ejemplo de la Geometria muestra que no
es posible utilizar el término de forma univoca. Como término Geometria adquiere
significados diferentes que dependen tanto de la evolucién de las matematicas como de las
instituciones académicas.

Para dar cabida a esta diversidad Houdement y Kuzniak (1999, 2006) han introducido
en el ambito de la didactica una aproximacion mediante paradigmas, proximo al concepto de

paradigma desarrollado por Kuhn (1962) en su libro sobre La Estructura de las Revoluciones
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Cientificas. Un paradigma designara el conjunto de creencias, técnicas y valores compartidos
por un grupo cientifico. El acceso al paradigma se haré con los textos matematicos y a través
de la resolucion de una serie de problemas caracteristicos.

Recordemos que la teoria de Kuhn esta basada principalmente en el estudio de la
fisica, si se aplica a las matematicas no es trivial y ha sido objeto de numerosos debates y
polémicas (Gillies 1992). Para Kuhn, los paradigmas pueden coexistir y su relacion es
necesariamente conflictiva. Un nuevo paradigma tiende a eliminar el viejo mientras que en
matematicas, los paradigmas parecen sobrevivir y continuar existiendo y esto es
especialmente cierto en la institucion escolar. En el caso de las matematicas, tenemos una idea
menos conflictiva donde los paradigmas pueden coexistir para resolver problemas,
centrandose en diferentes entradas. Por ejemplo, es posible en el Analisis matematico
distinguir varios sub-paradigmas dentro del paradigma de Analisis Estandar que se impone en
el siglo XIX, y cada uno de esto sub-paradigmas participa en el desarrollo del trabajo

matematico en esta area.

2.3 Aspectos epistemoldgicos y cognitivos: el trabajo y la resolucién de problemas

matematicos

Hasta ahora hemos visto sobre todo el desarrollo del trabajo matematico haciendo
hincapié en la coherencia epistemoldgica necesaria para su desarrollo. Pero la componente
humana (o social, compartida por todas las instancias de esa actividad) asume una dimension
cognitiva que debe estar relacionado con la dimensién epistemoldgica.

La resolucion de problemas permite establecer una conexion réapida y eficiente entre
estos dos aspectos complementarios del trabajo matematico. Esta ocupa un lugar esencial en
el trabajo de los matematicos y también en la Educacion matematica. Gracias a la resolucion
de problemas los alumnos pondran en practica los conocimientos y las técnicas elegidas por
cada paradigma. A partir de la acertada distincion hecha en las Teorias de la Actividad (ver
VANDEBROUCK, 2013) entre la tarea y la actividad, sostenemos que este desarrollo
dependerd de las tareas previstas a un individuo y las actividades que desarrolla. La
observacion de las tareas y las actividades producidas permite describir los dos aspectos-
epistemoldgico y cognitivo- en el trabajo matematico. Asi concebido como evolucion de
estructuras en las actividades matematicas, los Espacios de Trabajo Matematico y su estudio

deben permitir dar cuenta de cdbmo un determinado conjunto de tareas y actividades terminan
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por estructurar (0 no) un trabajo matematico complejo y rico por parte de profesores y
estudiantes.

El estudio de las tareas y de las actividades asume dos enfoques complementarios. En
el primero, un estudio detallado de los tipos de tareas con sus conocimientos técnicos y
tedricos permite diferenciar la estructuracion del campo matematico. El segundo, aborda mas
la distancia entre lo que se espera del estudiante y lo que realmente realiza. Esto requiere de la
observacion de las practicas matematicas propuestas en el ambito escolar y propuestas en los
ambitos profesionales y cotidianos, con objeto de la identificacion del uso de las matematicas

en la sociedad.
3 El Modelo Espacio de Trabajo Matematico

El objetivo de ampliar el modelo introducido en Geometria por Kuzniak y Houdement
(1999) al modelo tedrico de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM, ver KUZNIAK,
2006, 2011; KUZNIAK; RAUSCHER, 2011) es proporcionar una herramienta para el estudio
especifico del trabajo matematico de los estudiantes y profesores en el ambito escolar. El
espacio abstracto asi concebido se refiere a una estructura organizada que permite observar las
actividades de los individuos cuando se enfrentan a los problemas matematicos. En el caso de
las matematicas escolares, estas personas generalmente no son expertos, son los estudiantes,

experimentados o principiantes.
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Figura 1 — Diagrama de Espacio de Trabajo Matematico

Del estudio inicial de este concepto en Geometria, conservamos el principio que

articular el ETM en dos planos: uno de naturaleza epistemolégica, en relacion estrecha con los
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contenidos matematicos del ambito estudiado y, el otro, de naturaleza cognitiva, que

concierne al pensamiento del sujeto que resuelve tareas matematicas (Fig. 1).

3.1 Plano epistemoldgico y sus componentes

Tres componentes en interaccion son caracteristicas de la actividad en su dimension
puramente matematica: un espacio real y local como soporte material, con un conjunto de
objetos concretos y tangibles; un conjunto de artefactos como herramientas o software de
dibujo o de célculo; un sistema tedrico de referencia basado en definiciones, teoremas,
propiedades y axiomas.

Estas componentes no estan yuxtapuestas, deben ser organizadas segin un objetivo
que depende del ambito matematico en su dimensién epistemologica. Cuando el acento en
una situacion didactica se pone en el proceso de aprendizaje del alumno este nivel
epistemoldgico también se puede considerar como un medio epistemoldgico (COUTAT,;
RICHARD, 2011).

De acuerdo con una concepcion de las matematicas fundamentada en representaciones
semioticas, que va mas alla de la pura consideracion de sistemas de representacion, parece
pertinente utilizar la nocion de signo o representamen para resumir la componente relativa a
los objetos tangibles y concretos. De acuerdo con Peirce (1931) el signo o representamen es
algo que representa otra cosa, bien sea su objeto 0 quiza a él mismo. En funcién del &mbito
matematico en cuestion, los signos podran ser dibujos geométricos, simbolos algebraicos o
graficas, incluso fichas, maquetas o fotos, en el caso de problemas que abordan la
modelizacion. Dependiendo del estudio, el conjunto de representamen puede organizarse en
representaciones semidticas (DUVAL, 1995, 2006) o la interaccion entre registros en haces
semidticos (semiotic bundles) (ARZARELLO, 2006).

La nocion de artefacto que utilizamos proviene de Rabardel (1995) e incluye todo lo
que sufre una transformacion, por pequefia que sea, de origen humano. Segun Rabardel, su
significado no se limita a los objetos materiales, sino que incluye los sistemas simbolicos. En
el marco de los ETM, el significado de artefactos sigue siendo relativamente limitado para
evitar la confusion con las otras componentes del plano epistemoldgico. Ademas, de los
artefactos materiales tradicionales (como la regla, el compas o una calculadora) y de software
informaticos (Software de Geometria Dinamica, hojas de célculo, etc.), consideramos también

como artefactos simboélicos los algoritmos y rutinas (calculos técnicos planteados por

Bolema, Rio Claro (SP), v. 30, n. 54, p. 1-22, abr. 2016 7



ISSN 1980-4415
ET DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v30n54a01

nameros, las resoluciones de las ecuaciones de primer o segundo grado, derivacién de
polinomios, ...), los cuales estan estrecha vinculacion con la persona, como quedara
explicitado en la descripcion de este plano.

En contraste con representamen y artefactos, el conjunto de propiedades, teoremas,
definiciones y axiomas se refiere a la parte tedrica de trabajo matematico y es por eso que lo
denominamos referencial tedrico. Esto no es sélo una coleccion de propiedades, sino que
sostiene el discurso deductivo de la demostracion matematica, lo que implica que se organice

de forma coherente y adaptada a las tareas propuestas a los estudiantes.

3.2 El plano cognitivo y sus componentes

Como se formula anteriormente (seccion 1), las matematicas que se ensefian no son un
corpus desprovisto de propiedades y objetos reducidos a significantes manipulables mediante
sistemas formales. De entrada, las matematicas son principalmente una actividad humana. De
esta manera, es esencial comprender como comunidades de individuos, pero también
individuos particulares, utilizan y se apropian de los conocimientos matematicos en sus
précticas de la disciplina. Asimismo, es esencial comprender como se va a dar sentido a estos
signos y objetos tangibles. Lo que implica un segundo plano del ETM, centrado en el sujeto,
que a su vez, se contempla como sujeto cognitivo. Esta apertura hacia el campo cognitivo se
debe realizar en estrecha relacion con las componentes del nivel epistemoldgico para las que
se precisan tres componentes cognitivas: la visualizacién relativa a la representacion del
espacio y al soporte material; la construccion que depende de los instrumentos y técnicas
asociadas y la demostraciéon apoyada en el proceso discursivo de validacién, basados en el
referencial tedrico.

El proceso de visualizacion se necesita precisar en este amplio contexto. Se debe
asociar a esquemas Yy operaciones de uso de los signos, de los que nada nos prueba que
dependan, a priori, de la visualizacion en si. Este proceso de visualizacion extendida puede
concebirse como un proceso de estructuracion de la informacién proporcionada por los
diagramas y los signos. Tiene que ser asi distinguida de la simple vision o la percepcién de los

objetos.

3.3 Dimensiones semiotica, instrumental, discursiva y sus génesis
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El desarrollo de su trabajo matematico por comunidades o individuos se lleva a cabo
gradualmente y pasa por el establecimiento progresivo de su ETM personal. Esta génesis
global del ETM supone un conjunto de génesis que son interdependientes y que involucran
los planos epistemoldgico y cognitivo. Tres génesis se han identificado en este modelo:
semiotica, instrumental y discursiva.

La génesis semidtica es el proceso asociado con signos y representamen que permite
pasar de una perspectiva sintactica a una perspectiva semantica de objetos matematicos
organizada en la representacion semiética. La génesis semiotica proporciona el estado de los
objetos tangibles y sus operaciones. De esta manera, se asegura las relaciones entre la funcion
y estructura en los signos.

Duval (2005), en la Geometria, menciona dos niveles de las operaciones
correspondientes a este proceso. El primero de ellos es icénico y se asocia con el
reconocimiento de percepcion de formas, mientras que el segundo esté relacionado con una
interpretacion mas abstracta de los signos, con la idea principal de figura como un objeto
simbolico. En nuestro estudio vamos a reconocer el mismo tipo de accion en otras disciplinas
-en el Algebra (en la expresion algebraica), en el Calculo con diferentes perspectivas en
graficos y curvas-. Este tipo de transicion identificada es una forma de transicion entre los
niveles iconicos, indexales y simbdlico que encontramos en la semiética.

La génesis instrumental permite hacer los artefactos operativos en el proceso de
construccién en el Espacio de Trabajo Matematico. Seguimos la distincion realizada por
Rabardel (1995) al considerar como un instrumento dos componentes: un artefacto, material o
simbdlica, y los esquemas de uso asociados. En esta perspectiva, la palabra instrumento tiene
un valor cognoscitivo: un artefacto se convierte en un instrumento cuando el sujeto construye
una serie de esquemas para su uso. En el modelo ETM, usamos la palabra herramienta para
referirnos a las componentes del plano epistemoldgico, cuyo potencial de uso en la resolucién
de un problema generaliza la nocion de instrumento de Rabardel. Los ordenadores han
revolucionado completamente la cuestion del papel de los instrumentos en matematicas,
facilitando la posibilidad de desarrollar demostraciones dinamicas. Artigue (2002) destaca la
necesidad de una génesis instrumental en dos direcciones principales, las cuales han sido
consideradas en nuestro modelo. Un proceso hacia arriba, de los artefactos a la construccion,
como configuraciones geometricas o célculo, denominada instrumentacion, describe la
manipulacion de los usuarios y el dominio de las herramientas. EIl proceso hacia abajo, desde

la configuracién a la eleccion adecuada de la herramienta, se llama instrumentalizaciéon. En
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este segundo proceso el conocimiento matematico se desarrolla.

La génesis discursiva de la prueba matematica utiliza las propiedades del sistema de
referencia tedrico para ponerlas al servicio del razonamiento matematico y para una
validacién no solamente iconica, grafica o instrumental. En la génesis discursiva de la prueba,
las propiedades utilizadas en el razonamiento matematico dan el significado. El propdsito de
esta génesis es proceder a la validacion del proceso bidireccional: un razonamiento discursivo
apoyado en las propiedades del referencial tedrico y de otra, la identificacion de propiedades y
definiciones que se deben incluir en el marco de referencia despues de ser realizado un
tratamiento instrumental o semidtico.

La génesis discursiva de la prueba no agota todo lo relativo a las operaciones
discursivas en matematicas, donde es necesario distinguir tres niveles: la denominacion de los
objetos, el enunciado de propiedades y, finalmente, la deduccién. La definicion o la
designacion de los objetos es mas una cuestion de registro del lenguaje y entra mas en la

dimension puramente semiotica del trabajo matematico.

3.4 Los planos verticales y la circulacion en el ETM

Como vimos, los planos epistemoldgico y cognitivo estructuran los ETM ayudan a
comprender la circulacion de los conocimientos en el seno del trabajo matemético. ¢Como
articular de manera operatoria los niveles epistemologicos y cognitivos con el fin de hacer
posible el trabajo matematico esperado? ;Como organizar y describir la relacion existente o
formada entre las génesis?

A fin de definir el trabajo geométrico en el marco de los ETM de la geometria (ETMg),
Coutat y Richard (2011) describen las interacciones especificas del enfoque geométrico
caracterizando los tres planos verticales que aparecen en el diagrama de los ETMg. Los
planos verticales introducidos, de este modo, se podrian conectar con las diferentes fases del
trabajo matematico implementado en la ejecucion de una tarea: descubrimiento y exploracion,
justificacién y razonamiento, presentacion y comunicacién. De hecho, la ejecucidon efectiva de
estas fases definira un cierto nimero de competencias matematicas cognitivas fundamentadas
en la coordinacion de las génesis en sus relaciones con el plano epistemologico (Fig. 2).

Basado en el estudio de Gomez-Chacdn y Kuzniak (2015) presentamos estos planos
con objeto de avanzar en el conocimiento de ETM.

El plano [Sem-Dis] es asociado a las génesis semidtica y discursiva de la prueba
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matematica. Una estrecha relacion entre la genesis semidtica y la génesis discursiva de la
prueba es crucial en el desarrollo del trabajo matemético que supera una vision simple icénica
de los objetos. De acuerdo a la prioridad dada a la dimension semiética y discursiva, son
posibles dos tipos de enfoques. Cuando la atencion se centra en el lado semidtico,
transformaciones visuales estructuran la descripcion de los signos y organizan un
razonamiento perceptivo. Por el contrario, si la atencion se centra en una prueba o
demostracion el razonamiento hipotético y deductivo se basa en propiedades, signos y la
visualizacion desempefia un papel heuristico.

El plano [Ins-Dis] es asociado a la génesis discursiva de prueba y a la génesis
instrumental. En este plano, el punto crucial es la cuestion de la prueba que se basa en
experimentos o en la argumentacién deductiva pura. Si se sacan conclusiones a partir de datos
dados por instrumentos, vamos a hablar de una prueba experimental. De otra forma, si la
prueba o demostracion se basara en un referencial teorico, los instrumentos se utilizan para
ilustrar o para la construccién de configuraciones geométricas.

El plano [Sem-Ins] es asociado a una génesis semidtica y a la génesis instrumental.
Este plano ha recibido mas importancia debido a la aparicion de Software Digital. Las
herramientas digitales aumentan la capacidad de explorar configuraciones y descubrir nuevas
propiedades. El enfoque exploratorio ya existia, pero s6lo con base en la experiencia de los
estudiantes. En este caso también, se pueden observar dos formas de trabajar: la que esta mas
orientado hacia la construccion de los resultados (figuras, graficos) que cumplen algunas

condiciones y otra hacia la interpretacion de los datos aportados por los artefactos.

[Sem-Dis]

v

Figura 2 — Planos verticales en el ETM (extracto de la afiche del congreso ETM 5)
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La definicion exacta de estos planos y la descripcion de sus interrelaciones depende
del dominio matemaético especifico que se estudia y permanece como un punto central en el
estudio del trabajo matematico a través del modelo de ETM. EIl término fibracion (RECIO;
RICHARD; VIVIER, 2015) se sugirié para etiquetar movimientos y transiciones entre los
diferentes elementos del modelo. De esta manera, tendriamos fibraciones internas (entre
planos, entre las componentes, entre registros semidticos de representacion...) y las
fibraciones externas entre ETM asociados con diferentes dominios de matematicas
(MONTOYA DELGADILLO; VIVIER, 2014). Estas fibraciones visibilizan estas
interdependencias y favorecen la descripcion del edificio y la circulacion del trabajo
matematico en el modelo. Asi mismo, favorece la deconstruccion de todos estos vinculos

cuando las componentes se muestran fusionadas en el pensamiento confuso de los alumnos.

3.5 Los tres tipologias de ETM: de referencia, idoneo y personal

En esta seccion, volvemos mas especificamente a la cuestion del desarrollo del trabajo
matematico en el ambiente escolar. En este caso, el camino que lleva a los estudiantes a la
realizacion coherente de este trabajo marcado en primer lugar por las instituciones educativas
que establece la direccién y, también por los docentes, quienes deben supervisar este trabajo
en su clase diaria. Esto nos lleva a introducir tres tipos de ETM: ETM de referencia, ETM
idoneo y ETM personal.

En el marco tedrico de los ETM la nocion de paradigma orienta y estructura la
organizacion de las componentes que, debido a sus funciones diferentes, participan en la
especificidad de los diversos paradigmas en juego. Un paradigma se instituye cuando una
comunidad de individuos acuerda formular problemas, asi como organizar sus soluciones,
privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de pensamiento. Al espacio de trabajo
paradigmatico, tal como es definido por esta comunidad, se le llamara ETM de referencia. En
una institucion escolar dada, la resolucion de un problema supone que un ETM idoneo se
puede organizar para permitir a un alumno comprometerse en la resolucion del problema. Este
ETM iddéneo debe necesariamente cumplir dos condiciones: por una parte, posibilitar el
trabajo en el paradigma correspondiente a la problematica considerada; de otra parte, estar
bien construido, en el sentido en que sus diferentes componentes estan organizadas de manera
valida. El disefiador desempefia un rol parecido al del arquitecto que disefia un espacio de

trabajo para usuarios potenciales. En clase, el disefio de este espacio va a depender del ETM
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personal del profesor. Cuando el problema se propone a un alumno, el tratamiento matematico
que éste le da le conduce al ETM personal de trabajo. Debido a esto, el ETM idoneo no es fijo
y se debe modificar continuamente para ajustarse a las restricciones locales.

De esta manera, el trabajo matematico en un marco escolar se puede describir gracias
a estos tres niveles de ETM: la matematica considerada por la institucion que se describe en el
ETM de referencia, éste es desarrollado por el profesor hasta alcanzar un ETM idéneo que
permita un establecimiento efectivo en clase, donde cada alumno trabaja en su ETM personal.

La eleccion y la organizacion de las tareas propuestas a los alumnos por los profesores
son esenciales en la constitucion del ETM iddéneo. Ofrece la posibilidad de resolver, de
manera adecuada, lo que se les propone; es decir, conforme a las expectativas institucionales
descritas de manera mas o menos explicita en el ETM de referencia. Estas elecciones y la
gestion de las actividades van a depender, en gran parte, del ETM personal del profesor. La
observacion de la actividad de los alumnos permitird identificar sus ETM personales
identificando posibles subconjuntos de précticas estables.

4 El trabajo matematico: el papel del profesor, sus conocimientos e interacciones

La consideracion del tema central de este monografico parte de las discusiones en los
Simposia ETM3, en Quebec, y ETM4, en Espafia, sobre profundizar en el trabajo matematico
del profesor en el aula y en la formacion. En ambos Simposia el tema 3 se ha centrado en el
rol de los docentes y las interacciones en la creacién de un ETM idoneo y de ETMs
personales eficientes. En la clase, el profesor ajusta y equilibra la dinamica del ETM. Se trata
de dar respuesta a como gestionar las interacciones del trabajo matematico en el aula. Es un
reto integrar de forma holistica distintas dimensiones: cognitiva, didactica, técnica, afectiva y
cultural, en el andlisis de estas interacciones y en la construccion del pensamiento matematico.
En este monografico Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA) de forma especifica se
reflexiona en las dinamicas que establecen en el rol del profesor, los conocimientos y las
interacciones en el aula tanto con estudiantes como con los instrumentos. La monografia se ha
estructurado en dos partes:

1. La formacion de profesores;

2. El trabajo del profesor con los alumnos.

Al respecto de la utilizacién del modelo de los ETM, cada parte comienza con

articulos basados principalmente en el modelo de los Espacios de Trabajo Matematico. Por
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esta razon, ademas de este articulo que ofrece un fundamento tedrico del mismo, se incluyen
cuatro articulos con objeto de profundizar en algunos elementos esenciales del modelo. Las
otras contribuciones al tema de este monografico no sélo han tenido como modelo tedrico
ETM, sino que han utilizado otros modelos tedricos de comprension del conocimiento del
profesor y del rol del profesor en el aula. En estos articulos se articulan el modelo de los ETM
con otro marco teorico poniendo de manifiesto la eficacia de esta combinacion o sinergia para

la investigacion desarrollada.

4.1 La formacién de profesores

El primero de los articulos que inicia el tema de la formacion es el de Nikolantonakis
y Vivier. Se aborda el ETM en los sistemas numéricos posicionales en un estudio comparado
con futuros profesores de primaria en Grecia y en Francia, mostrando que los ETM personales
e idoneos son guiados por el sistema de numeracion en base diez. Tratan de dar respuesta de
coémo construir un ETMy iddneo para integrar las numeraciones en otras bases diferentes de la
de diez profundizando en la génesis semiotica.

El secundo articulo, de Henriquez-Rivas y Montoya-Delgadillo, se centrard en
teméaticas de geometria euclidiana que articulan los enfoques sintético y analitico en
formacion de profesores de Secundaria, presentando una situacion de referencia que favorece
rutas de trabajo especificas. Los analisis se focalizan sobre el ETM personal de un futuro
profesor y las transiciones entre los diferentes paradigmas de la geometria.

Gomez-Chacon, Botana, Escribano y Abanades proponen algunos elementos para
organizar un espacio de trabajo efectivo para problemas de lugares geométricos en entornos
tecnoldgicos. Se explora como futuros profesores de matematicas progresan en su concepcion
de lugares geométricos a través de la apropiacion de las funcionalidades especificas de cada
entorno (tres herramientas), en relacion con su propia practica como estudiantes y su futuro
ejercicio profesional. Las funcionalidades didacticas proporcionadas desde el disefiador se han
estudiado desde el modelo Espacio de Trabajo Matematico (ETM). Este modelo pone de
relieve la necesidad de articular para el trabajo geométrico los niveles epistemolégico y
cognitivo a través de diferentes génesis de razonamiento (visual-discursiva, instrumental y
discursiva).

Bajo un enfoque de metodologia observacional y de trabajo colaborativo Codina y

Romero, en su articulo Entornos Tecnoldgicos y su Influencia en los Espacios de Trabajo
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Matematico, analizan la influencia de contextos ricos en tecnologia digital sobre los Espacios
de Trabajo Matemético (ETM). En particular, se describe como el uso de la tecnologia
propicia, de una parte, la modificacion de roles en los agentes implicados en el proceso de
ensefianza-aprendizaje y, por otra, la aparicion de ETM compartidos.

Flores y Pluvinage exploran en la formacion docente las Génesis Semioética de los
nameros Enteros desde una perspectiva didactica e histérica. Muestran la riqueza y el interés
de la construccion de Decartes para el producto de dos enteros.

Seguidamente, el articulo de Rodd reflexiona, desde un marco practico que tiene en
cuenta el modelo de ETM vy las perspectivas de neurociencia, sobre la intervencién del
profesor en aspectos cognitivos y afectivos en las transiciones del razonamiento deductivo en
la Geometria Euclidea.

Finalmente, esta parte concluye con el estudio de Cyrino. Su articulo estd basado en
algunos resultados interesantes del Grupo de Estudios e Investigacion sobre Formacién de
Profesores para ensefiar Matemaéticas - GEPEFOPEM (Brasil). Abordan el tema de identidad
profesional en relacion al razonamiento proporcional en una comunidad de préctica, aportado

un enfoque metodoldgico para precisar relaciones entre identidad y conocimiento matematico.

4.2 El trabajo del profesor con los alumnos

Montoya-Delgadillo, Mena-Lorca y Mena-Lorca, desde un contexto chileno,
priorizaran el plano epistemoldgico en su trabajo con profesores debutantes de Secundaria.
Ante tareas concretas mostraran las formas que estos profesores dan concrecion a las génesis
semiotica, instrumental y discursiva, y a la circulacién entre los distintos polos de los planos
epistemoldgico y cognitivo.

El modelo tedrico Mathematics Teacher's Specialised Knowledge (MTSK) se ha
utilizado para profundizar en el conocimiento de la estructura matematica y en el
establecimiento de categorias del Pedagogical content knowledge. Este modelo se presenta en
el articulo de Flores-Medrano, Montes, Carrillo, Contreras, Mufioz-Catalan y Lifian,
poniendo de manifiesto que el profesor desempefia un papel crucial en la articulacion de los
Espacios de Trabajo Matematico. El modelo de conocimiento del profesor MTSK propone
una estructuracion de dicho conocimiento basada en la nocidon de especializacion. Esta
estructuracion, particularmente la consideracién de sus componentes (subdominios), permite

comprender el conocimiento que el profesor pone en juego en la transicion entre los distintos
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Espacios (idoneo, personal y de referencia) de Trabajo Matematico, asi como las relaciones
entre estos.

Con base en los dos modelos tedricos: el modelo Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge (MTSK) y los Espacios de Trabajo Matematico (ETM), los autores Vasco,
Climent, Escudero-Avila, Montes y Ribeiro discuten sobre el conocimiento especializado
(MTSK) que evidencia en una sesion sobre la multiplicacion de matrices un profesor
universitario de algebra lineal y el Espacio de Trabajo Matematico (ETM) idéneo del profesor
en esta sesion.

Con fundamentacion en la Teoria de la Actividad y en el método de ensefianza de
aprendizaje en colaboracion, debate cientifico y autorreflexion (ACODESA), los autores
Cortes, Hitt y Saboya nos ofrecen los resultados de dos experimentaciones en Canada y en
México. Abordan el problema de la ensefianza del Algebra bajo el punto de vista del marco
tedrico de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM). La interpretacion descrita se centra en
el paso de un plano epistemoldgico hacia un plano cognitivo en donde la actividad
matematica permite una articulacion de procesos de visualizacidn, produccion y procesos de
validacién aritmético-algebraicos que proporcionan un soporte precisamente al pensamiento
aritmético-algebraico.

También, esta segunda parte del monografico se profundiza en algunos aspectos
especificos de intervencién del profesor. El articulo de Panero, Arzarello, Sabena, con
profesores italianos, se centra en la nocion de derivada, analizando el proceso de generacién
de ejemplos y los procesos de visualizacion y semidtica.

Finalmente, encontramos el articulo de Gagatsis, Deliyianni, Elia, Panaoura y
Michael-Chrysanthou que se centra en el nivel cognitivo del Espacio de Trabajo Matemaético
(ETM) y el componente del nivel epistemoldgico relacionado con las representaciones
semidticas en dos dominios matematicos de nimeros racionales: fraccién y nimero decimal.
Dentro de este &mbito, se pretende explorar como la flexibilidad representacional se desarrolla
con el tiempo. Se identifica un patron de desarrollo similar de cuatro niveles jerarquicos de
flexibilidad en ambos dominios y se discuten las implicaciones didacticas con el fin de

fomentar la flexibilidad de representacién en los ETM de fraccion y la adicion decimal.

5 Primeras conclusiones y cuestiones abiertas para futuras investigaciones

En esta seccion se pretende delinear algunas conclusiones. Debido a la riqueza y a la
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complejidad de las cuestiones tratadas en cada uno de los articulos no pretendemos ser
exhaustivos. Explicitaremos dos bloques de conclusion que por su naturaleza interrelacionada
puede abrir perspectivas de futuro:

- La interaccion entre los planos epistemoldgicos y cognitivo;

- El anélisis del trabajo matemaético del profesor en el aula y elementos importante a

tener en cuenta en su formacion.

5.1 La interaccion de los planos epistemoldgico y cognitivo

El modelo de Espacios de Trabajo Matemaético, concebido como una circulacion entre
distintos polos en los planos epistemoldgico y cognitivo, se puede considerar una herramienta
del analisis (a priori tanto como a posteriori). Una herramienta de tareas de interpretacion y
descripcidn que debe permitir la implementacion de un ajuste fino de las tareas ya construidas
pero también debe la elaboracion y calibracion de nuevas situaciones educativas, o de
situaciones que aun deben ser experimentadas.

Respecto a esta linea de conclusion es de interés las conclusiones obtenidas por las
investigaciones: a) en tematicas especificas como los espacios matematicos numéricos v el
sistema posicional o en tematicas de geometria euclidiana que articulan los enfoques sintético
y analitico; b) en la caracterizacion de los espacios de trabajo personal respecto al uso
tecnoldgico, que pone de manifiesto que la articulacion semiético-figural, instrumental y
discursivo dependen del funcionamiento matematico de los sujetos (aspectos epistemoldgicos
y formas de resolucion de los problemas); y de los blogueos o dificultades en relacion a la
transicion entre génesis; c) en el entrelazado de las tres génesis: tipo de validaciones que da
norma a la génesis discursiva de la demostracion, la discursividad involucrada en la génesis
semidtica, la complejidad generada por la articulacion de las génesis con las herramientas

matematicas.

5.2 El analisis del trabajo matematico del profesor en el aula y los elementos importante

a tener en cuenta en su formacion

En este monografico se considera la teoria del ETM como un modelo dindmico que
permite reflexionar sobre la accién del profesor en el aula y sobre elementos importante a

tener en cuenta en su formacion. Los ETM se construyen con base en el conocimiento
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matematico y la experiencia del sujeto al hacer matemaéticas, de ahi que su organizacion

remita a dos planos: el epistemoldgico y el cognitivo, que serén el centro de la discusion de
este trabajo.

Se ha presentado el modelo a traves de distintos estudios realizados en distintos paises,
proporcionando ejemplos de codmo puede actuar como una herramienta para el estudio de un
trabajo efectivo de los profesores.

Inicialmente este modelo propuesto por Houdement y Kuzniak no se pensé como
herramienta para la formacion del profesorado, sin embargo, la perspectiva didactica del
trabajo matematico y el dinamismo de sus componentes ha posibilitado su uso como una
herramienta para analizar como el profesor trabaja con las matematicas. Estudiar el
comportamiento del profesor no sélo como matematico —su ETM personal— sino también,
permite verlo como profesor en la concepcion de la matematica que debe ensefiar, en el
proceso de transposicion de ésta con el objeto de elaborar propuestas didacticas que logren
construccion de saberes matematicos, y todas las reorganizaciones que su rol de profesor
supone, en el ETM idoneo.

En este monografico, para la reflexion del rol del profesor en la articulacion de los
Espacios de Trabajo Matematico para el aula se ha requerido del analisis del conocimiento del
profesor, para ello se intent6 ver qué articulacion se podria producir entre el modelo de ETM
y el modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge, y entre los Espacios de Trabajo
de Referencia, Idéneo y Personales.

Algunas ideas producidas no s6lo en este monogréafico sino en la discusion iniciada en
el Simposium ETM4 (GOMEZ-CHACON; ROMERO; CARRILLO, 2015) se pueden
explicitar de la forma siguiente. EI modelo de ETM (Fig. 1) planteado por Kuzniak (2011),
donde se pone de manifiesto la articulacion entre el plano epistemolégico (la actividad en su
dimensién puramente matematica) y el plano cognitivo con sus tres procesos cognitivos
implicados en la actividad matematica requeriria una mayor especificacion para episodios de
clase. Una articulacion que se podria producir en un analisis de episodio de clase entre el
modelo de ETM y el modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge podria ser

expresada a través de la Figura 3.
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Figura 3 — Integracion de los modelos ETM y MTSK (GOMEZ-CHACON; ROMERO; CARRILLO, 2015)
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Hacemos notar que se ha planteado una transformacion del diagrama de la Figura 1,
tomando la imagen de prismas (Figura 3) para mostrar la concepcién de que la epistemologia
y los planos cognitivos son una herramienta analitica de procesos del trabajo matematico que
actian de manera integrada.

Partimos de una situacion didactica que el profesor propone a sus alumnos en el
entorno del aula. En este entorno, el ETM Personal del estudiante es parte de una compleja
red compuesta por el ETM Personal de los miembros del aula, incluyendo a sus comparieros y
al profesor. La situacion inicial se puede ver como una oportunidad de aprendizaje que influye
en el ETM Personal de cada estudiante de un cierto modo. Los estudiantes tienen ETM
Personales con diferencias y puntos en comun. El hecho de que compartan caracteristicas
comunes permite al profesor planificar para el conjunto, asi como valorar en conjunto el
resultado de una intervencion. EI hecho de que existan diferencias entre los sujetos implica la
posibilidad de enriquecer los ETMs Personales de distintos modos. Por ejemplo, el profesor
puede observar el bloqueo en el trabajo de algin estudiante y pedir a otro que no lo tenga que
hable sobre ello; o él puede ver un buen potencial de génesis de un estudiante y pedirle que lo
comparta con el resto. Ademas, los estudiantes que trabajan de forma colaborativa en parejas
0 en entornos virtuales influyen en el ETM Personal de sus comparieros.

Asi, desde la situacion didactica anterior, surgen significativas oportunidades de
aprendizaje mientras los estudiantes trabajan sobre ella en el aula. Es trabajo del profesor
detectar estas oportunidades y conducirlas de manera productiva. Para ello, el profesor debe

adaptar el ETM idoneo a las diferentes oportunidades cuando surgen (por ejemplo, introducir
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un nuevo recurso para salir de un bloqueo o un nuevo concepto para nombrar una idea que
surge en el grupo). Para este proposito, el modelo ETM se presenta adecuado y presenta una
naturaleza dindmica sobre la que debe reflejarse, no so6lo al principio y final de la situacién
didactica, sino también en la oportunidad particular que esta puede brindar en el entorno dado.

En la adaptacion del ETM de Referencia al ETM Idoneo (en cada paso) el profesor
pone en juego su conocimiento. Uno puede buscar este conocimiento usando el modelo
MTSK (conocimiento especializado del profesor de matematicas). Hay claramente una
relacion solida entre el ETM Personal del profesor y su conocimiento matematico (MK, que
es uno de los dominios de MTSK).

En sintesis, esta discusién ha puesto de manifiesto andlisis y elementos a tener en
cuenta en el rol del profesor en el disefio y gestion del ETM idéneo de la clase. El
conocimiento del profesor desempefia un papel central en dichas tareas, de modo que modelos
analiticos que pongan el foco en la especificidad de la matematica nos ayudaran a comprender
cémo se configura dicho ETM iddneo. En el anélisis de los episodios discutidos en la parte
segunda de esta monografia, el modelo MTSK ha servido como una herramienta para
comprender el conocimiento del profesor que sustenta sus acciones y explicar en gran parte
acciones que conlleva el establecimiento del ETM iddéneo del profesor. Consideramos que,
ambos modelos, ETM y MTSK, comparten elementos que los hacen complementarios para
analizar la actividad educativa en el aula.

Quedan abiertas numerosas cuestiones para futuras investigaciones relativas a la
profundizacién en el papel que los subdominios del MTSK idoneo del profesor tienen en la
articulacién entre los planos cognitivos y epistemoldgicos de los alumnos e indagar en el
potencial comprensivo que la articulacion de ambos modelos posee para la comprensién del

proceso de ensefianza y aprendizaje.
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