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A Construcéao de uma Matematica para o Ensino do Conceito de
Proporcionalidade Direta a partir de uma Revisao Sistematica de

Literatura

The Construction of Mathematics for Teaching the Concept of Direct

Proportionality from a Systematic Literature Review

Roberta D’ Angela Menduni-Bortoloti®

Jonei Cerqueira Barbosa™

Resumo

Neste artigo, apresentamos uma Matematica para o ensino do conceito de proporcionalidade, como um modelo
tedrico a partir de uma revisdo sistematica da literatura. A anélise de dezessete artigos mostrou uma diversidade
de realizagbes desse conceito, distribuida em trés cenarios. No primeiro, o conceito de proporcionalidade foi
descrito como razdo e realizou-se como comparagao entre partes, equivaléncia de razdes, taxa, escala, diviséo,
vetor e intervalos musicais. No segundo cendrio, o conceito de proporcionalidade foi descrito pela igualdade
entre razdes, sustentado pelo teorema de Tales, cujas realizagbes foram regra de trés e porcentagem. No Ultimo
cenario, esse conceito foi apresentado como uma funcdo, por meio de relagdes multiplicativas, taxa de variagao,
escala e porcentagem.

Palavras-chave: Matematica para o Ensino. Proporcionalidade Direta. Educacdo Bésica. Revisdo Sistematica.

Abstract

In this article, we present mathematics for teaching the proportionality concept, as a theoretical model from a
systematic review of the literature. The seventeen articles analysis showed a diversity of realizations of this
concept, distributed in three landscapes. At first, it was described as ratio and held as comparison of parts,
equivalence ratios, rate, scale division, vector, and musical intervals. In the second one, it was described by the
equality between reasons, supported by the Tales theorem, whose achievements were rule of three and
percentage. In the latter landscape, this concept was presented as a function model through multiplicative
relations, rate of change, scale, and percentage.

Keywords: Mathematics for Teaching. Direct Proportionality. Elementary Education. Systematic Review.
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Reconhecemos que existem muitas aplicacdes da proporcionalidade na vida cotidiana
e também em areas como Matematica, Fisica, Quimica, Musica, Geografia, Artes, dentre
outras. Alguns estudos (COSTA JUNIOR, 2010; SILVA, 2008; MARTINS, 2007) tém
apontado que, no contexto da Matematica Escolar bem como na formacdo inicial de
professores (SILVA; ALENCAR, 2012), os profissionais, ao ensinarem proporcionalidade,
priorizam o ensino do algoritmo da regra de trés, deixando de focalizar as relagGes existentes
entre as grandezas.

A fim de evitar o uso exclusivo da regra de trés, outras formas de abordar a
proporcionalidade tém sido destacadas. Citemos, por exemplo, o trabalho elaborado por
Ponte, Silvestre, Garcia e Costa (2010), cuja proporcionalidade direta pode ser desenvolvida
pelo ensino das regularidades ou da funcéo linear.

O ensino das regularidades pode ser desenvolvido desde o inicio dos Anos Iniciais,
quando o professor tem condicfes de explorar adi¢cGes sucessivas na relacdo estabelecida
entre grandezas (OLIVEIRA; SANTOS, 2014) e ideias multiplicativas, ao investigar
sequéncias numéricas e padrdes geométricos, bem como a lei de formacao de uma sequéncia
(PONTE; SILVESTRE; GARCIA; COSTA, 2010). Explorar determinados padrbes
geométricos, numéricos ou algébricos pode evidenciar constantes de proporcionalidade.
Algumas dessas situacGes podem ser descritas, mesmo que de forma intuitiva, como leis de
formacgéo de fungdes lineares.

Também é possivel ensinar proporcionalidade a partir da razdo existente entre as
medidas do desenho de um objeto e suas medidas reais, verificando se essa razdo é ou ndo a
mesma e quais suas implicagdes (PONTE; SILVESTRE; GARCIA; COSTA, 2010). Outra
forma €, a partir de um reténgulo real (por exemplo, o tampo da carteira de um aluno) utilizar
escalas diferentes para esbocar outros tampos e comparar a area e 0 perimetro do retangulo
original com a &rea e o perimetro de cada retangulo esbocado, relacionando-os com as escalas
utilizadas (BEN-CHAIM; ILANY; KERET, 2008).

E possivel caracterizar o conceito de proporcionalidade como regularidades, funcéo,
razéo e escalas. Inspirados em Sfard (2008), definimos conceito como aquilo que a palavra
comunica. Sendo assim, o conceito de proporcionalidade pode ser comunicado como
regularidades, funcéo, razéo e escala porque comunicam o conceito.

Para nos conceito ndo é uma instancia anterior a comunicagao, mas constitui a propria
comunicagdo que ocorre por meio de narrativas. As narrativas sdo enunciados validados por
um grupo de participantes da comunicagdo (SFARD, 2008). Para ilustracdo temos teoremas,

axiomas, definicbes como algumas narrativas ja validadas, que podem, por exemplo, ser
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identificadas em livros didaticos, documentos oficiais e também no ato de ensinar do
professor, uma vez que todas essas realizagdes compOem narrativas. Neste artigo,
apresentamos um modelo teérico que captura diferentes formas de comunicar o conceito de
proporcionalidade, o qual denominamos Matematica para o ensino do conceito de
proporcionalidade na Educacéo Basica.

A Matemaética para o ensino é uma frente de pesquisas que vem se desenvolvendo em
diferentes paises. A expressdo “matematica para o0 ensino” se apresenta na literatura de
diferentes formas. Tendo como premissa uma Matematica especifica do trabalho do professor,
diferente da que é praticada por outros profissionais, Ball e Bass (2002), por exemplo,
apresentaram-na como a Matematica usada na pratica do professor que ensina Matematica.
Ball, Thames e Phelps (2008), baseados no trabalho de Shulman (1986), denominaram tal
especificidade do professor de Matematica de “conhecimento matematico para o ensino”
(CME) e o estruturaram em dois grupos: 0 conhecimento pedagdgico do contetdo e o
conhecimento do conteido matematico.

No entanto, Huillet (2009), Adler e Davis (2006, 2011) e Davis e Simmt (2006)
elaboraram uma demarcacao diferente da estruturacdo tedrica apresentada por Ball, Thames e
Phelps (2008). Huillet (2009), apoiada na teoria antropoldgica do didatico, fez uma critica a
separagdo do conhecimento do contetdo do conhecimento pedagdgico, pois considerou que
ambos estejam fundidos para constituir o conhecimento matematico para o ensino. Adler e
Davis (2006, 2011), baseados em uma abordagem socioldgica, investigaram “como” se
constituia a Matematica especifica para o ensino, produzida na e através da pratica, e “que”
principios a legitimavam.

Davis e Simmt (2006), apoiados na ciéncia da complexidade, investigaram o
conhecimento disciplinar do professor de Matematica. Para Davis (2012) e Davis e Renert
(2014), a Matematica para o ensino ¢ uma disposi¢do participativa aprendida em um trabalho
coletivo, uma compreensdo “profunda” da Matematica emergente da pratica, uma forma de
subsidiar o professor para desenvolver seu trabalho. O resultado ndo € um conceito a ser
ensinado, mas o que é possivel aprender sobre esse conceito, oferecendo inicialmente ao
grupo o que se sabe. Dessa forma, relagGes, conexdes e aprofundamentos sé alcancaram esse
dinamismo e complexidade conceitual porque um grupo, e ndo um individuo, construiu
sofisticadas compreensdes acerca do conceito.

No Brasil, a pesquisa desenvolvida por Rangel (2015) buscou encontrar, por meio de
um estudo coletivo com professores da Educacdo Bésica, aspectos que estruturassem e

sustentassem o conhecimento matematico sobre nimeros racionais, reconstruindo, a partir dai,
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0 que a pesquisadora denominou de ‘“conhecimento de matematica para o ensino”. Sua
principal caracteristica é entrelacar o conhecimento da Matemaética elementar e da Matematica
desenvolvida no Ensino Superior com o processo coletivo de reflexdo entre os professores da
Educacao Béasica (RANGEL, 2015).

Em uma perspectiva mais ampla, Ribeiro (2012) desenvolveu um ensaio tedrico em
que vinculou o CME aos diferentes significados que identificou para o conceito de equacéo,
com base em resultados de pesquisas. Segundo o autor, essa diversidade de significados
propiciou a constituicdo do conhecimento matematico para o ensino de equaces.

Enunciamos, diferentemente dos pesquisadores supracitados, a Matematica para o
ensino como um modelo tedrico. Consideramos a “Matematica para 0 ensino” uma forma de
estruturar conceitualmente diversas formas de comunicar um conceito, cuja materializacédo
ocorra a partir de diferentes fontes. Especificamente, propomos uma Matematica para o
ensino do conceito de proporcionalidade, tomando como fonte, neste artigo, a literatura da
area de Educagdo Matematica, na qual € possivel identificar diferentes formas de comunicar o
conceito de proporcionalidade.

Partindo da producdo cientifica em Educacdo Matematica, ofereceremos a essa area,
de forma sistematizada, uma diversidade de comunicacbes para 0 conceito de
proporcionalidade. Consideramos essa sistematizagéo relevante pelas implicagdes que podem
ter para o ensino de proporcionalidade, especialmente nos cursos de formacao de professores,
pois permitira vislumbrar a mencionada diversidade.

A revisdo de literatura permite conhecer o que a area tem desenvolvido, remetendo-
nos a resultados de pesquisas, empiricas e/ou tedricas, e apresentando diferentes
comunicagdes para 0 conceito de proporcionalidade. Para exemplificar, a reviséo de literatura
pode retratar como professores ou futuros professores ou estudantes da Educacdo Baésica
comunicam o conceito de proporcionalidade, além disso, sinalizar formas de comunicar esse
conceito a partir da analise de livros didaticos ou de documentos oficiais; ou, ainda,
apresentar resultados de pesquisas que analisaram varios outros estudos sobre
proporcionalidade. Por essas razdes, a revisdao de literatura se constituiu em um campo
fecundo, pois nos permitiu reunir diferentes modos de comunicar proporcionalidade, gerando
outros resultados, a partir da analise que estabelecemos. Sendo assim, tivemos por objetivo
construir uma Matematica para o ensino do conceito de proporcionalidade a partir de uma

revisdo sistematica de literatura.
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A seguir, descrevemos o0s procedimentos utilizados para selecionar e analisar os
artigos que compuseram 0 corpus da pesquisa. Em seguida, apresentamos a analise e

discussao dos resultados entrelacados pela teoria e, por fim, as consideracdes finais.

2 Procedimentos

Uma revisao sistematica de literatura consiste em identificar e sintetizar estudos, cujos
processos de selecdo e analise sdo rigorosos e transparentes (VICTOR, 2008; GOUGH,;
OLIVER; THOMAS, 2013). Ao identificarmos diferentes formas de comunicar
proporcionalidade, explicitaremos uma variabilidade de comunicagbes, gerando outro
resultado que ndo se constituiria dessa forma se ndo integrassemos os estudos selecionados.

A literatura sobre a qual nos referimos é constituida de periddicos relacionados
especificamente com a area de Educacdo Matematica. Baseamo-nos na classificacdo Qualis,
feita pela Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), e 0
critério que utilizamos para a selecéo dos periddicos foi o conceito atribuido entre Al e B2!
nas &reas Educacdo e Ensino. Dentre esses, selecionamos, arbitrariamente, os seguintes
periddicos: Boletim do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica (Boletim do
GEPEM); Zetetiké; Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA); Educacdo Matematica
Pesquisa; Acta Scientiae, Journal of Mathematics Teacher Education e ZDM - International
Journal on Mathematics Education.

Iniciamos a selecdo dos artigos por ordem cronoldgica decrescente, no periodo de
2014 a 2000. Cessamos a busca no ano 2000 porgue julgamos que os ultimos quinze anos
agrupavam um corpus substancial para dar um panorama das pesquisas de interesse. A
selecdo foi feita & medida que o conceito de proporcionalidade foi comunicado?®, ndo sendo
necessariamente esse o foco dos artigos para seus autores. Com base nisso, apresentamos o

Quadro 1 que resume o resultado de nossa busca pelo corpus do trabalho.

Periodicos/ Autor(es)
Quantitativo (Ano)
Spinillo (2003) Empirica com criancas de 22 série (3° ano)

Costa; Allevato (2012) Em_pmca com futuros prqfe_ssores de Matematica do
ensino Fundamental e Médio.

Pesquisa

Boletim do GEPEM

(03) Silva; Pietropaolo; o
Campos (2013) Empirica: documental.
Boletim de Educagdo | Villarreal; Esteley; Empirica com estudantes universitarios
Matematica Alagia (2005) P '

" A consulta feita no site <qualis.capes.gob.br> refere-se ao periodo de avaliacdo 2010/2014.
% O periddico Zetetiké foi retirado do corpus porgue ndo encontramos artigos que satisfizessem essa condigao.
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(07) Imenes; Lellis (2005) Teorica.
Ben-Chaim; Ilany; Empirica com futuros professores de Matematica do
Keret (2008) Ensino fundamental e Médio.
Onuchic; Allevato Tebrica
(2008) '

Lima; Monteiro (2009) | Empirica com jovens e adultos (agentes de salde).
Oliveira (2009) Empirica com alunos dos Anos Finais do Ensino

Fundamental.
Rivas; Godino; Castro | Empirica com futuros professores do Ensino
(2012) Fundamental.
Educacéo Abdounur (2012) Teodrica.
Matemética Pesquisa | Guerra; Hernandez Empirica: documental
(02) (2014) ' '
Acta Scientiae Scartazzini; Silva; N30 definida
(01) Consul (2005) '
Journal of Ben-Chaim; Keret; Empirica com futuros professores de Matematica do
Mathematics Teacher | Ilany (2007) Ensino Fundamental e Médio.
Ed%g;;mn Orrill; Brown (2012) Empirica com professores do Ensino Médio.
Tasar (2010) Empirica com aluna de um curso de Ciéncia Fisica.
ZDM Abraharpson;_ L €e, Empirica com estudantes do Ensino Fundamental entre 9
(02) Negrete; Gutiérrez e 11 anos
(2014) '

Quadro 1 — Rela¢do dos periddicos selecionados
Fonte: Elaboracdo propria (2016)

Este corpus foi analisado por meio da identificacdo de énfases, elaboradas com base
em Davis e Renert (2014). Entretanto, a nossa forma de utilizar as énfases difere da dos
autores porque aqueles utilizaram-nas como um dispositivo investigativo de conceitos
matematicos para trabalhar coletivamente com um grupo de professores. N6s nos apropriamos
das énfases e as entrelacamos com algumas defini¢fes de Sfard (2008), para entdo utiliza-las,
simultaneamente, como um instrumento de analise da literatura e uma estratégia de
modelagem tedrica, com o objetivo de propor uma Matematica para o ensino do conceito de
proporcionalidade.

A énfase chamada Realizag¢Oes é o conceito de proporcionalidade comunicado, neste
caso, na escrita dos artigos. Quando realizacBes® do conceito de proporcionalidade foram
agrupadas, conforme regras comunicadas pelo participante (SFARD, 2008), neste caso,
autores dos artigos, construimos a segunda énfase, denominada Cenarios. De acordo com as
regras no modo de usar 0 conceito, seja por palavras seja por recursos visuais como, por
exemplo, graficos, tabelas, desenhos, simbolos algébricos, icones (SFARD, 2008),
delimitdvamos os cenarios. A terceira énfase, os vinculos, foi gerada entre as realizacOes

agrupadas no mesmo cenario, ou seja, vinculos entre as regras comunicadas.

* Ao utilizarmos a palavra realizagdes estamos nos referindo a uma comunicagao.
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A compreensdo e, por conseguinte, a constituicdo do que sdo cenarios e vinculos,
neste trabalho, se deram a partir da apropriacdo que fizemos de defini¢des de Sfard (2008)
como, por exemplo, rotina, metarregra e regra de realizacdo. A rotina € um conjunto de
metarregras. As metarregras, por sua vez, sdo as regras que descrevem a estrutura das acoes
discursivas comunicadas pelos participantes. As regras de realizacdo sédo aquelas que dé&o
sustentacdo a estrutura das agoes, ou seja, 0 que valida o uso de metarregra(s) em determinado
cenario.

Os cenarios foram construidos a partir da identificacdo de diferentes rotinas. Ja os
vinculos foram constituidos a partir de associacdes entre realiza¢cbes do mesmo cenario, pois
observando um cenario por vez, o foco recaiu sobre o que relacionava as realizagdes ali
agrupadas, instaurando, assim, possiveis vinculos.

A partir do entretecimento das énfases, citadas anteriormente, enunciaremos 0S
cenarios conforme rotinas e metarregras descritas acima e, ao apresentarmos as realizagdes do
conceito de proporcionalidade, destacaremos a(s) palavra(s) por meio do uso do italico,
guando mencionada(s) como realizacdo. Quanto as regras de realizacdo, as destacaremos
guando identificarmos sua utilizacdo (de forma explicita ou ndo) para sustentar a estrutura das

acOes discursivas do participante ao comunicar um conceito de proporcionalidade.

3 Cenarios para realizac6es do conceito de proporcionalidade

O conceito de proporcionalidade s6 se realiza quando existe uma relacdo entre partes.
As partes podem ser interpretadas, por exemplo, como quantidades ou conjuntos. Ao
analisarmos o corpus, foi possivel identificar essa relacdo realizando-se conforme trés
diferentes rotinas, o que caracterizou para nds trés cenarios. No primeiro cendrio, as
realizacbes foram agrupadas conforme a rotina denotada por a/b = a:b (a esta para b), cuja
relacdo identificada foi uma razdo constante entre duas partes (BEN-CHAIM; KERET;
ILANY, 2007). No segundo cenario, as realizacbes agrupadas estavam amparadas pelo
teorema de Tales, cuja rotina foi denotada por a/b=c/d (a esta para b, assim como c esta para
d), sendo a relacdo identificada por uma proporcdo entre razBes. E, no ultimo cenario,
agrupamos as realizacbes de modo que os elementos de um conjunto pudessem corresponder
respectivamente aos elementos de outro conjunto, multiplicados ou divididos por uma

constante, rotina denotada por uma fungéo do tipo linear.

3.1 Primeiro cenario — o conceito de proporcionalidade realizado como razao
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O conceito de proporcionalidade realizado como razéo, cuja rotina denotada por a/b ou
a:b, em que a é o antecedente e b 0 consequente, se pautou na relacdo entre partes. De modo
que identificamos trés tipos de relacdo: a multiplicativa (tipo mais comum), a aditiva e a
comparativa. Apresentaremos cada uma nesta mesma ordem.

Consideremos, entdo, a relacdo multiplicativa sendo comunicada por meio da
comparacao entre as partes (A e B) que pode ser obtida na comparacgéo de tantas partes de A
para tantas partes de B. Analisemos um exemplo adaptado de Spinillo (2003): em uma jarra
ha 3 copos de suco de laranja e 1 de agua e a razao de suco para agua é de 3 para 1 (3:1). Ao
fazer uma nova jarra, a relagcdo proporcional seria: a cada 3 copos de suco de laranja adicionar
1 de agua. Ao fazer uma, duas ou mais jarras, hd& uma metarregra que descreve as acdes dos
participantes da comunicacdo, a razdo 3:1, que serd dobrada se forem feitas duas jarras, e
assim por diante. Nesse exemplo, a metarregra foi para cada 3 copos de suco de laranja,
acrescentar 1 de agua, ou para cada 6 copos de suco de laranja, acrescentar 2 de agua.

Outro exemplo, de relagéo entre partes foi identificado no estudo desenvolvido por
Abrahamson, Lee, Negrete e Gutiérrez (2014), que utilizaram um programa de computacéo,
chamado “The Mathematical Imagery Trainer for Proportion” (MIT-P), para que o estudante
identificasse a constante de proporcionalidade ou invariancia. Por meio do MIT-P, o
antecedente (comprimento de uma barra) era relacionado com o consequente (comprimento
da outra barra) e, como resultado, encontrava-se a constante de proporcionalidade ou
invariancia. A acdo de estabelecer uma relacdo (que pode ser o dobro, a quarta parte) entre 0s
comprimentos das barras (antecedente e consequente) descreveu a metarregra, que podia ser
notada pelo controle do movimento das méos frente a tela de um computador.

A proporcionalidade realizada como razdo permitiu que a identificassemos como uma
classe de razdes equivalentes. Consideremos o exemplo: 5/2 = 15/6 = 20/8 = 30/12...
Compreendemos essas razées como sendo razdes equivalentes (NCTM, 2010), ou que existe
equivaléncia entre as razdes (SPINILLO, 2003). Ao dividirmos o antecedente pelo
consequente, encontramos como resultado 2,5, isto &, a constante entre duas partes ou entre
guantidades (a invariancia), responsavel pela origem das razdes, formando uma classe de
equivaléncia. Conforme Spinillo (2003, p. 39), “ao estabelecer a equivaléncia, ¢ necessario
entender que as quantidades que compdem uma razao covariam (isto é, alteram-se de forma
conjunta) de tal forma que as relagdes entre elas permanecem invariantes [...]”.

Outra forma de realizar proporcionalidade, fundamentada na razdo, foi por meio da
observagdo da relacdo multiplicativa entre duas quantidades de naturezas distintas,
denominada taxa (LAMON, 2006; BEN-CHAIM; KERET; ILANY, 2007; 2012; OLIVEIRA;
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CYRINO, 2014). A densidade ¢ um exemplo disso, pois representa 0 nimero de itens ou de
pessoas dividido pela area ou volume (BEN-CHAIM; ILANY; KERET, 2008).

Orril e Brown (2012) desenvolveram uma estratégia chamada Dobro do Numero de
Linhas (Double Number Line — DNL), que contribui para a compreensdo das relagdes
proporcionais existentes entre quantidades de naturezas diferentes, a taxa. Para ilustrar tal

estratégia, citaremos um dos exemplos utilizados pelos autores, conforme mostra a Figura 1.

Resolugdo iniciada

LA L
0 0,51 111,251

0 1,25 litros

| | |
0 $0,75 0 2 $0,75

Figura 1 - Esquema usando a DNL
Fonte: adaptado de Orrill e Brown (2012, p. 391-392)

Para encontrar o valor em ddlares de uma certa quantidade de combustivel, é preciso
relacionar as duas linhas simultaneamente. Consideremos a divisdo das duas linhas em cinco
partes iguais; assim, & possivel relacionar o preco com a quantidade de combustivel e
descobrir o valor a ser pago, por um litro, por exemplo. O DNL possibilita demarcar as partes
correspondentes porque existe uma constante de proporcionalidade, que é invariante. As
quantidades de preco e de combustivel covariam de tal forma que as relagcdes entre si (a
invariancia) permanecem. Dividir as linhas simultaneamente para encontrar os valores
correspondentes foi o que possibilitou descrever a estrutura da acéo, portanto, a metarregra.

Focando grandezas de mesma natureza, a proporcionalidade, fundamentada pela
razdo, pode ser realizada como escala. Se considerarmos E=D/R, onde D é a medida do
tamanho do desenho do objeto e R é a medida do tamanho real do objeto, com D e R nas
mesmas unidades, E representa a invariancia entre as quantidades (GUERRA;
HERNANDEZ, 2014) e quantas vezes o objeto foi aumentado ou diminuido em relagio ao
tamanho original. Conforme Ben-Chaim, Keret ¢ Ilany (2012, p. 25), “escala (na medi¢ao)
pode ser definida como a razdo entre uma unidade de medida de um mapa e a real distancia
(usando a mesma unidade de medi¢do)”. Em outras palavras, a expressdo E=D/R pode ser
entendida como uma metarregra, pois descreve a a¢do do participante na comunicagéo.

Na escala, a invariancia também é conhecida por fator-escala (LAMON, 2006; BEN-
CHAIM; KERET; ILANY, 2007) ou operador (GUERRA; HERNANDEZ, 2014).
Consideremos um dos exemplos utilizados por Ben-Chaim, llany e Keret (2008), ao proporem
reducdo ou ampliacdo de figuras a partir de uma figura modelo. Na atividade os estudantes

sdo convidados a decidir qual é e a medir o fator-escala aplicado em cada uma, tanto para o
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comprimento e altura quanto para a area. Quando o fator-escala utilizado em um dos lados
ndo é o mesmo para toda a figura, acontece uma deformidade. O fator-escala ou operador atua
em todas as dimensdes simultaneamente para manter uma proporcdo entre as figuras
(LAMON, 2006). Ele reduz ou amplia a figura por meio da multiplicacdo ou diviséo
(GUERRA; HERNANDEZ, 2014); portanto, pode ser compreendido como uma metarregra,
pois descreve a estrutura da acdo, de ampliar ou de reduzir uma figura, por exemplo.

Ainda nos referindo a razéo, Silva, Pietropaolo e Campos (2013), apresentaram uma
situacdo cujas razdes tém como antecedentes o comprimento da diagonal (d) de quadrados

(uma parte) e como consequentes 0s respectivos comprimentos dos lados (¢) (outra parte). Ao

dividir o antecedente pelo consequente (d/¢), o resultado em cada uma delas serd 0 mesmo,

V2, independentemente do valor do comprimento, ou seja, V2 é a razdo constante (ou
invariancia) entre essas duas partes. A metarregra que estruturou a acdo descrita pela divisédo
do antecedente pelo consequente se constituiu, a0 mesmo tempo, em uma realizacdo, pois
comunicou o conceito de proporcionalidade. Esse ultimo exemplo sinaliza que nem toda razdo
pode ser expressa por nimeros racionais (SILVA; PIETROPAOLO; CAMPOS, 2013), o que
vincula, por meio da proporcionalidade, a apresentacdo dos nimeros irracionais.

Onuchic e Allevato (2008) alertaram que ndo se transpusessem as propriedades dos

ndmeros racionais, como a soma de fragdes, para a soma de razdes, quando realizadas como

24 _ 54 . « - N
e Toe Nesse caso, foi efetuada “[...] a adi¢do das razdes,

vetores, por exemplo, e citam % +
consideradas como o0s vetores (3;5) e (2,4; 5,6), cuja resultante, obtida pela regra do
paralelogramo, ¢ a razdo (ou vetor) (5,4; 10,6)” (ONUCHIC; ALLEVATO, 2008, p. 95). O
vetor (3;5) refere-se a quantidade de alcool e agua misturados em um recipiente de 8 litros, na
razdo de 3 para 5. O vetor seguinte (2,4; 5,6) diz respeito a mistura de alcool para agua, no
segundo recipiente também de 8 litros, na razdo de 3 para 7. A razdo entre alcool e agua, na
mistura resultante, € dada, entdo, pela razdo ou vetor (5,4;10,6), que pode ser obtida pela
tangente do angulo do vetor (5,4;10,6) com o eixo X e, visualizada no gréafico pela regra do
paralelogramo, conforme a Figura 2. Razbes podem ser realizadas como vetores binarios
quando existir uma relagéo entre as partes que compdem a razdo ou o vetor (BOTTA, 1997).
Essa afirmacdo estd fundamentada na regra de realizacdo chamada Lei de equivaléncia, que
segundo Botta (1997, p. 82) significa: (x,y) = (u,v) < (x:y) = (u:v), em que o registro (x,y)

ou (u,v) séo usados como vetores.
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ﬁ{\ % (5.4:10,6)

Figura 2 — Adig8o das razGes
Fonte: Onuchic e Allevato (2008, p. 96)

A forma de operacionalizar a juncdo de razdes quando realizadas como vetores
bindrios (metarregra) foi sustentada pela Lei de equivaléncia (regra de realizacdo), que
validou a estrutura das a¢des do participante ao comunicar o conceito de proporcionalidade
como vetor binario.

Com base nas pesquisas supracitadas, os exemplos narram a razdo, considerando-se 0s
ndmeros racionais ou irracionais. Contudo, Abdounur (2012) exemplificou a
proporcionalidade sendo realizada como razéo, por meio da relagéo entre intervalos musicais
ou entre sons (comprimento de cordas), e ndo entre nameros. Para efeito de ilustracéo,
citaremos um dos exemplos apresentados pelo pesquisador, que utilizou um instrumento
como o0 monocordio para sua resolugdo, o que indica a natureza musical do procedimento, e
ndo aritmética: “Seja L o comprimento correspondente a uma nota dada. Qual o comprimento
necessario para elevar tal nota de uma oitava e uma quinta, decrescendo-a, em seguida, de 2
quartas?” (ABDOUNUR, 2012, p. 394).

De acordo com Abdounur (2012), “oitava”, “quinta” e “quarta” referem-se as raz0es
1:2; 2:3 e 3:4, respectivamente, e sdo notas musicais. Esse exemplo pode ser resolvido
“encontrando o intervalo musical solicitado e verificando a composi¢do de razdes que o gera
ou encontrando as razdes que, quando compostas, fornecem o intervalo dado” (ABDOUNUR,
2012, p. 394).

Os resultados das pesquisas, apresentados neste cenario, configuraram a rotina como
razdo, expressa por a/b ou a:b. A rotina foi estruturada por um conjunto de metarregras que
descreveram a relacdo entre partes de trés formas: relacdo aditiva (soma de vetores), relagcdo
comparativa (intervalos musicais) e relagdo multiplicativa (quando realizada como

equivaléncia de razdes, taxa, escala, divisao).
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3.2 Segundo cenério — O conceito de proporcionalidade realizado como igualdade entre

razdes

Ha diferentes modos de realizar proporcionalidade como igualdade entre razées. Uma

delas foi narrada por Imenes e Lellis (2005, p. 14, destaque nosso):

A grandeza A é diretamente proporcional & grandeza B se ambas variam na mesma
razdo, ou, mais detalhadamente, se dados os valores a;, a, de A e os valores
correspondentes by, b, de B, os quatro valores formarem a proporcéo a;/a, = by/b,.
Além disso, A é inversamente proporcional a B, se ambas variam em razes
inversas, ou mais detalhadamente, se os valores ay, a,, by, by, formarem a proporcao
allaz = bz/bl.

A expressao aj/a; = bi/b, pode ser considerada a metarregra que os participantes da
comunicacdo utilizaram, validada pela proporcdo que existe entre as razdes. Outro exemplo
para esse mesmo tipo de realizacdo foi apresentado por Rivas, Godino e Castro (2012, p. 568,
578) ao analisar uma das resolucgdes feitas por uma futura professora, conforme Figura 3.

Problema: La altura de “sefior bajito” es 4 Resolucdo de uma futura professora
botones, mientras la altura de “seflor alto” es 6
botones. Si usamos clips, la medida de “sefior Tia il 4 Lok, S alle . 6 bobnes
bajl~to” es de 6 .chps. g)Qual serd la altura de 6 dips N
“sefior alto” medida con clips? "
o % 9 LLlPS
o, acion Wei: ' ae B s
e u2
- ) BT Gx = 3€
o (& TR = e w8 4o

bajito” e ‘

Figura 3 — Um problema de propor¢éo
Fonte: Rivas, Godino e Castro (2012, p. 568, 570)

A resolucdo foi pautada (validada) pela proporgdo, que significa: “relagdo de
igualdade entre as razdes (botdes/clips do senhor baixo, botdes/clips do senhor alto) que se
comparam” (RIVAS; GODINO; CASTRO, 2012, p. 578). Por isso, a estudante escreveu: “A
proporcdo ha de ser a mesma 4/6 = 6/x”. A aluna objetivava encontrar o 4° valor, levando-se
em consideracdo a relagdo proporcional ou a invariancia entre as razdes. A expressdo 4/6 =
6/x pode ser considerada a metarregra que a participante da comunicagéo utilizou.

Nos dois exemplos citados had um estabelecimento de relagdes entre as grandezas por
meio da proporcao. Contudo, pesquisadores tém criticado o emprego de operagdes mecanicas
em vez do estabelecimento de relagfes (VILLARREAL; ESTELEY; ALAGIA, 2005;
ONUCHIC; ALLEVATO, 2008; LIMA; MONTEIRO, 2009; COSTA; ALLEVATO, 2012).
Identificamos, na comunicagao do participante, auséncia de relacdes entre grandezas quando a

proporcionalidade foi realizada como regra de trés - produto cruzado, sobre o qual se
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conhecem trés informagdes e pretende-se descobrir a quarta (SCARTAZZINI; SILVA;
CONSUL, 2005; COSTA; ALLEVATO, 2012; RIVAS; GODINO; CASTRO, 2012).

Costa e Allevato (2012) analisaram um problema (Figura 4), muito comum em livros
didaticos, fundamentado na propor¢cdo como igualdade entre razGes. No entanto, os futuros
professores apenas aplicaram a regra de trés em suas resolugdes, sem comunicar por que
motivo tal procedimento poderia ser utilizado, ou seja, sem estabelecer relagdes entre as

grandezas envolvidas.

Problema: A planta abaixo mostra as medidas de | Resolucao:
trés lotes que tém frente para a Rua A e para a

) - L
rua B. As divisas laterais sdo perpendiculares a | 74— ~ | o%- / . . ;/ﬁ
rua A. Quais sdo as medidas de x e y indicadas | e .2 -~ 50— YO o5 —
na figura? - [ sy = a1 | xy = 140¢

r
, 10 0 | {42C 7 o
/ Y 447~ \ 140
C e ) O / Y
A / Y- s6mM ,/‘ /‘/ -y /

Figura 4 — Proporcionalidade e Geometria
Fonte: Costa e Allevato (2012, p. 116, 118)

De acordo com as pesquisadoras (COSTA; ALLEVATO, 2012), nenhum dos
participantes explicou o porqué poderiam recorrer a regra de trés, tampouco justificou o uso
do Teorema de Tales para a resolucéo do problema.

O nome Teorema de Tales surgiu no Brasil na metade do século XX, nos livros-textos
referentes ao movimento da matematica moderna (PEREIRA, 2005). Uma das formas de
enuncia-lo é: “Se um feixe de retas paralelas é cortado por duas transversais, entdo as medidas
dos segmentos correspondentes que estdo sobre a reta sdo diretamente proporcionais”
(PEREIRA, 2005, p. 28). Aplicando o teorema * & situagdo descrita na Figura 4,
consideraremos as retas transversais como representacdo das ruas A e B, e as retas paralelas
como representacdo das retas perpendiculares a Rua A, dividindo os lotes. Entdo, pelo
teorema, 0s segmentos correspondentes que estdo sobre a reta (por exemplo, 28 e x; 20 e 25)
sdo diretamente proporcionais. Por isso, a resolu¢do mostrada acima é verdadeira e a regra de
trés pode ser aplicada, pois foi 0 que descreveu a estrutura da acdo do participante na
comunicacéo, sustentada pelo teorema.

O teorema de Tales pode ser interpretado como uma regra de realizacao, pois valida o

uso da metarregra a;/a; = by/b, para comunicar o conceito de proporcionalidade, quando

* Conforme Sfard (2008), teorema é uma narrativa validada derivada de outras narrativas que foram validadas
anteriormente.
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realizado como igualdade entre duas raz0es, desde que haja uma proporcao entre as razdes.
Essa metarregra foi comunicada como regra de trés e como porcentagem.
Para ilustrar a porcentagem como realizacdo do conceito de proporcionalidade, vamos

recorrer a um exemplo utilizado por Imenes e Lellis (2005, p. 14): “Para obter 20% de uma

. . £ - 1 20% ,, .
guantia Q seria necessario encontrar o valor de x na proporcao: 6 = ﬁ . Podemos |gualar
0

as raz0es para entdo encontrar o valor desconhecido porque grandezas variam na mesma
razdo, ou seja, para ambas as razdes ha uma invariancia entre si.

Neste cenario, a rotina que caracterizou proporcionalidade como igualdade entre
razdes foi descrita pela metarregra a;/a, = by/b,, realizada como regra de trés e porcentagem.
Referir-se a proporcionalidade, como igualdade entre razdes, foi criticada por autores como
Avila (1986) e Imenes e Lellis (2005), que atribuiram e reconheceram apenas um valor
histérico ao modo de resolver o problema da incomensurabilidade. Com a formalizacdo dos
nameros reais, Imenes e Lellis (2005) sinalizaram uma abordagem alternativa para a
proporcionalidade, ndo evidenciada pela igualdade de razbes, o que nos mobilizou para o

terceiro cenario.
3.3 Terceiro cenario — O conceito de proporcionalidade realizado como funcéo

Para Imenes e Lellis (2005), a esséncia da proporcionalidade esta nas relacdes

multiplicativas, caracterizada por:

Duas grandezas A e B sdo diretamente proporcionais se duplicando um valor de A,
duplica o valor correspondente de B, triplicando um valor de A, triplica o valor
correspondente de B e, assim por diante. Generalizando, multiplica-se um valor de A
por qualquer nimero K, o mesmo acontece com o valor correspondente de B.
(IMENES; LELLIS, 2005, p. 20).

Essa narrativa € compreendida como uma metarregra, pois descreve a estrutura das
acOes discursivas comunicada pelo participante quando o conceito de proporcionalidade é
realizado como relagcBes multiplicativas. Para exemplificd-la, consideremos o diagrama

apresentado, conforme mostra a Figura 5.

A B “[...] quando um valor de A triplica, o valor

o x25 5 correspondente de B também triplica [...], percebe-se

que os valores de B sdo 2,5 vezes os valores

xai x3 i correspondentes de A [...]” IMENES; LELLIS, 2005,
6 *25» 45 p. 21).

Figura 5 - Diagrama de rela¢fes multiplicativas
Fonte: Imenes e Lellis (2005, p. 21)
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Vinculemos proporcionalidade realizada como relagdes multiplicativas a uma funcéo
linear, do tipo f: Rt —» R* dada por f(x) = ax, com a € R*. Escrevamos como funcéo linear
as relacGes multiplicativas apresentadas no diagrama, conforme a Figura 5: y = 2,5 X, onde X
e A ey e B, sendo A e B conjuntos dos numeros reais positivos. Considere o conjunto A
como o tempo gasto (horas) a medida que se percorre uma distancia (km), conforme o
conjunto B. E possivel afirmar que em uma hora é possivel percorrer 2,5km e que, se
dobrarmos esse tempo, dobraremos também a distancia, e assim por diante. A relagédo
chamada “covariagdo” ocorre entre os valores de forma conjunta, e a invariancia pode ser
narrada como coeficiente angular da funcéo, pois esta consiste na “taxa de variagdo de uma
quantidade relativa a variacdo da outra quantidade [...]” (NCTM, 2010, p. 53). Neste exemplo,
a taxa de variacao do deslocamento em funcdo do tempo pode ser realizada como sendo 2,5 =
y/X.

A taxa de variacdo € outra forma de vincular proporcionalidade a funcéo linear. Tasar
(2010) investigou a aceleracdo de um objeto aplicada a segunda lei de Newton: F = m.a
(forca [F] € igual a massa [m] vezes aceleracdo [a]), considerando 0 movimento em uma linha
horizontal. Se tomamos a massa do objeto como constante e a aceleracdo como variavel, logo
é possivel notar uma relacdo de proporcionalidade direta entre a aceleracdo e a forgca que age
sobre 0 objeto. No caso da funcdo F = m.a, a declividade é a taxa de variacdo da forca em
relacdo a aceleracdo que, ao ser calculada em quaisquer dois pontos, terd como resultado m.
Dito de outra forma, F = m. a € a descricdo do modelo de funcdo linear f(x) = a.x (onde a é
um ndmero e X, a variavel).

O fator-escala associado a ampliacédo e reducdo de figuras, vinculou-se a funcéo linear.
Uma das atividades propostas por Ben-Chaim, Keret e llany (2007; 2012) consistiu em, a
partir de uma figura, simular seu tamanho ampliado ou reduzido em espelhos. A metarregra
que permitiu essa producao foi descrita pelo fator-escala expresso na funcéo linear, do tipo f:
R*—> R, com f(x) = a.x, sendo a o fator de aumento/reducdo para o comprimento ou
largura, X o comprimento original e f(x) a largura final. Esse exemplo ilustra 0 conceito de
proporcionalidade realizado como escala, sustentado pelo modelo de uma funcéo linear.

A porcentagem é outro exemplo que vincula a proporcionalidade a fungéo linear.
Segundo Imenes e Lellis (2005), se considerarmos a porcentagem como um operador, é
possivel modelar a situagdo como uma funcao linear. Para efeito de ilustragdo, vamos calcular
23 por cento de determinada quantia. Para isso, transforme a porcentagem em nimero decimal

e entdo calcule 0,23 da quantia. Essa metarregra descreve a agdo (como fazer) do participante
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da comunicagdo, a0 mesmo tempo que pode ser narrada como uma regra de realizagdo, ja que
é possivel modelar a situagdo por meio de uma funcdo linear do tipo f: Q*—» Q" dada por
f(x) =0,23.x, sendo x a quantia e f(x), vinte e trés centésimos da quantia.

Diante do exposto, o0 conceito de proporcionalidade direta foi realizado conforme
metarregras que comunicaram relagdes multiplicativas, taxa de variagcdo, fator-escala e
porcentagem, quando fundamentadas no modelo de uma funcdo linear. A constituicdo de
vinculos se deu a medida que a invariancia pode ser reconhecida como coeficiente angular,
taxa de variagdo, declividade ou fator-escala. As metarregras e os vinculos identificados neste
cenario, caracterizaram a rotina como funcédo linear (VILLARREAL; ESTELEY; ALAGIA,
2005; IMENES; LELLIS, 2005).

4 Consideracdes finais

A construcdo tedrica de uma Matematica para o ensino do conceito de
proporcionalidade direta, conforme uma revisdo sistematica de literatura, pode ser
apresentada a partir de trés cenarios. No primeiro, a rotina estabelecida para o conceito de
proporcionalidade foi descrita como razéo, cuja base de sustentacdo se deu por meio de uma
relacdo entre partes. No segundo cenario, a rotina instituida para o conceito de
proporcionalidade foi descrita pela igualdade entre duas razbes. Essa rotina esteve
fundamentada no Teorema de Tales. No ultimo cenério, a rotina foi fundamentada no modelo
de uma funcédo do tipo linear. Neste cenario foi possivel verificar a existéncia de vinculos ao
analisarmos relacBes entre as metrarregras. A funcdo do tipo f: R*> R*, com f(x) = a.x,
mostrou, para nés, que a proporcionalidade assumiu vinculos, podendo ser realizada como
taxa de variacdo, coeficiente angular, declividade e fator-escala.

Diante de diferentes realizaces ou dos diversos usos identificados para o conceito de
proporcionalidade, apresentamos 0 Quadro 2, que sintetiza um modelo de Matematica para o
ensino do conceito de proporcionalidade direta. Ressaltamos que € peculiar dessa revisdo de

literatura o contetido exposto nesse quadro.

Proporcionalidade | Tem a rotina descrita por metarregras Tem a rotina sustentada:

realizada como: que comunicaram:
Comparagao entre partes;
Razdes equivalentes;

Taxa; por uma relacéo entre partes, denotadas
Razéao Escala - operador fator-escala; por a/b = a:b (a esta para b).

Diviséo;

Vetor;

Intervalos musicais.
Igualdade entre Narrativa de Imenes e Lellis (2005);
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duas razbes Regra de trés; pelo Teorema de Tales.
Porcentagem.

Relag¢6es multiplicativas;
Taxa de variagéo; pela fungéo do tipo linear.
Fator-escala;

Porcentagem (como operador).
Quadro 2 — Matemaética para o ensino do conceito de proporcionalidade direta conforme revisao sistematica de
literatura
Fonte: Elaboracédo propria (2016)

Funcgéo

E possivel identificar realizagbes como taxa e escala no primeiro e terceiro cenarios,
ou seja, realizadas segundo rotinas denominadas razao e funcéo. Da mesma forma, observa-se
a porcentagem realizada no segundo e terceiro cenarios, ou seja, de acordo com as rotinas
nomeadas igualdade entre razoes e funcédo. Essa constatacdo nos indica que as realizacfes
podem ser flutuantes nos cenérios, pois estdo condicionadas pelas regras de realizacdo - que
fundamentam as rotinas e pelas metarregras — que descrevem as rotinas. A determinacdo da
realizacdo do conceito de proporcionalidade em diferentes cenarios é o uso que se faz da regra
de realizacdo e/ou da metarregra, para que se dé a efetividade da atividade.

Disponibilizar aos alunos da Educacdo Bésica, aos futuros professores e ja professores
de Matematica uma variedade de modos de realizar o conceito de proporcionalidade,
conforme diferentes cenarios, amplia a comunicagdo desse conceito, compreendendo-0 como

um conceito que agrega outros da prépria Matematica e de outras areas do conhecimento.
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