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Resumen

Un problema dificil de responder es determinar el tamafio de muestra minimo y el numero de réplicas bootstrap que
se debe utilizar para obtener distribuciones muestrales que se aproximen bien a la verdadera distribucion muestral
utilizando la metodologia bootstrap. Se evalta el efecto del tamafio de muestra y el nimero de réplicas bootstrap en
las estimaciones de la media, varianza y algunos percentiles para una distribucion de probabilidad bajo diferentes
medidas de asimetria. Presentamos algunas recomendaciones para el uso del bootstrap no paramétrico.

Palabras clave: Asimetria, bootstrap, estimacion, muestras bootstrap,tamario de muestra.

Abstract

A difficult problem to address is to determine the minimum sample size and the numbers of bootstrap samples to
be used for obtain sampling distribution that makes a better fit to the true sampling distribution using the bootstrap
methodology. We evaluate the effect of sample size and the number of bootstrap samples in the estimates of the
mean, variance and some quantiles for probability distribution under different measures of skewness. We give some
recommendations for using the non-parametric bootstrap.

Keywords: bootstrap, bootstrap samples, estimation, sample size, skewness
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1. Introduccion

Un problema dificil de responder es determinar
el tamano de muestra minimo y el nimero de
muestras bootstrap que se debe utilizar para obtener
distribuciones muestrales apropiadas utilizando
la metodologia bootstrap no paramétrica. En el
presente articulo se dan algunas recomendaciones
para el uso del bootstrap no paramétrico. Se
evalia el efecto del tamafo de muestra y el
nimero de muestras bootstrap en las estimaciones
de la media, varianza y algunos percentiles para
una distribucién gamma, considerando diferentes
valores de los parametros de dicha distribucion, lo
cual proporciona diferentes medidas de asimetria
de la distribucion de estudio.

La técnica bootstrap no paramétrica fue propuesta
por Efron (1979), y se basa en el remuestreo de
una muestra. La idea basica es que si se toma una
muestra aleatoria (x , x,,..., X ) entonces la muestra
puede ser utilizada para obtener mas muestras. El
procedimiento es un remuestreo aleatorio (con
reemplazo) de la muestra original tal que cada
punto x, tiene igual e independiente oportunidad
de ser seleccionado como elemento de la nueva
muestra bootstrap. El proceso completo son
repeticiones independientes de muestreo hasta
obtener un nimero grande de muestras bootstrap.
Multiples estadisticos pueden calcularse para
cada muestra bootstrap y, por lo tanto, sus
distribuciones pueden ser estimadas (Efron &
Tibshirani, 1993).

Chernick (2008) comenta algunas variantes del
bootstrap, por ejemplo el suavizado que se utiliza
cuando resulta razonable reemplazar la funcion de
distribucién empirica con una version suavizada
que posiblemente es basada en métodos kernel.
También presenta el bootstrap paramétrico el
cual asume que la distribucién de los datos tiene
una forma paramétrica. Es usual asumir en este
caso que ésta sigue una distribucion normal con el
fin de llegar a estimaciones bootstrap que son los
estimadores de maxima verosimilitud. Chernick
(2008) presenta otras variantes, como por ejemplo
el bootstrap bayesiano y el bootstrap doble.
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Enestearticuloseutilizaelbootstrapnoparamétrico
debido a su amplio uso en diferentes aplicaciones,
lo cual es impulsado por su sencillez en la
implementacion ademas de diferentes argumentos
a su favor como lo que expresa Chernick (2008)
quien afirma que una motivaciéon para su uso
es que la distribucion empirica es el estimador
de maxima verosimilitud de la distribucion de
los datos (F) cuando no hay supuestos acerca
de esta. Consecuentemente, se pueden ver las
estimaciones bootstrap de los parametros de F
como los estimadores de maxima verosimilitud
no paramétricos de dichos parametros. EI autor
comenta que el uso del bootstrap no paramétrico
se ve impulsado por su facilidad y eficiencia
computacional comparada con algunas de sus
variantes. Ademads, Davison & Hinkley (1997)
justifican el bootstrap no paramétrico como una
forma de validar los resultados obtenidos con las
variaciones de dicha metodologia.

Algunos autores estudian las desventajas del
bootstrap no paramétrico, por ejemplo Andrews
(2000) comenta que en modelos con coeficientes
aleatorios, a menudo las varianzas estimadas
de algunos de los coeficientes aleatorios son
pequefias y por lo tanto las varianzas verdaderas
de algunos de estos coeficientes podrian ser cero.
En este caso el bootstrap no paramétrico no es
consistente. Hesterberg et al. (2003) realizan un
analisis del bootstrap no paramétrico basado en
muestras pequefias y anota que la distribucién
bootstrap puede ser muy variable, su forma y
la dispersion reflejan las caracteristicas de la
muestra y pueden no estimar con precision la
forma y la dispersion de la distribucion muestral.
También afirma que el bootstrap no es confiable
para estadisticos como la mediana y los cuartiles
cuando el tamafio de muestra es pequeno.

Se puede encontrar diversas aplicaciones de la
metodologia bootstrap en multiples areas de la
ingenieria, Fethke et al. (2007) realizan un analisis
bootstrap para examinar la precision de ciertas
mediciones a medida que la duracion del muestreo
se incrementa gradualmente. La precision la
estiman calculando el coeficiente de variacion
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de la distribucion bootstrap en cada incremento
de la duracion del muestreo. Tung-I. Tsai &
Der-Chiang Li (2008) estudian el tamafio de las
corridas en las pruebas pilotos en los procesos de
produccion donde normalmente se obtienen pocos
datos. Proponen utilizar la metodologia bootstrap
para estos casos y muestran que los errores
de prediccion disminuyen significativamente
aplicando dicha metodologia.

La metodologia bootstrap también ha sido
utilizada para estudiar problemas en el sector
financiero, Kosowski et al. (2006) examinan
la significancia estadistica de los rendimientos
de los fondos mutuos de inversion utilizando
un procedimiento bootstrap. Concluyen que
la ventaja de la metodologia que aplican es que
no es necesario establecer una distribucion de
probabilidad exacta para modelar los retornos.
Halkos & Tzeremes (2010) utilizan varios
modelos de andlisis envolvente de datos (DEA)
combinando multiples medidas financieras en
una unica medida utilizando la técnica bootstrap.
Plantean cuestiones relativas a la influencia de
factores no financieros que se interrelacionan con
la eleccion de las medidas financieras adoptadas y
como los errores en la estimacion de la eficiencia
se pueden evitar con el uso de técnicas bootstrap.

En la literatura se encuentran aplicaciones de la
metodologia bootstrap en el control estadistico de
calidad. Chatterjee & Qiu (2009) proponen utilizar
una secuencia de limites de control para la grafica
de control de sumas acumuladas (CUSUM), donde
los limites son determinados con la distribucion
condicional del estadistico CUSUM vy su
estimacion se realiza por bootstrap. Comentan que
una de las ventajas del procedimiento propuesto
es que no tiene supuestos sobre la distribucion
y es robusto para diferentes elecciones de
distribuciones en control y fuera de control. Chou
et al. (2006) realizan una estimacion de intervalos
de confianza bootstrap para el indice de capacidad
de proceso Cpp. Adicionalmente Castillo & Hadi
(1995), Heierman et al. (2005) y Bigerelle et al.
(2006) realizan estudios de confiabilidad haciendo
uso de la metodologia bootstrap.

Efron (1987) discute el numero de simulaciones
necesarias para la estimacion del sesgo y los
cuantiles. Mientras que Young & Daniels (1990)
muestran mediante un estudio de simulacion que
el bootstrap es sesgado para muestras pequefias
considerando la estimacion de la distribucion
de un pivote para dos situaciones utilizando
bootstrap.

Shao (1994) estudio el estimador bootstrap de
la distribucion de muestreo de un estadistico en
el caso en que no se cumplen las condiciones
de regularidad donde el estadistico dado es no
suavizado. Encontr6 que el método bootstrap
cuando no se cumplen estas condiciones basado
en muestras bootstrap del mismo tamafo
de los datos originales produce estimadores
inconsistentes bootstrap, pero cuando se extraen
muestras bootstrap mas pequefias bajo las mismas
condiciones, no hay problemas de consistencia en
los estimadores.

Segun Davison et al. (2003), desde sus inicios el
método bootstrap hasidounaherramientapoderosa
para dar soluciones a la practica estadistica, y una
rica fuente de problemas teéricos y metodologicos.
Efron (2003) opina que una combinacion de
estadistica Bayesiana con la frecuentista surgira
para solucionar problemas complejos y que los
métodos computacionales tales como el bootstrap
facilitaran esta combinacion.

Gotze & Rackauskas (2001) consideran
secuencias de estadisticos T (}A’n, P) de una
muestra de tamafio n, donde analizan datos
basados en el procedimiento propuesto por otros
autores para seleccionar el tamafio de muestra
m = m_< n para el muestreo bootstrap de tipo
m tomadas de 7 tal que la secuencia bootstrap T"
de estos estadisticos es consistente y el error es
comparable con el minimo error en la seleccion
conociendo la distribucion P.

Chung & Lee (2001) comentan que algunos
estudios han mostrado que utilizando un tamafio
de muestra bootstrap diferente de » algunas
veces provee una solucion mas satisfactoria, ver
Swanepoel (1986) y Bickel et al. (1997). Los
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autores utilizan este ultimo enfoque para corregir
el error de cobertura en la construccion de limites
de confianza bootstrap. Por su parte, Geluk & Haan
(2002) estudiaron el tamafio de muestra bootstrap
en la teoria de valores extremos, encontrando
resultados similares cuando usan el bootstrap para
estimar un cuantil intermedio.

Algunos articulos reportan  aplicaciones del
método bootstrap a variables industriales con
distribucion gamma, por ejemplo, Marazzi
(2001) utiliza el procedimiento bootstrap para
probar la igualdad de medias robustas en una,
dos, y multiples muestras en problemas para datos
distribuidos asimétricamente. Utilizan datos que
corresponden a tiempos de estancia de pacientes
en un hospital. Chang et al. (2011) aplican una
variante del bootstrap paramétrico para una prueba
de diferencias de medias para distribuciones
gamma. Realizan una aplicacion con datos de un
estudio de seguimiento de la disponibilidad de
agua subterranea para pozos domésticos.

2. Metodologia

Para analizar el efecto del tamafio de muestra y el
numero de muestras bootstrap en las distribuciones
de algunos estimadores, se simula por el método
de Monte Carlo una muestra aleatoria de tamafio
n de una distribucion gamma (o0,p), de esta muestra
se toman m muestras de tamafio # con reemplazo
y a cada una de estas m muestras se les calcula el
estadistico de interés, por lo tanto se van a tener
m valores de dicho estadistico con los cuales se
estima su distribucion muestral. Se realizan 1000
simulaciones de este procedimiento obteniendo
1000 distribuciones bootstrap del estadistico de
interés. Luego se comparala verdadera distribucion
muestral del estadistico con cada una de las 1000
distribuciones bootstrap. La comparacion se
hace mediante el uso de la distancia maxima de
Kolmogorov-Smirnov. Finalmente se hace un
analisis del promedio de las distancia maximas
para cada uno de los casos.

Los tamanos de muestras n, que se evaliian son
5, 10, 20, 40, 80, 150 y 300. Para cada uno de
estos tamafos de muestras se extraen m réplicas
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bootstrap de tamafios 50, 100, 250, 500 y 1000.
Esta seleccion se hace teniendo en cuenta los
valores mas frecuentes que son utilizados por
algunos autores, por ejemplo ver Chung & Lee
(2001) y Martin (2007). Las muestras aleatorias
gamma que se generan tienen parametros (1,2),
(2,2), (3,2), (5,1) y (9,0.5). Las distribuciones
gamma (1,2) y gamma (2,2) corresponden a las
distribuciones exponencial con parametro 2 y chi-
cuadrado con 1 grado de libertad, respectivamente.
Se seleccionan estos valores para los parametros
con el fin de evaluar el desempefio del método
bootstrap no paramétrico cuando se tienen
diferentes formas distribucionales no simétricas.

0.5 -

03

0.2

1

]
00

Figura 1. Distribuciones gamma con pardmetros
(a,p) respectivamente iguales a —Gamma (1,2),
---Gamma (2,2), Gamma (3,2), = -Gamma (35,1)
y - --Gamma (9,0.5)

Se realiza el analisis de la distribuciéon muestral
de la media, varianza, percentil 5, 25, 50, 75 y
95. En la figura 1 se observan las diferentes
distribuciones gamma estudiadas. Se puede
observar que representan diferentes medidas de
asimetria.

3. Resultados y discusion

En las Figuras 2, 3, 4 y 5 se presentan los
perfiles para el promedio de los estadisticos
de Kolmogorov-Smirnov, es decir, la distancia
maxima promedio (DMP) para las distribuciones



Ingenieria y Competitividad, Volumen 15, No. 1, p. 93 - 101 (2013)

Tamafic de muestra

Figura 2. Promedio de los estadisticos de Kolmogorov-
Smirnov para la media de una gamma (1,2) con diferentes

tamarios de muestra bootstrap (Nboot): —— Nboot=50),
- - - Nboot=100, - - Nboot=250, --—-Nboot=500,
- - = Nboot=1000.

0es -

Tamafic de muestra

Figura 4. Promedio de los estadisticos de
Kolmogorov-Smirnov para el percentil 5 de una

gamma  (9,0.5) con diferentes  tamarios de muestra
bootstrap (Nboot): —— Nboot=50, - - - Nboot=100,
---------- - Nboot=250, ---—-Nboot=500, - - - Nboot=1000.

empiricas del estadistico de interés con respecto
a las distribuciones de cada estadistico via
bootstrap, mostrandose en el eje x los diferentes
tamafios de muestras utilizados y en el eje y la
DMP. En cada grafico se muestra una curva para
los diferentes numero de muestras bootstrap.

Tamanfo de musstra

Figura 3. Promedio de los estadisticos de Kolmogorov-
Smirnovparalavarianza de una gamma (2,2) con diferentes

tamanios de muestra bootstrap (Nboot): —— Nboot=50),
- - -Nboot=100, - Nboot=250, --— Nboot=500,
- - = Nboot=1000.

Tamafic de muestra

Figura 5. Promedio de los estadisticos de
Kolmogorov-Smirnov para el percentil 25 de una

gamma  (5,1) con diferentes  tamaiios de muestra
bootstrap (Nboot): —— Nboot=50, - - - Nboot=100,
------------ Nboot=250, ---=-Nboot=500, - - - Nboot=1000.

En los graficos de perfiles para el estadistico de
la media observamos que existen dos patrones,
unos para las distribuciones gamma (1,2) y
(2,2), y el otro para las otras distribuciones
gamma estudiadas, por lo tanto se explica el
comportamiento general para cada patron. En la
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figura 2 vemos que para la gamma (1,2), cuando
se tienen tamafos de muestra pequefios la DM P
es mayor y tiende a estabilizarse a medida que el
tamafio de muestra aumenta, aproximadamente en
40 muestras. Podemos notar que si comparamos
el nimero de muestras bootstrap pequefios (50,
100) contra grandes (250, 500 y 1000), la DM P
es inferior para estos ultimos casos. Para el otro
patréon, se encontrd que el aumento del tamafio
de muestra provoca una disminucion de la DM
P, pero unicamente hasta un tamafio de muestra
de aproximadamente 80, luego de esto, el valor
de la DMP se estabiliza. Por su parte, el nimero
de muestras bootstrap tiene un comportamiento
similar al explicado en la figura 2.

Los graficos de perfiles para el estadistico de la
varianza también se observan dos patrones: uno
para las distribuciones gamma (1,2) y (2,2) y otro
para las otras distribuciones. En la figura 3, que
corresponde a la gamma (2,2), se observa que a
medida que aumenta el tamafio de la muestra
la DM P disminuye, pero a partir del tamafio de
muestra 150 la D M P tiende a estabilizarse. El
comportamiento de la DMP cuando las muestras
bootstrap son 50 es inestable y presenta D M P
mayores comparadas con los otros casos. Para los
casos de la distribuciones gamma (3,2), (5,1)y
(9,0.5) la DM P se estabiliza aproximadamente
en un tamafio de muestra 80 y no se encontr6é un
efecto del nimero de muestras bootstrap.

En el caso de los percentiles 5, 25, 50 y 75
se observd un comportamiento similar de los
graficos de perfiles para todas las distribuciones
estudiadas. En la figura 4 se muestra el caso del
percentil 5 para la gamma (9,0.5), se observa que
a medida que aumenta el tamafio de muestra la
DMP disminuye y tiende a estabilizarse a partir
de 150 muestras. No se presenta un efecto del
numero de muestras bootstrap. Para el percentil
50 la DMP presenta el mismo comportamiento del
percentil 5.

La DMP para el percentil 25 de una gamma
(5,1), figura 5, disminuye a medida que aumenta
el tamafio de muestra pero a partir del tamafio
de muestra 80 la D M P es aproximadamente
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constante. En general, las diferentes curvas para
los diferentes numero de muestras bootstrap se
superponen en todos los graficos, pero el caso de
50 muestras bootstrap la DM P es mayor a través
de la mayoria de tamanos de muestra evaluados.

En el caso del percentil 75 el comportamiento
al que se observa para el percentil 25, existe un
efecto del tamafio de muestra en el DM P hasta
cuando el tamafio de muestra es 80, para los
valores mayores el DM P tiende a estabilizarse
No se presenta un efecto del ntimero de bootstrap
en el DMP para este percentil.

Nuevamente, para el caso de percentil 95
observamos dos patrones en el comportamiento
del grafico de perfiles, uno para las distribuciones
gamma (1,2) y (2,2) y otro para las otras
distribuciones. Como se observa en las figuras
6y 7la DMP para la distribucion del percentil
95 se encuentra entre 0.35 y 0.65. En general, a
medida que aumenta el tamafio de muestra el DM
P disminuye, pero, en casi todos los casos, cuando
se aumenta el tamafio de muestra de 150 a 300 el
DMP aumenta. Cuando se cambia el nimero de
muestras bootstrap, con una misma distribucion,
el comportamiento de las diferentes curvas es
muy similar. Sin embargo, en el caso de la gamma
(2,2) (ver figura 6) cuando el nimero de muestras
bootstrap es 50 la DMP es mayor para la mayoria
de los tamafios de muestra estudiados.

Con el andlisis de los graficos de perfiles
para las diferentes distribuciones estudiadas
recomendamos tamafios de muestra y nimero de
muestras bootstrap que se deberia utilizar para la
estimacion de la distribucion de los estadisticos
que se analizaron en este trabajo. Se realiza esta
recomendacion teniendo en cuenta el coeficiente
de asimetria de cada una de las distribuciones.

Las recomendaciones dadas en las tablasl y 2
deben tenerse en cuenta de manera conjunta.
Por ejemplo, si se va a aplicar la metodologia
bootstrap para obtener la distribucion de la media
de una distribucidn con coeficiente de asimetria 2,
recomendamos tomar 250 muestras bootstrap de
tamano 40.
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0.35

150 300

Tamafic de muestra

Figura 6. Promedio de los estadisticos de
Kolmogorov-Smirnov para el percentil 95 de una

gamma  (2,2) con diferentes  tamaiios de muestra
bootstrap (Nboot): —— Nboot=50, - - - Nboot=100),
---------- - Nboot=250, ---—-Nboot=500, - - - Nboot=1000.

CrF

150

Tamafio de muestra

Figura 7. Promedio de los estadisticos de
Kolmogorov-Smirnov para el percentil 95 de una

gamma  (5,1) con diferentes  tamaiios de muestra
bootstrap (Nboot): —— Nboot=50, - - - Nboot=100,
------------ Nboot=250, ---—-Nboot=500, - - - Nboot=1000.

Tabla 1. Tamario de muestra recomendado bajo diferentes coeficientes de asimetria para la
estimacion de la distribucion de algunos estadisticos

Tamafio de muestra recomendado

Coeficiente de asimetria Media Varianza P.5 P25 PS50 P.75 P.95
2 40 150 150 80 150 80 --
1,414213562 40 150 150 80 150 80 --
1,154700538 80 80 150 80 150 80 --
0,894427191 80 80 150 80 150 80 --
0,666666667 80 80 150 80 150 80 --

P.5, P.25, P.50, P.75 y P.95 corresponden a los percentiles 5, 25, 50, 75 y 95 respectivamente.

Tabla 2. Numero de muestras bootstrap recomendado bajo diferentes coeficientes de asimetria
para la estimacion de la distribucion de algunos estadisticos

Numero de muestras bootstrap recomendado

Coeficiente de asimetria Media  Varianza P.5 P.25 P.50 P.75 P.95
2 250 250 100 100 100 -- 100
1,414213562 250 250 100 100 100 -- 100
1,154700538 250 250 100 100 100 -- --
0,894427191 250 250 100 100 100 -- --
0,666666667 250 250 100 100 100 -- --

25,50, 75 y 95, bajo distribuciones con diferentes
medidas de asimetria.

4. Conclusiones

En este trabajo se realiza un estudio de simulacion

para determinar el efecto del tamafio de muestra
y el nimero de muestras bootstrap en las
estimaciones de la media, varianza, percentil 5,

Se encontr6 que el tamafio de muestra tiene un
efecto en las estimaciones de las distribuciones
de los estadisticos de interés. En todos los casos
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la DMP disminuye a medida que se aumenta el
tamafio de muestra hasta un valor dado, pero en
el caso del percentil 95, este comportamiento
se puede apreciar. Por otro lado, se noté que la
D M P disminuye dependiendo del ntimero de
muestras bootstrap utilizado, pero los valores
recomendados en nuestros casos estudiados son
de 100 o 200 muestras bootstrap.
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