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Resumen

Introduccién. Las representaciones juegan un papel fundamental en € pensamiento matema-
tico, favorecen la comprension de los conceptos matematicos y estimulan €l desarrollo de un
pensamiento flexible y versatil en la resolucion de problemas. En este trabajo nos cefiimos a
problemas de optimizacién, de gran importanciay predicamento en la ensefianza'y aprendiza-

je delamateméaticaa nivel superior

Método. Mediante metodologia observacional presentamos los patrones de representacion
empleados por tres estudiantes de quinto curso de la licenciatura de matematicas de la Univer-
sidad de Granada (Espafia), obtenidos mediante €l andlisis de protocolos, en €l que los regis-
tros escritos van acompariados de protocol os de pensar en voz alta. El instrumento empleado
fue construido ad hoc y consta de tres problemas de optimizacion. Las sesiones de resolucion

de problemas fueron individuales, en un ambiente aislado y fueron grabadas en video.

Resultados. Para el estudio de los datos se disefié un marco para €l andlisis de protocol os con
el que se investigan las transcripciones de las producciones de los sujetos. Los resultados se
exponen en forma de andlisis microscopico de caso en los que se pormenorizan 10s registros
de representacion empleados, las traducciones entre registros y e tiempo empleado en estas
acciones, a partir de los cuales se realiza un perfil diferenciador de los resolutores. Segun este
perfil 10s tres participantes tienen una tipologia distinta.

Discusion y Conclusiones. El marco para el analisis microscopico de los protocolos de reso-
lucion de problemas se ha mostrado adecuado para describir |as representaciones y traduccion
entre representaciones en resolucion de problemas. El proceso de segmentacion y codificacion
nos ha llevado a considerar necesario incluir episodios calificados en principio como eventos
no catal ogables como representaciones. La caracterizacion de los resolutotes muestra la fuerte
relacion entre €l éxito en la resolucion de problemas de optimizacion y la habilidad en € ma-
nejo de las representaciones.

Palabras Clave: Resolucion de problemas, representaciones, problemas de optimizacion, es-

tudio de casos
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Abstract

Introduction. Representations play an essentials role in mathematical thinking. They favour
the understanding of mathematical concepts and stimulate the development of flexible and
versatile thinking in problem solving. Since the representations used are linked to the tasks,
here we focus on optimization problems. These types of problems are considered important in

mathematics teaching and learning in higher education.

Method. By using an observational methodology, we present the representation patterns em-
ployed by three students on fifth-year of the mathematics degree at the University of Granada
(Spain). They were obtained through protocols analysis in which students” written production
was complemented with their spoken thinking protocols. The instrument used was intention-
ally built for this study and was composed by three optimization problems. Students solved
the instrument individually in an isolated environment while being video-recorded.

Results. We designed a framework for the analysis of the protocols and used it to analyze the
transcriptions of students” productions. As a microscopic analysis of particular cases, we de-
scribe the representation records used by the students, the trandation of the records and the
time employed in those actions. These elements are used to distinguish each solver’s profile

which happened to be different.

Discussion and conclusions. The designed framework for the microscopic anaysis of the
problem solving protocols was useful to describe the representations and trandation between
them in the solving problem process. The segmentation and codification process led us to
consider necessary to include episodes which initially were not identified as representations.
The solvers” characterization displays a strong connection between students’ success on opti-

mi zation problem solving and their skills at using representations.

Keywords: problem solving, representations, optimization problems, case studies.
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I ntroduccion

Una caracteristica de la inteligencia humana es el uso de diferentes tipos de represen-
tacion, con fines ludicos, normativos, comunicativos, simbdlicos, artisticos, literarios, musica-
les. Esta caracteristica nos diferencia de los animales y de lainteligencia artificial y es quiza
unade las razones que justifica el hecho de que lainvestigacién sobre el lugar de las represen-
taciones en € aprendizaje de las matematicas y en la resolucion de problemas haya experi-
mentado un crecimiento importante en los Ultimos afios. Como resultado de estas investiga-
ciones se consideraindiscutible laimportancia de las multiples representaciones en € desarro-
llo del pensamiento matematico (Brenner et al. 1997; Cuoco y Curzio, 2001), de cuya eviden-
ciaprincipa dan cuentalas agendas de prioridades establ ecidas en comités y reuniones cienti-
ficas de rango internaciona (Goldin, 1998b; Hitt, 2002).

El término representacion es complejo y esta abierto a muchas interpretaciones (Rico,
2000). En este estudio el término representacion se refiere a todas aquellas formas con que
hacemos presentes |os objetos 0 procesos mateméaticos, y nos es esencial para definir, expli-
car, visualizar, registrar y comunicar €l conocimiento matematico.

L os sistemas de representacion redinen unos requisitos de complejidad, interrelacion y
poder de simbolizacion y abstraccién cuyo dominio ampliay enriquece la inteligencia huma-
na en cuanto son instrumentos Utiles de modelizacion de larealidad y herramientas préacticas
para la resolucion de diferentes tipos de problemas de la vida real. Mediante diversos medios
de expresion los seres humanos nos familiarizamos y aprendemos un sin fin de codigos, sim-
bolos, sefiales, iconos y lenguajes de diversa naturaleza. El poder heuristico y de comunica-
cién que nos dan esos elementos representativos a la actividad humana aumenta en la medida
en que dichos medios de expresion se integran formalmente en sistemas complejos de simbo-

lizacioén sometidos a reglas sintacticas y gramaticales.

Laimportancia de las representaciones se pone de manifiesto en |os trabajos de Duval
(1998), para quien no es posible estudiar los fendmenos relativos al conocimiento sin recurrir
ala nocién de representacion, porgue no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, de tal forma que las representaciones en la matematica, y su
ensefianza, son fundamentales, pues sus objetos de estudio son construcciones de la mente y
requerimos de representaciones parainteractuar con ellos.
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En este trabajo se describen las representaciones usadas por un grupo de universitarios
cuando resuelven un tipo especifico de problemas de optimizacién cuyas posibilidades de
representacion y modelizacion de situaciones es multiple y variada. Se han empleado protoco-
los de pensamiento en voz altay para su andlisis se ha construido un marco empirico inspira-
do en los trabajos de Schoenfeld (1985). Con esta herramienta se analizan en este trabagjo las
estrategias de representacion, el tiempo invertido en cada representacion y 1os mecanismos de

traduccioén de un sistema a otro.

Importancia de las Representaciones en la Resolucion de Problemas

A lo largo de las dos Ultimas décadas se ha puesto de manifiesto e elevado consenso
gue existe en la comunidad investigadora sobre el uso de |as representaciones por parte de los
estudiantes y su éxito como instrumento al servicio de la resolucion de problemas (Castro,
2008; DeBellisy Goldin, 2006). Ademas, |as multiples representaciones pueden ser utilizadas
para desarrollar de manera mas profunda y flexible la comprension de conceptos y procesos,
(Cuoco, y Curcio, 2001; Hiebert y Carpenter, 1992; Kaput, 1987; Koedinger, y Nathan,
2004). Si bien, esimportante poseer varias representaciones de un concepto, la pura existencia
de estas no es suficiente para permitir un uso flexible del concepto en resolucion de proble-
mas. Para manejar con éxito lainformacion utilizada en la resolucion de problemas, las repre-
sentaciones deben ser correctas y estar fuertemente vinculadas: “uno necesita tener la posibi-
lidad de cambiar de una representacion a otra, cuando la otra sea més €ficiente para el nuevo

paso que queremos dar” (Dreyfus, 1991).

Dada laimportancia de |a resolucién de problemas en educacion (NCTM, 1989, 2000,
2006) la investigacion centrada en el estudio de las representaciones que se forman los estu-
diantes cuando resuelven problemas es un topico de interés tanto desde el punto de vista edu-
cativo como investigacional. El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) reco-
noce que e buen uso de multiples representaciones aporta un conjunto flexible de herramien-
tas pararesolver problemasy para apreciar la consistenciay la belleza de la matematica. Entre
los objetivos de la ensefianza en el nivel medio superior destaca el que los alumnos logren
tener un buen conocimiento de las distintas formas de representar, puedan articular sin con-
tradicciones estas representaciones y recurran a ellas en forma espontanea durante la resolu-

cién de problemas ya que esto es clave y esencial para su éxito (Hitt, 1996).
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En este sentido, Cifarelli (1998) pone de manifiesto que €l éxito de los resolutores de
problemas competentes puede ser debido en gran parte a su habilidad para construir represen-
taciones apropiadas para situaciones de resolucion de problemas, y es que la eleccion, por
parte de los estudiantes, de representaciones apropiadas les brindara la oportunidad de apren-
der a sopesar las ventgjas y desventgjas de las diferentes formas de representacion (Schultz y
Waters, 2000), y a emplearlas como herramientas para la resolucion de problemas. Por su
parte, Lesh, Post y Behr (1987) describen el papel que juegan las representaciones, y la tra-
duccién entre representaciones, en e aprendizaje de las mateméticas y la resolucién de pro-
blemas. El término representacion lo emplean en sentido restringido, como expresiones exter-
nas de conceptualizaciones internas de los estudiantes. Para estos investigadores, 10s distintos
sistemas de representacion no solo son importantes por “meéritos propios’, sino que las tra-
ducciones entre ellos y las transformaciones dentro de ellos son también importantes, asi, la
habilidad en la traduccién (o la falta de esta) es un factor significativo que afecta tanto a

aprendizaje como al rendimiento en laresolucion de problemas.

La importancia de la actividad de conversién o traduccion de un sistema de represen-
tacion a otro, partiendo de enunciados verbales en formato de narracion escrita es destacada
por Duval (1993, 1998, 2006), quien, subraya la necesidad de desarrollar investigaciones en
esa direccion. Todas las tareas seleccionadas para el estudio que aqui se describen se gjustan a
las recomendaciones anteriores, por cuanto que: son enunciados verbales cuya resolucién se
inscribe en e campo matematico, admiten el uso de mas de un sistema de representacion co-
mo vias factibles de estructuracion, visualizacion y busqueda de solucion; asimismo, respon-
den a una tipologia especifica de enunciados problema de mateméticas denominados de opti-

mizacion.

Problemas de optimizacion. Razones para su empleo en el estudio

En los estudios previos sobre representaciones y resolucion de problemas se ha puesto
de manifiesto que hay una fuerte asociacion entre |os tipos de representaciones que ponen en
juego los resolutores y €l tipo de tareas que se les platean (Castro, et al., 1999). Por €llo, es
conveniente realizar estos estudios con grupos de problemas que respondan a una unidad con-
ceptua de contenido matemético. En nuestro trabajo nos hemos centrado en los problemas de

optimizacion, que conforman un bloque importante en la educacién matematica.
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El deseo de optimizar es inherente a los humanos. La busqueda de extremos inspira a
alpinistas, cientificos, mateméticos, y a ser humano en general. Los métodos de optimizacion
exploran suposiciones sobre €l caracter de respuesta de la funcién objetivo, variando parame-
tros y sugiriendo el mejor camino para cambiarlos. La variedad de suposiciones a priori co-

rresponde ala variedad de métodos de optimizacion.

Para explicar cuan dificiles son los problemas de optimizacién, podemos observar su
clasificacion en lafigura 1. Muchos métodos de optimizacion se disefian para diverso nimero
de controles independientes (dimensionalidad). Estos rangos corresponden a una o méas varia-

bles.

hiétodos ce
Optimizacitn

I 1
[ Discreta ] [-Cnnt;inua ]

Posibles comainaciones
> _ocal

[- Basada en cdloulo ]
1

[ Primera detivada=0 1 [ Iilétodo de oradente ]
[ PDte:lciTl Glohal ]
[ [ ]
[ Heuristico ] [ Enamerativo ] [ Exacto ]

I I
I [ Bratizh andbound ]
—[ Audgoritimo Genstico ] | Jimulsdor ]

Figura 1. Arbol de optimizacion

L os problemas de optimizacién que usaremos en este estudio, son |os que siguen la ru-
ta en negrita de lafigura 1, y en los cuales intervenga una sola variable independiente. Este
tipo de problemas se encuentran entre las aplicaciones mas frecuentes y llamativas del calcu-
lo, ademas, la vida cotidiana esta llena de aplicaciones practicas en las que intervienen este
tipo de problemas. Por todas estas razones, hemos elegido este tipo de problemas en nuestro
estudio: por constituir un campo de problemas matematicos bien delimitado desde el punto de
vista conceptual, por su alto grado de aplicabilidad y por su potencial intrinseco en €l uso de

varias formas de representacion para su resolucion.
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Los problemas de optimizacion que se han seleccionado son, en concreto problemas
de enunciado verbal y relacionados con el mundo real. De tal manera que la representacion de
partida es un enunciado narrativo o texto sobre e que es necesario realizar una traduccion
para construir una estructura mateméatica; este proceso de representacion tiene una importan-
cia particular en lamatematica aplicaday un gran peso en la universidad y mas recientemente
en el curriculo escolar y se le llama modelizacién. El término modelizacion se refiere a la
busqueda de una representacion matematica para un objeto o proceso no matemaético; en este
caso, se trata de construir una estructura matematica o teoria, la cual incorpora caracteristicas
esenciales del objeto, sistema 0 proceso a describir. Esta estructura-modelo, puede ser, a su

vez, usada para estudiar la conducta del objeto o proceso que es modelado (Dreyfus, 1991).

El proceso de representar es, hasta cierto punto, andlogo al proceso de modelizar, pero
se sitlia en otro nivel, ya que en una modelizacién la situacion o sistema con el que se trabgja
esfisico, y e modelo es matematico; mientras que en una representacion el objeto a ser repre-
sentado es la estructura matematica, y € modelo es una estructura mental. Por consiguiente, la
representacion mental esté relacionada con € modelo matemético como el modelo matemati-
co esta relacionado con e sistema fisico (Dreyfus, 1991). Cada uno es una traduccion parcial
del otro, cada uno reflgja algunas propiedades, aunque no todas, del otro; y cada uno mejora

la capacidad para manipular mentalmente el sistera bajo consideracion.

Los problemas de optimizacion han sido usados en muiltiples investigaciones relacio-
nadas con las representaciones y la resolucion de problemas (Camacho y Gonzalez, 1998;
Campos y Estrada, 1999; Porzio, 1999; Shoenfeld, 1985). Asimismo este tipo de problemas
son de gran importancia en e curriculo de matematica de los Ultimos afios de secundaria y
primeros de universidad de carreras de ciencias, ingenieria, economiay finanzas.

El valor e interés formativo de los problemas de optimizacion ha sido reconocido am-
pliamente en los Disefios Curriculares de Mateméticas para los estudiantes entre 16 y 18
afos de la Junta de Andalucia (1989), admitiendo que los problemas de optimizacion son de
gran interés en el proceso de ensefianzay aprendizaje de mateméticas porque:

e Muestran aplicabilidad y utilidad para e anadlisis y la resolucion de cuestiones
préacticas de carécter muy diverso.

e Ponen de manifiesto la potencia del calculo diferencial, que proporciona un
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método general para abordar |os problemas extremos.

e Suscitan situaciones muy apropiadas desde €l punto de vista formativo para
gjercitarse en la heuristica como procedimiento valioso para abordar la resolucion de
problemas.

e Generan una motivacion afiadida basada en su poder aplicado y en la creativi-

dad que requiere el uso multiple de representaciones.

Un uso generalizado de este tipo de problemas se ha venido realizando en situaciones
de aplicacion de los conceptos del cdlculo, y reducido a unos niveles avanzados de dominio
conceptual de aspectos matematicos. Con €l uso de sistemas de representacion aplicados a
estos ambitos de la educacion matemética se amplian las posibilidades de trabajo a niveles

inferiores que no requieran un dominio experto del contenido.

Objetivos del estudio

En este estudio nos proponemos como objetivo general describir |as representaciones
y los procesos de traduccion entre representaciones en la resolucion de problemas de optimi-

zacion, gue emplean un grupo de estudiantes universitarios.

Entre |os objetivos especificos en que se desglosa € estudio podemos destacar:
1. Determinar qué tipo de representaciones utilizan los resolutores expertos en la re-
solucion de problemas de optimizacion.
2. Evauar como influye el tiempo empleado en cada representacion y en la traduccién
entre representaciones en el éxito de los resolutores en la resolucion de problemas de
optimizacion.
3. Examinar s existen regularidades en e empleo de las representaciones 6 en la tra-
duccién entre representaciones a resolver problemas de optimizacion.
4. Caracterizar a los resolutores de acuerdo a las representaciones y traduccion entre

representaciones usadas en | as diferentes situaciones problema.
Paratal fin, los tipos de representaciones externas que se tomaron en cuenta fueron las

siguientes.

1. Representacion verbal del enunciado del problema: consiste fundamentalmente en el
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enunciado del problema, que puede ser escrito o hablado.

2. Representacion pictorica: aquella que se hace a través de dibujos, diagramas 6 gréfi-
cos, asi como cualquier tipo de accidn relacionada con estos.

3. Representacion simbdlica: se refiere ala que se forma de nimeros, signos de opera-
ciony de relacion; simbolos algebraicos, ademas de cualquier tipo de accién referidaa
estos.

Ademas de las traducciones entre ellas (fig. 2).

Pictorica ) > Simbdlica
Figura 2. Tipos de Sistemas de Representacion

Una dificultad inicial en €l estudio, para cumplir con el objetivo general, radico en €l
hecho de la inexistencia de un marco para €l andlisis de protocolos en resolucion de proble-
mas de optimizacion que tomara en cuenta las representaciones y la traduccion entre represen-
taciones; por tal razon fue necesaria su elaboracion, la cual la hicimos adaptando el andlisis de
protocolos realizado por Schoenfeld (1985).

En particular, las cuestiones de interés se centran en describir las diferencias y simili-
tudes en cuanto a la variable tiempo en cada representacion y en cada traduccion entre repre-
sentaciones, empleada en funcion del tipo y perfil del resolutor; asi como valorar la potencia-
lidad representacional de los diferentes tipos de problemas de optimizacion seleccionados asi

como laversatilidad en su resolucion por distintos estudiantes expertos.
El estudio se sitia en latradicion de los trabgj os que consideran algunas de las dimen-

siones de las representaciones como elementos determinantes en la resolucién de problemas
(Ballard, 2000; Cifarelli, 1998; Janvier, 1987; Lesh, Post y Behr, 1987; Porzio, 1999).
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M étodo

Participantes

El trabajo puede considerarse un estudio de caso intrinseco en los términos que lo de-
fine Stake (1999) y Gutiérrez et al. (2002): estudio de la particularidad y 1a complejidad de
uno O varios casos singulares, para llegar a comprender su actividad en unas determinadas
circunstancias; y en la acepcion dada por Marcelo (1991), “en cuanto examen intensivo o
completo de unafaceta o dimension alo largo del tiempo”. Los sujetos que han sido objeto de
este estudio de casos han sido tres estudiantes de quinto afio de la Licenciatura de Mateméti-
cas, especialidad Metodologia de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada del
curso 2001-2002.

Instrumentos

El estudio ha seguido las directrices de la metodologia observacional (Anguera et al,
1995), en orden a las recomendaciones dadas por Dane (1990) acerca del método observacio-
nal en cuanto procedimiento sistemético de investigacion mediante e cual los eventos son
seleccionados, registrados y codificados en unidades significativas de andlisis. En concreto, la
técnica empleada para la recogida de datos ha sido €l analisis de protocolos, entendiendo por
protocol o la descripcion ordenada cronol 6gicamente de las conductas que un sujeto desarrolla
mientras gjecuta una tarea de resolucion de problemas, siendo datos objeto de andlisis tanto
las verbalizaciones que realizan durante la resolucién, como sus anotaciones, representacio-
nes, secuencias y estrategias desplegadas en el proceso resolutor; acompanadas de algunos
comentarios y observaciones del investigador (Schoenfeld, 1985). Interesa, por tanto analizar
no solo |as representaci ones semiéticas que explicitamente expresa el estudiante, sino también
las representaciones mentales inferidas a través de éstas y de la conducta, al invitar al sujeto a
que emplee la técnica de pensamiento en voz alta (thinking aloud), ya que hay un fuerte in-
cremento en la cantidad de conducta que puede ser observada cuando la comparamos con el
mismo sujeto en condiciones de silencio. Ademas, no es necesario que el sujeto sea previa-
mente entrenado antes para ser capaz de pensar en voz alta en este tipo de tareas de resolucion
de problemas, y se puede inferir que este reporte verbal es consistente con la estructura de sus
procesos cognitivos normales (Ericsson y Simon, 1993).
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Construccion y organizacion de la sesion de resolucion de problemas

El primer paso, ante la inexistencia de un instrumento contrastado para la recogida de
datos, fue realizar un estudio previo para la elaboracion de un cuestionario definitivo, ala par
gueriamos examinar otros parametros importantes, como el tiempo necesario para la solucion
de los problemas, € orden y la forma en gque iban a ser planteados; €l tipo de herramientas
tecnoldgicas, que se adecuaban mejor a nuestros propositos, para la recogida de datos de la
sesion de resolucién de problemas, asi como encontrar cual esquiera otros aspectos que resul-

taran de interés para ser tomados en cuenta en el estudio definitivo.

En principio se construy6 una bateria de problemas de optimizacion siguiendo los si-
guientes criterios. que estuvieran en los libros de textos de nivel universitario, que fueran ade-
cuados para estudiantes de primer afio de la Universidad de carreras como Ciencias e Ingenie-
ria, que el enunciado fuera estrictamente “narrativo”, que fueran problemas mateméticos del
mundo real, que no fuera necesario €l uso de calculadoras, que necesitaran para su resolucion

el empleo de varias representaciones.

Se obtuvieron 47 problemas al seguir los requisitos arriba sefialados; éstos se sometie-
ron a consideracion de algunos investigadores y licenciados en matematicas que opinaron
acerca de la pertinencia de estos en €l estudio aredlizar y si eran adecuados para los sujetos a
participar en el estudio. Con estas opiniones se seleccionaron los cuatro problemas, con los
gue se efectud una prueba piloto, que fue aplicada a tres voluntarios, licenciados en mateméti-
ca gue tenian entre dos y seis afos de graduados. Resolvieron los problemas en voz altay la
sesiones de resolucion de problemas fueron grabadas en audio.

Con los resultados obtenidos de la aplicacion de la prueba piloto € nimero de proble-
mas se vio reducido atres, ya que uno de los problemas fue considerado como “complicado”
y no congruente con los otros. No fue necesario sustituir este problema ya que se estimé que
cuatro problemas serian demasiados para ser resueltos en una sola sesion. Asimismo, €l tiem-
PO hecesario para cada problema se establecié en 20 minutos, de tal forma que el tiempo total
para cada resolutor seria, de aproximadamente, 90 minutos, 60 para la resolucién de los pro-
blemas y 30 minutos para que el resolutor diera sus comentarios finales acerca de cada pro-
blemay a proceso en general. También encontramos que era estrictamente necesario que las
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sesiones fueran grabadas en video y apoyadas por grabaciones magnetofonicas, las cuaes
reforzarian el sonido de lavideo grabadora
Tomando en cuenta la informacion aportada por 1a prueba piloto, los problemas elegi-

dos para nuestro estudio definitivo son los siguientes:

Tabla 1. Problemas propuestos

PROBLEMA 1: A unlado de un rio recto de 1 Km. de anchura hay una central eléctricay al
otro lado 5 Km. corriente arriba una factoria; su duefio desea tender un cable desde la central
eléctrica hasta la factoria, él sabe que tender cable por tierra cuesta 3 euros por metro y ten-
derlo por agua cuesta 5 euros por metro. ¢Cuél serd latrayectoria del tendido que le resulta
mas econdmica. S €l cable por tierratiene e mismo precio que el cable por agua. ¢Cual sera
la trayectoria?

PROBLEMA 2: Se desea construir una ventana rectangular coronada por un semicirculo (el
ancho del rectangulo ha de ser igual que el del semicirculo). Cual esla ventana que admitira
la mayor cantidad de luz posible, si su perimetro ha de ser fijo.

PROBLEMA 3: Un espgjo rectangular de dimensiones 80 y 90 cm. se rompe por una esquina
en linea recta. De los dos trozos que quedan, €l menor tiene una forma de triangulo rectangulo
de catetos 10 y 12 cm., correspondientes, respectivamente, a las dimensiones menor y mayor
del espgjo. ¢Cudl es el espejo rectangular mas grande que se puede obtener del trozo mayor?

L os problemas sel eccionados tenian las siguientes caracteristicas:

Tabla 2. Caracteristicas de los problemas

Tipodepro- Tipo de opti- Funciones NUmerosin-
blema mizacion involucradas volucrados
Problema 1 Endosme-  Costo minimo Lineal Enteros gran-
dios Radical des
Fraccionarios
Problema 2 Minimizar Areaminima Lined Fraccionarios
construccion Cuadratica Irracionales
Problema 3 Inscribir/ Areamaxima Lineal Enteros gran-
circunscribir Cuadrética des
Fraccionarios

Procedimiento

L os estudiantes tenian que resolver |os tres problemas de optimizacion presentados en

el apartado anterior. Estos problemas eran facilitados a los sujetos individualmente, cada uno
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en un folio y escritos con letra“ grande”, con €l fin de tener una mejor observacion de los pro-
blemas ala hora de transcribir los datos y no se les daba el siguiente hasta no haber terminado

y entregado el anterior.

L as sesiones grabaciones en video comenzaron alas 9:30 y €l nimero de personas que
se encontraban en la sala era muy reducida. Ademas del resolutor, se encontraban el investi-
gador y un asistente de investigacion, encargado de ayudar con los equipos de video y de au-
dio, e hecho de limitar el nUmero de personas en la prueba se hizo con la finalidad de que
existiera una influencia minima en el comportamiento del resolutor. El investigador y €l asis-
tente actuaron como observadores, en € proceso anotando en un cuaderno lo que considera-
ban importante de ser resefiado y las cuestiones que pensaban no quedarian reflgjadas en la

video grabacion.

L os problemas planteados fueron resueltos en voz ata, tratando que el investigador in-
terviniera lo menos posible en el proceso de resolucién, ya que para obtener y describir las
actividades que constituyen la resolucion de problemas, |os datos se deben obtener desde una
situacion en la cual € sujeto trate con problemas estimulantes (en nuestro caso, problemas de
optimizacion) y en el cual haya una minima intervencion del investigador (Gindburg et al.,
1983). Las pocas intervenciones efectuadas ocurrian cuando € resolutor se quedabaen silen-
cio durante un periodo largo de tiempo, o estaba “dandole vueltas’ a problema sin encontrar
sdiday € investigador consideraba, que era mas importante para su estudio, “encaminarlo”

hacia la solucion, ya que esto produciria mayor informacion.

Antes de iniciar laresolucion de los problemas propuestos, €l investigador informd las
siguientes cuestiones relacionadas con la investigacion y € proceso de resolucién de proble-
mas. laimportancia futura del estudio para e proceso de ensefianza y aprendizaje, e por qué
fue invitado a participar en el estudio, que seria grabado en video mientras resuelve la prueba,
el tiempo aproximado que le llevarian las tareas, la importancia de tomarse en serio la activi-
dad, la necesidad de expresar en voz alta sus pensamientos desde que iniciara hasta que finali-
za €l problema planteado, la necesidad de verbalizar todos |os pasos mientras estuviese resol-
viendo €l problema, sin presuponer que algun pensamiento o paso es obvio o insignificante de
verbalizar, que no borrara nada de lo escrito y S esto era necesario, que lo tachase preferible-

mente, que los resultados de | as tareas no repercutirian no influirdn en los resultados académi-
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cos de las asignaturas cursadas en la Universidad, y que la informacion suministrada seria
estrictamente confidencial.

El hecho de informar al resolutor lo antes expuesto tenia como finalidad, ademas de
que conociera como actuar mientras resolvia los problemas, que se estableciera una buena
relacion investigador-resolutor de tal forma que estuviera tranquilo, para que su estado de

animo, influyeralo menos posible en el proceso de resolucién de los problemas.

Andlisis de Datos

Para realizar las transcripciones el investigador observo atentamente el video una pri-
meravez, sin tomar ninguna nota por escrito, con € fin de familiarizarse con lavoz y los ges-
tos de cada resolutor, posteriormente realiz6 una primera transcripcion con la cual se elabord
un texto escrito. Un segundo investigador efectud paralelamente la transcripcion y también
elabord un texto escrito. Ambos textos escritos fueron confrontados y puestos un comun ob-
servando de nuevo €l video y corrigiendo |o que fuera necesario para obtener una trascripcion
definitiva.

Posterior a esta transcripcion se procedié a la segmentacion del texto en diferentes
item, para esto se tomo como primer criterio que cada item corresponde a verbalizaciones que
se hayan producido sin interrupciones y se origina un nuevo item cada vez que exista unain-
terrupcion debido a atascos, escritura en silencio, formulacién de preguntas al investigador o a
cualquier otra hecho que genere una interrupcién en el transcurso de la resolucion. Esta divi-
sién inicial, supone un andlisis ya que es necesario decidir, cuaes interrupciones seran toma-
das en cuenta para fragmentar €l discurso oral, ademas la mera colocacion de los signos de
puntuacién en la trascripcion escrita, de forma que se adecue, al menos en lineas generales, a
las reglas de la gramética, es un andlisis del texto oral producido por los sujetos (Puig, 1996).

Una adaptacion del analisis de protocolos realizado por Schoenfeld (1985) fue utiliza-
da como base para nuestro estudio. Schoenfeld, divide los protocolos de resolucion de pro-
blemas en trozos macroscdpicos de conducta constante llamados episodios. Un episodio es un
periodo de tiempo durante el cual un resolutor o un grupo de resolutores esta ocupado en una
accion especifica. Esta definicion de episodio tiene que estar acompafada para que tenga sen-
tido, de una definicién correspondiente a cuales son 10s tipos de conducta distintas que se van
ausar para cdificarlosy segmentar asi € protocolo en trozos. En nuestro andlisis, en lugar de

examinar, como lo hace Schoenfeld, las conductas de los estudiantes en la resolucion de pro-
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blemas, se observo el empleo de las representaciones y la traduccion entre representaciones
por parte de los estudiantes cuando resuelven problemas de optimizacién. Al hablar de em-
pleo de las representaciones, debemos tener presentes qué representaciones vamos a usar, asi,
para nuestro andlisis tomaremos en cuenta tres tipos de representacion: representacion verbal
del enunciado del problema, representaciones pictoricas y representaciones simbalicas, asi
como las traducciones entre ellas (ver fig. 2): de lo verbal a lo pictérico o viceversa, de lo

pictorico alo simbdlico o viceversa, y delo simbdlico alo verbal o viceversa.

Cada una de las representaciones y |as traducciones entre representaciones congtituiria
un episodio; es decir, que se tenian seis episodios. Estos episodios establecen un segundo cri-
terio para el andlisis de los protocolos; pararealizar este anaisis se procedio arecorrer latras-
cripcion previamente realizada cortando con lineas verticales cada vez que consideraba que
un parrafo pertenecia a un episodio en particular.

Al efectuar esta division habia parrafos gque no se correspondian con ninguno de los
seis episodios anteriores, viéndose la necesidad de anexar un séptimo episodio, en e cual se
incluirian los eventos que no eran catalogados como representacion. Es importante sefidar
que los episodios no tienen caracter lineal, es decir, un resolutor usa un episodio en particular
en cualquier momento y puede estar “saltando” entre episodios a medida que resuelve el pro-

blema

Para facilitar la division del protocolo escrito, a los episodios antes mencionados le
fueron anexados indicadores, de tal manera que las categorias de los episodios son descritas
tedricay empiricamente (Artzt y Armour-Thomas, 1992). El marco para el andlisis de proto-
colos de resolucion de problemas que hemos construido para analizar |as representaciones y
la traduccién entre representaciones (Villegas y Castro, 2002), consta de los episodios mos-
trados en latabla 3.

Con este marco para €l andlisis de protocolos de resolucion de problemas uno de los
investigadores analizo las transcripciones generando un protocolo escrito el cual fue compro-
bado por otro investigador usando €l mismo marco de andlisis de protocolo. Cuando existia
duda en ubicar un item dentro de un episodio en particular 0 no habia concordancia entre los
investigadores, ambos observaban de nuevo el video y acordaban a que episodio pertenecia el
item, incrementando asi €l grado defiabilidad en el andlisis.
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Tabla 3. Marco para €l analisis de protocolos

Episodio 1: Representacion interna del enunciado del problema.

Descripcién: El estudiante lee €l problema.

Indicadores:
a. El estudiante lee el problema en voz alta.

b. El estudiante, lee el problemaen silencio 6 “murmurando”.
c. El estudiante enuncia el problema cambiando algunas palabras por otras propias de su lenguaje

personal.

Episodio 2: Representacion Pictorica.

Descripcién: El estudiante realiza, operay modifica representaciones pictéricas.

Indicadores:

a. El estudiante dibuja con papel y 1apiz una representacion pictérica 6 bien modifica las representa
ciones previamente realizadas.

b. El estudiante opera con |las representaciones pictdricas.

c. El estudiante sefiala u observa una representacion pictérica 6 bien verbaliza términos asociados a
las representaciones pictoricas.

d. El estudiante presenta a través de movimientos corporales, bien sea con las manos u otras partes

del cuerpo, representaciones pictoricas.

Episodio 3: Representaciones Simbdlicas.

Descripcién: El estudiante realiza, operay modifica representaciones simbdlicas.

Indicadores:

a. El estudiante resuelve 6 intenta resolver con [4piz y papel una expresién smbélica

b. El estudiante verbaliza como puede resolver una ecuacion 6 verifica como fue resuelta.
c. El estudiante modifica, reescribe 6 elimina una expresion simbdlica.

d. El estudiante observa 6 sefiala una expresion simbdlica.

Episodio 4: Traduccion entre una repr esentacion verbal y una representacion Pictorica.

Descripcion: El estudiante relaciona de alguna forma una representaci on pictérica con una representa-
cién verbal.

Indicadores:

a. El estudiante realiza con papel y |apiz una representacion pictérica directamente del enunciado, sin
modificarlo 6 modificandolo a su lenguaje personal.

b. El estudiante transforma é modifica una representacion pictérica de acuerdo a una nueva interpre-
tacion del enunciado.

c. El estudiante establece relaciones entre € enunciado y una representacidn pictérica, a través de
verbalizaciones 6 gesticulaciones.

d. El estudiante representa elementos pictdricos a través de movimientos corporales, especia mente

con las manos, mientras lee e enunciado del problema.
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Episodio 5: Traduccion entre una representacion pictoricay unarepresentacion simbdlica.
Descripcion: El estudiante relaciona de alguna manera una representacion pictéricay una representa-
cion simbolica

Indicadores:

a.  El estudiante formula una expresion 6 parte de ella con |apiz y papel desde una representacion
pictérica, 6 realiza una representacion pictorica desde una expresion simbolica.

b. El estudiante establece relaciones entre una expresion simbdlica y una representacion pictorica a
través de verbalizaciones 6 gesticul aciones.

c. El estudiante realiza cambios 6 elimina una representacion pictérica previamente construida debi-
do aresultados obtenidos simbodlicamente.

d. El estudiante modifica 6 elimina expresiones simbolicas debido a resultados obtenidos en represen-
taciones pictoricas 6 a una nueva representacion pictorica.

e. El estudiante asigna simbolos a una representacion pictorica.

Episodio 6: Traduccion entre una representacion simbdlica y una representacion ver bal.
Descripcién: El estudiante relaciona, de alguna manera, una representacion simbdlica con una represen-
tacion verbal.

Indicadores:

a. El estudiante formula una expresion simbolica 6 parte de elladel enunciado, bien sea sin modifi-
carlo 6 modificandolo a su lenguaje personal.

b. El estudiante transforma ¢ modifica una expresion simbdlica debido a una nueva interpretacion del
enunciado.

c. El estudiante reformula el enunciado de una manera diferente debido a algiin resultado obtenido en
una expresion simbolica.

d. El estudiante asigna unavariable a alguna parte del enunciado.

e. El estudiante relaciona una expresion simbdlica con el enunciado a través de verbalizaciones 6

gesticulaciones.

Episodio 7: Eventos no catalogables como r epr esentacion.
Descripcién: Eventos que no se encuentren en |os episodios anteriores.

Indicadores:
a. El estudiante verbaliza expresiones de planificacién 6 gecucion.
b. El estudiante verbaliza 6 gesticula expresiones emocionales 0 afectivas.

c. El estudiante verbaliza expresiones de verificacion.

A este protocolo le fue anexado el trabajo escrito realizado por el resolutor en lasesion
de resolucion de problemas. Para hacer esto, el investigador observaba nuevamente el video, e
iba correlacionando, las verbalizaciones realizadas por e resolutor con el material escrito en
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la sesion de laresolucion de problemas. Esto se intento hacer |o mas parecido posible alo que
el resolutor habia hecho en la sesion, de tal forma que al observar e documento, se “perciba’
lo que € resolutor estaba realizando en cada instante de la resolucion, es decir, que d ir le-
yendo las verbalizaciones producidas se sepa el momento exacto en que € resolutor escribia
en €l folio destinado a laresolucion del problema. Aunado a esto, alatranscripcion definitiva

también se le coloco e tiempo en &l que comenzaba y finalizaba cada item.

Por ultimo, se anexaban también los gestos que acompafiaban a los deicticos (este,
aqui, asi, etc.), los cuales son muy importantes para entender lo que los resolutores sefial aban;
para esto se dibujé una mano que indica con su dedo la parte de laresolucion ala cual se esta
refiriendo. Para una mejor y més fécil lectura de los protocolos definitivos, utilizamos las si-
guientes convenciones:

1. Texto alaizquierda: verbalizaciones producidas por |os resolutores.

2. Texto y gréficas a la derecha: trabajo escrito realizado por |os resolutores en la se-

sién de resolucién de problemas.

3. Texto entre corchetes: acciones realizadas por |0s resolutores e interpretadas por €l

investigador.

4. Texto en cursiva: intervenciones del investigador.

5. Puntos suspensivos (...): pausas en las verbalizaciones realizadas por €l resolutor.

6. Tiempo (a principio y arriba de cada item): tiempo de inicio de cada episodio, por

supuesto este tiempo, es el tiempo final del episodio anterior.

01:29
.... Bueno vamos a ver si podemos cruzar el agua

= ]

01:43
... entonces la minima distancia por agua seria la hipotenusa, 1Km
— " —
01:44 h
la hipotenusa, TKm.
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01:56

lacalculamos 1% + 5% ser'an 25 y 1 26 la hipotenusa, es h?2 =12 + 52 = h=+/26
raiz de 26

02:14

... bien, eh ..., si queremos echarlo por tierra ..., pues seria 1 de
agua esto seria una posibilidad,

02:32

primera posibilidad solo por agua, il h? =12 +5%2 = h=4+/26
02:35

segunda posibilidad eh, podemos hacerlo por agua y por tierra, 2 1Km. +5Km

seria 1 Km por agua mas 5 Km por tierra

03:24 3y €
20. entonces, el coste total sera 3y euros, 5x euros Coste total X €
03:52

21. en total son 3y+5x, ¢cuando es minimo esta

funcién?

c=3y+ 5x=f mnimo

Figura 3. Fragmento del protocolo del resolutor A resolviendo el problema 1.

Resultados

L os protocol os de cada participante fueron analizados, como se ha descrito en el apar-
tado anterior y posteriormente los resultados fueron reportados en forma de andlisis de caso,
esto consiste en realizar una interpretacion del trabajo efectuado por los resolutores. El andli-
sis los presentamos en forma de narracion con una serie de comentarios interpretativos y, so-
portado por algunos items ilustrativos. Para su elaboracion se han tomado en cuenta, |os pro-
tocolos escritos elaborados a partir del marco para € andlisis de protocolos desarrollado en
este estudio, los resultados obtenidos a partir del andlisis de las tablas realizadas (Villegas,
2002) y la “revision” de los trabajos escritos elaborados por |os resolutores. En este andlisis
de caso se puede observar el comportamiento del resolutor frente al problema, su competencia
en el uso de las representaciones, su habilidad para hacer traslaciones entre varias representa-
cionesy como, la planificacion, e monitoreo, €l control y las “afectividades locales” (Goldin,
19984a) son generadores de éxito, o hien, creadores de obstaculos en la resolucién de proble-
mas. A continuacién presentamos €l andlisis de caso correspondiente a resolutor C intentando
resolver el problema 1.
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Andlisis de caso: Problema 1 Resolutor C

El resolutor comienza con un breve episodio de lectura; aunque siente incertidumbre si
comenzar a resolver inmediatamente el problema -«¢puedo empezar a escribir ya, no?- (2),
este episodio fue definido como no catalogado como representacion y en el se ven manifiestas
verbalizaciones de tipo afectivo. Continda con la lectura del problema, pero sin realizar nin-
guna traduccion hacia otra representacion. Cuando termina la lectura del enunciado del pro-
blema, ve la necesidad de realizar una traduccion de la situacién verbal ala pictorica -«voy a

pintar» (4)- y comienza arealizar latraduccion.

C realiza una representacion pictérica directamente del enunciado, comienza a través
del dibujo a representar la situacion, verificando la relacion que existe entre su “dibujo” y €
enunciado -«anchura, corriente arriba» (7)-, simultdneamente a la verbalizacion sefiala con su

mano el dibujo mientras lee e problema.

Exteriorizando un no entendimiento del problema planteado, C vuelve aleer gran par-
te del enunciado y al finalizar evidencia que conoce como resolver € problemay verbaliza
una especie de plan -«esto es una mezcla entre tierray agua, vale, una funcion de optimiza-
cion» (9)-, aungue de lo que habla, por supuesto, no es una “funcién de optimizacion”, se de-
duce que lo que quiere decir es que es un problema de optimizacion. Enseguida, comienza a
asignar variables alas posibles formas de “tender €l cable” y a final vuelve aleer la pregunta
formulada en el enunciado -«... por metro ¢cudl serdlatrayectoria del tendido que resulta més

econdémica?» (13)-, esto con € fin de asegurarse de no desviar su cometido.

C plantea la ecuacion de la trayectoria del tendido directamente de la representacion
pictorica que habia realizado -«la trayectoria del tendido sera.. y+ x metros, que sea mini-
mo» (14)- y aunque la plantea errGneamente ya que olvida considerar el precio del cable, de-
muestra destreza en la traduccion entre la representacion pictoricay la representacion simboé-

lica

La ecuacion formulada la relaciona inmediatamente con € enunciado usando palabras
de su lenguaje personal -«esto es |o que me preguntaban, ¢cuanto es el y + x que te haga la

distancia minima?» (15)-, como se puede observar existe una gran capacidad en el resolutor
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para realizar las traducciones entre representaciones, moviéndose apropiadamente entre las

tres representaciones en un breve periodo de tiempo (menos de 20 segundos).

Paso siguiente, plantea la necesidad de relacionar la x con la y observando la figura
realizada previamente -«vamos hallar unarelacion entre x e 'y, donde X es por tierraey es por
agua» (16)- esto no es tan claro para é, entonces relaciona la figura con e enunciado bus-
cando ideas que le sugieran el camino a seguir, no las encuentra, se desespera un poco - «....
imadre mial, x por metros, que sea minimo» (18)-, se da cuenta de que los cables tienen dife-
rentes precios y construye la funcion de coste (con los precios invertidos ¢culpa de los ner-
vios?) y verbaliza una expresion de planificacion -«.... tengo quey, si pongo x en funcién dey,

y optimizo, obtengo un minimo, calculo cuanto vale y en funcién de x» (22)-.

De la funcién de coste formulada: despgja y en funcién de x -«obtengo que

y =-5x/3» (23)-, para hacer esto ¢supuso que €l coste es cero?, 6 ¢os nervios vuelven a

jugar un papel fundamental ?

03:24 3y €
22. entonces, el coste total sera 3y euros, 5x euros Costetotal g ¢

03:52

23. en total son 3y +5x, ¢cuando es minimo esta c=3y+ 5x=f minimo
funcion?

Manifiesta de nuevo incertidumbre, recordando, primero y luego leyendo el enunciado
del problema y ademés verbaliza relaciones entre una expresién ssimbdlica y e enunciado

buscando dos cosas: la solucién del problemay lograr tranquilizarse.

C derivalafuncion dey encontraday la relaciona mentalmente con una representacion

pictérica, -«en donde el minimo es una recta» (30)-, -«... € minimo se alcanzaria ... rapida-
5 . .
mente ... y'= 3 » - (31), cometiendo con lo anterior graves errores, de los cuales se percata

rapidamente y se propone leer el problema de megor manera -«leo despacio e problema»

(33)-, lee de nuevo €l problema, notandose esta vez una mayor concentracion en lalectura.

Después de leer € problema, da un repaso a todo lo hecho anteriormente, tomando en

cuenta la figura y las ecuaciones realizadas, y relacionandolas inmediatamente con e enun-
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ciado del problema para cerciorarse de que esta haciéndolo bien. Después esto retoma la fun-

cion coste, y laideade relacionar lax conla v,

06:36
38. Sestoesx estoesb—x, yestoesy

06:42

@ c=€ + 5\=f minimo
39. Como esto es 10 que quiero que sea minimo YA  mirimo]
06:44

40. voyahallar larelacion que existeentrex ey,

El plan manifestado por C, lo conduce por buen camino y dice de é que, ademas de
ser habil en el manegjo de las representaciones y |as traducciones entre ellas tiene buen control
y buena gerencia en laresolucion de problemas.

Posteriormente, a través del uso de lafigurareaizada, establece larelacion entrex ey,

-«donde tengo quey esigual alaraizde 1 + 25, 26+ x2 —10X » (44)-, y cuando va a sustituir
la relacién encontrada en la funcion de coste, se da cuenta del error cometido al intercambiar

los precios del cabley los corrige.

08:06

48. entonces el coste es igual a 3 que son los euros que vale por

por tierra 3 euros/ metro

metro, por tierra,

08:15

49.  [murmura] llamamos 3 euros por metro esto es por
tierra no, esto seria 3x y por agua cuesta 5, esto seria by,

08:37
;2 c=3Xx+5 inimo
50. entonces tengo que la funcion de coste es cwlm%’a?i('f )

3x + 5y esto es o que quiero que sea minimo,
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Sustituye la ecuacion, opera simbdlicamente con mucha tranquilidad hasta que cuando
va aderivar parece que no es de su agrado €l que unaraiz sea parte de lafuncion, - «laraiz se
podria quitar, no?» (54)-, disminuye la tranquilidad, se incrementa la inseguridad, - «bueno
pero ya estd, vamos a ver que sale» (55)-, deriva la funcion, simplifica mal, cuestion que no

va afectar la consecucion de laresolucion del problema.

Contintia operando con representaciones simbalicas, siguiendo €l patron de “resuelvo,
observo y/6 verifico, resuelvo, observo y/6 verifico” (Ilamemos a este patrén resolucién-
verificacion), tarea que es muy importante ya que realiza verificaciones inmediatas de los

pasos que esta efectuando.

A pesar de que C esta haciendo buen uso de las representacionesy de la traduccion en-
tre representaciones, la no concentracion y 1os nervios le han jugado una mala pasada en cal-
culos que, para é, deberian ser triviales. EI camino hacia la solucion se le ha complicado por
los pequerios errores cometidos y C intenta buscar técticas que 1o encaminen, - «esta seria la
raiz cuadrada, aver, aver, aver, esto es demasiado desde mi punto de vista, intentaré darle la
vuelta... porque tiene que dar y en laecuacion, creo que voy atener que despejar ay» (68).
Sigue con la pauta de revision-verificacion antes mencionada, la cual le lleva a una solucion
gue, aungue difiere del resultado, es validay aceptable desde varios puntos de vista: buen uso
de las representaciones, habilidad en la traduccion entre representaciones, planificacion, veri-

ficacion, entre otras.

Discusion

El andlisis de caso anterior se realizo para cada uno de los resolutores intentando re-
solver cada uno de los problemas planteados, este tipo de andlisis conjuntamente con €l anali-
sisdelostiemposy las frecuencias de uso de cada representacién y la revision de los trabajos
escritos, los cuales se efectuaron en un trabajo mas amplio (Villegas, 2002), nos sugirié que
los tres sujetos participantes tienen una tipologia diferente, de acuerdo a las representaciones

y las traducciones entre representaciones usadas en la resolucion de problemas de optimiza-
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cion; esto nos lleva a pensar que existen tipologias bien diferenciadas de resolutores. A conti-

nuacion presentamos una descripcion de |os resol utores participantes en el estudio:

Resolutor A:
Estudiante medianamente competente en el uso de las representaciones y la traduccion
entre representaciones, ya que a pesar de gue las usa bien, no se da cuenta féacilmente de las

relaciones entre varias representaciones.

Invierte un tiempo considerable en darse cuenta de lainformacion que aportan algunas
traducciones y algunos datos y hechos intrinsecos a enunciado. No se da cuenta, de forma
rapida, de la representacion mas apropiada a usar en un momento determinado y algunas ve-

ces se sienteinseguro a usarla

Resolutor B:

Estudiante incompetente en el uso de las representaciones y la traduccion entre repre-
sentaciones en la resolucion de problemas de optimizacion. Con poca habilidad para realizar
traducciones con precision 'y eficiencia. Frecuentemente tiene dificultades en entender los
enunciados de los problemas, extraer informacion de ellos y hacer traducciones desde el

enunciado hacia cualquier otro sistema de representacion.

A pesar de que ciertas veces tiene la informacion necesaria para resolver el problema
carece de la habilidad necesaria para descubrir en “ciertas piezas’ algunas claves o la infor-
macion necesaria para resolver € problema global. Usa poco y, algunas veces, incorrectamen-
teel dgebrasimbdlica.

Resolutor C:

Estudiante muy competente en la resolucién de problemas de optimizacién. Con mu-
cha habilidad para hacer traducciones entre varias representaciones con precision y eficacia.
Claro entendimiento del tipo de informacion que revela una traduccion. Habilidad para darse
cuenta de la relevancia de los datos, relaciones y hechos expresados en el enunciado del pro-
blema o revelados por una traduccion o representacion. Habilidad para extraer informacion de

una representacion y usarla en otro tipo de representacion. Destreza en el trabajo con mas de
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una representacion y con capacidad de trabajo con més de dos representaciones el mismo

tiempo.

Este estudiante verificalo que sefialan Lesh, Post y Behr (1987), “los buenos resol uto-
res de problemas tienden a ser suficientemente flexibles en el uso de varios sistemas de repre-
sentaciones, y que ellos instintivamente cambian a la representacion mas conveniente en cual-

quier momento del proceso de resolucién (p.38).

Conclusiones

El propdsito de este estudio era describir como los resolutores expertos emplean las
representaciones y la traduccion entre representaciones en la resolucion de problemas de op-
timizacion, parata fin, en principio, se desarrollé un marco teodrico para anaisis de protoco-
los, el cual es una adaptacion del desarrollado por Schoenfeld (1985) y toma como episodios?
las representaciones y la traduccidn entre representaciones. En el proceso de segmentacion y
codificacion nos percatamos que existian algunos segmentos que no correspondian con los
episodios considerados a inicio, por tanto fue necesario agregarlos, estos episodios fueron
considerados como “eventos no catal 6gables como representacion” y comprendian verbaliza-
ciones de planificacion 6 gjecucion, de afectividad y de verificacion.

Una vez desarrollado e marco, se le aplico a los protocolos verbales, generados por
los resolutores; los andlisis de datos generados sugieren la viabilidad y utilidad de este marco
para la investigacion de la influencia de las representaciones en la resolucién de problemas
mateméticos’. Aun asi, estamos conscientes de que e marco para e andlisis de protocolos

elaborado, necesita algunas modificaciones que incrementarian su utilidad.

Tomando en cuenta los andlisis efectuados se encontrd que |os tres sujetos participan-

tes tienen una tipologia diferente, de acuerdo a las representaciones y las traducciones entre

2 Periodos de tiempo durante los cuales un resolutor esta ocupado en una accion especifica.

A pesar que el trabajo se hizo con problemas de optimizaciéon, creemos que, bajo ciertos, el marco
es valido para otro tipo de problemas.

* Las imagenes de video y el tono de voz de los resolutores, aportaron gran cantidad de informacion
y Creemos, que son necesarias en este tipo de investigaciones.
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representaciones usadas en la resolucion de problemas de optimizacién, esto nos lleva a pen-

sar que existen tipologias bien definidas de resol utores.

La caracterizacion de los resolutores, pone de manifiesto la fuerte relacion que existe
entre el éxito en la resolucion de problemas de optimizacion y la habilidad en la construccion,

empleo y articulacién de | as representaciones.

Consideramos que las actividades realizadas para la obtencion de datos fueron amplias
y profundas. La revision de los trabajos escritos, 1os protocolos verbales, 1as imagenes de vi-
deo®, los protocolos escritos, las tablas de tiempo y frecuencia, permiten obtener un conoci-
miento profundo de cada resolutor. Asimismo, la presentacion de los protocolos escritos,
ademés de darnos informacion, es “fé&cil” y comoda de leer e interpretar, de tal forma que
otros investigadores pueden extraer de ellos sus propias impresiones, ademas, la metodologia
usada permite conocer en cada momento cuales son las representaciones y las traducciones
entre representaciones manifiestas por e resolutor, cuando intenta resolver problemas de op-

timizacion y si es habil en el empleo de las mismas.

Somos consientes de que el estudio realizado no da sustento para establecer tipologias
de sujetos, pero proporciona una aproximacion inicial para las investigaciones que se quieran
realizar en esta direccion. Consideramos necesario gue se contintien realizando investigacio-
nes donde podamos observar la influencia de las representaciones en la resolucién de proble-
mas, sobre todo en aquellos problemas en la cual la representacion de partida es un enunciado

en lalengua natural.

Electronic Journa of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Val 7 (1) 2009, pp: 279-308 -305-



José L. Villegaset al.

Referencias

Anguera, M. T., Arnau, J., Ato, M., Martinez, R., Pascual, J., & Vallgo, G. (1995). Métodos
de investigacion en Psicologia. Madrid: Sintesis.

Artzt, A. F., y Armour-Thomas, E. (1992). Development of a cognitive-metacognitive frame-
work for protocol analysis of mathematical problem solving in small groups. Cogni-
tion and Instruction, 9(2), 137-175.

Ballard, J. (2000). Sudent’s use of multiple representations in mathematical problem solving.
(Doctoral Dissertation, Montana State University-Bozeman, 2000). UMI: 9989359.

Brenner, M. E., Mayer, R. E., Mosdley, B., Brar, T., Duran, R., Reed, B. S., & Webb, D.
(1997). Learning by understanding: The role of multiple representations in learning al-
gebra. American Educational Research Journal, 37(4), 663-689.

Campos, M. A., y Estrada, J. (1999). Representaciones matematicas de estudiantes preuniver-
sitarios en la resolucion de un problema de optimizacion. Educacion Matematica,
X1(2), 30-50.

Castro, E. (2008). Resolucion de problemas. Ideas, tendencias e influencias en Espafia. En R.
Luengo, B. Gémez, M. Camacho y L.J. Blanco (Eds.), Investigacion en Educacion
Matematica XI| (pp. 113-140). Badajoz: SEIEM

Castro, E., Morcillo, N. y Castro, E. (1999). Representations Produced by Secondary Educa-
tion Pupils in Mathematical Problem Solving. En F. Hitt, & M. Santos (Eds.), Pro-
ceedings of the Twenty First Annual Meeting of the North American Chapter of the In-
ternational Group for the Psychology of Mathematics Education. Vol 2. (pp. 547-
558). Columbus, OH: ERIC Clearinghouse for Science, Mathematics, and Environ-
mental Education.

Cifarelli, V. (1998). The development of mental representations as a problem solving activity.
Journal of Mathematical Behaviour, 17(2), 239-264.

Cuoco, A.A, y Curcio, F. R. (Eds.) (2001). The roles of representation in school mathemat-
ics. Reston, Virginia: The National Council of Teachers of Mathematics.

Dane, F. C. (1990). Research methods. Pacific Grove, CA: Brooks/Cole Publishing.

DeBdllis, V.A., y Goldin, G.A. (2006). Affect and meta-affect in mathematical problem solv-
ing: arepresentational perspective. Educational Studiesin Mathematics, 63, 131-147.

Dreyfus, T (1991). Advanced mathematical thinking processes. En D. Tall (Ed.). Advanced
mathematical thinking (pp. 25-41). Netherlands: Kluwer Academic Publishers.

Duval, R. (1993). Semiosis y noesis. En lecturas en didactica de las matematicas: Escuela
francesa (pp. 118-144). México: Seccion de matematica educativa del Cinvestav-1PN.

- 306 - Electronic Journal of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Vol 7 (1) 2009, pp: 279-308



Representaciones en Resolucion de Problemas: Un estudio de caso con problemas de optimizacién

Duval, R. (1998). Registros de representacion semidticay funcionamiento cognitivo del pen-
samiento. En F. Hitt (E) Investigaciones en matematica educativa Il, (pp. 173-201).
Meéxico: Grupo Editorial |beroamérica.

Duval, R. (2006). A cognitive analysis of problems of comprehension in alearning of mathe-
matics. Educational Sudiesin Mathematics, 61, 103-131.

Ericsson, K.A. y Simon, H.A. (1993). Protocol analysis. Verbal reports as data. Cambridge,
MA: MIT Press.

Ginsburg, H. P., Kossan, N. E., Schwartz, R., y Swanson, D. (1983). Protocol methods in re-
search on mathematical thinking. En H. Ginsburg (Ed), The development of mathe-
matical thinking (pp. 7-47). New Y ork: Academic press..

Goldin, G. (19984). Representational systems, learning, and problem solving in mathematics.
Journal of Mathematical Behaviour, 17(2), 137-165.

Goldin, G. (1998b). The PME Working Group on representations. Journal of Mathematical
Behaviour, 17(2), 283-301

Gutiérrez, J., Pozo, T., y Fernandez, A. (2002). El estudio de caso en laldgica de lainvestiga-
cion interpretativa, Revista Arbor: Ciencia, Pensamiento y Cultura, n® 675, tomo
CLXXI, pp. 533-558.

Hiebert, J., y Camperter, T. (1992). Learning and teaching with understanding. En D.A.
Grows (Ed.), Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp.65-97).
New Y ork: MacMillan Publishing Company.

Hitt, F (1996). Sistemas semi6ticos de representacion del concepto de funcion y su relacion
con problemas epistemol 6gicos y didacticos. En F. Hitt (Ed.), Didactica: Investigacio-
nes en Matematica Educativa (pp. 245-264). México: Grupo Editorial |beroamericana.

Hitt, F. (Ed.) (2002). Representations and mathematical visualization. PME-NA Working
Group (1998-2002). Mexico City: Cinvestav-IPN.

Janvier, C. (1987). Trandation processes in mathematics education. En C. Janvier (Ed.),
Problems of representation in the teaching and learning of mathematics (pp. 27-32).
Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

Junta de Andalucia (1989). Disefios curriculares de matematicas. Etapa 16-18. Sevilla: Con-
serjeriade Educacion y Ciencia.

Kaput, J. J. (1987). Representation systems and mathematics. En C. Janvier (Ed.), Problems
of representation in the teaching and learning of mathematics (pp. 19-26). Hillsdale,
NJ: Lawrence Erlbaum.

Electronic Journa of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Val 7 (1) 2009, pp: 279-308 - 307 -



José L. Villegaset al.

Koedinger, K. R., y Nathan, M. J. (2004). The Real Story Behind Story Problems: Effects of
Representations on Quantitative Reasoning. The Journal of the Learning Sciences,
13(2), 129-164.

Lesh, R., Post, T., y Behr, M., (1987). Representations and transl ations among representations
in mathematics learning and problem solving. En C. Janvier (Ed.), Problems of repre-
sentation in the teaching and learning of mathematics (pp. 33-40). Hillsdale, NJ:
Lawrence Erlbaum Associates.

Marcelo, C. (Coord) (1991). El estudio de caso en la formacion del profesorado y la investi-
gacion didactica. Sevilla: Universidad de Sevilla.

NCTM (1989). Curriculum and evaluation standards for school mathematics. Reston, VA: El
autor.

NCTM (2000). Principles and standards for school mathematics. Reston, VA: El autor.

NCTM (2006). Curriculum Focal Points for Prekindergarten through Grade 8 Mathematics.
Reston, VA: El autor.

Porzio, D. (1999), Effects of differing emphases in the use of multiple representations and
technology on students understanding of calculus concepts. Focus on the Learning
Problems in Mathematics, 21(3), 1-29.

Puig, L (1996). Elementos de resolucion de problemas. Granada: Comares.

Rico, L. (2000). Sobre las nociones de representacion y comprension en la investigacion en
educacion matematica. En L. C. Contreras, J. Carrillo, N. Climent, & M. Sierra
(Eds.), Cuarto Smposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Ma-
tematica. Huelva: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Huelva.

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical problem solving. New York, NY: Academic Press.

Schultz J. E., y Waters M. S. (2000). Why representation? Mathematics Teacher, 3(6), 448-
453.

Stake, R. E. (1999). Investigacion con estudio de casos. Madrid: Morata.

Villegas, J. L. (2002). Representaciones en resolucion de problemas: Un marco de andlisis de
protocolos. Trabajo de Investigacion Tutelada. Granada: Dpto. Didactica de la Mate-
mética. Universidad de Granada.

Villegas, J. L., y Castro, E (2002). Marco para el andlisis de protocolos de resolucion de pro-
blemas de optimizacién. En J. M2 Cardefioso, E. Castro, A. Moreno, & M2 Pefias
(Eds.), Resolucién de Problemas. Granada: Dpto. de Didactica de la Matemética. Uni-
versidad de Granada.

-308 - Electronic Journal of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Vol 7 (1) 2009, pp: 279-308



