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Resumen

Introduccién. Se presenta el andlisis de los problemas aritogftanteados por un grupo de estu-
diantes considerados con talento matematico arst¢éatieas de invencion de problemas y su compara-
cion con las actuaciones que presentan un grupodzstde estudiantes de un colegio publico ante las
mismas tareas. Este estudio se centro en caracteridentificar las diferencias entre las produees

de ambos grupos, con base en un esquema de acdfiféscionado en esta investigacion.

Método. La muestra esta conformada por dos grupos deiastes. El primero esta compuesto por 21
estudiantes identificados con talento matemétieb segundo esta formado por 19 estudiantes de se-
gundo curso de Educacion Secundaria de un colédilicp. Ambos grupos contestaron dos tareas de
invencion de problemas aritméticos que fueron amidmadas en este estudio. Los resultados se ana-
lizaron con base en tres categorias de analidgupas variables que estan relacionadas con lacestr

tura sintactica, semantica y matematica de los ossm

Resultados.Los problemas inventados por el grupo de estusbardn talento en matematica presen-
tan mayor rigueza que los del grupo del colegidipdpya que estan conformados por una mayor
cantidad de proposiciones, emplean diferentes tigoalimeros, requieren mas pasos y procesos de
célculo distintos para ser resueltos y presentanmenyor cantidad de relaciones semanticas distintas
Ademas, los resultados muestran algunos atributescgracterizan a los estudiantes con talento en

matematica cuando resuelven tareas de invenciprotemas.

Conclusién. El instrumento de invencion de problemas y el esguanalitico empleado permitieron
describir y explorar la actuacion de un grupo dedéantes considerados con talento matematico.
Ademas, las tres categorias de analisis y la golubé cada problema dan lugar a diez componentes
cuyos valores caracterizan la riqueza de los pnudsenventados por los sujetos. Por dltimo, elianal
sis estadistico realizado refuerza las diferenere®ntradas entre las producciones de ambos grupos

en estudio.

Palabras Clave: Talento matematico, invencion de problemas, riqgugzaenunciados, problemas

aritméticos, Educacion Matematica.
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The posing of arithmetic problems by mathematically
talented students

Abstract

Introduction. The analysis of the arithmetic problems posed lgyoup of mathematically talented

students considered at two tasks of inventing rmobkland their comparison with the actions that have
a standard group of students from a public schmtie same tasks is presented. This study focused o
characterizing and identifying the differences kesw the productions of both groups, based on a

framework of analysis made in this study.

Method. The sample consists of two groups of students. firet one consists of 21 students identi-
fied talented in math and the second one consi2® secondary students from a public school. Both
groups completed two tasks of invention of arithmptoblems that were not made in this study. The
results were analyzed based on three categoriasatysis and some variables that are related to the

syntactic, semantic and mathematical structurestiier

Results. The problems invented by a group of talented siteden mathematics have greater value
than the group of public school because they amgposed of a greater number of propositions, use
different types of numbers, require more steps @nodesses different calculation to be solved and
have a greater number of different semantic refatigps. Furthermore, the results show some attrib-

utes that characterize talented students in matieswahen solving tasks of inventing problems.

Conclusion. The instrument of inventing problems and the aiedl/framework used to describe and
explore allowed the performance of a group of stteleonsidered with mathematical talent. Moreo-
ver, the three categories of analysis employedtlamdolvability of every problem lead to ten compo-
nents whose values characterize the wealth of @nublinvented by the subjects. Finally, statistical

analysis reinforces the differences between thdymtions of both groups in the study.

Keywords: Mathematical talent, problem posing, richness afeshents, arithmetic problems, Math-

ematics Education

Reception: 06.23.15 Initial actzepre: 09.11.15 Final acceptange:24.16
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Introduccion

Esta investigacion se centrd en caracterizar ladyzciones en invencion de proble-
mas aritméticos de un grupo de sujetos identifisamin talento matematico y compararlas
con las que realiza un grupo estandar. Asi, ellpnad de investigacion considerado en este
trabajo comprende dos campos de estudio: la ingeri@ problemas y los sujetos con talento
matematico. Con respecto a la invencion de proldedsta es una linea de investigacion que
surge de estudios realizados en resolucion degm@d (Castro, 2008) y es tal que algunas
investigaciones (Freudenthal, 1973; Polya 1979y&d954; Brown & Walter, 1990; Eller-
ton 1986, Castro 2011; Espinoza, Lupiafiez & Seq@044) ponen de manifiesto su riqueza
como foco de investigacion.

En este sentido, ha sido abordada con el fin derarejas habilidades de resolucion
de problemas (Leung & Silver, 1997), estudiar nitos talento matematico (Krutetskii,
1976; Ellerton, 1986; Kesan, Kaya & Glvercin, 2Q18her una vision de la comprension de
los conceptos y procedimientos matematicos de stsdiantes (English, 1997; Brown &
Walter 1993), estudiar como los estudiantes mangjagstructuran su propio conocimiento

matematico (Pelczer & Gamboa, 2008).

En relacion con el talento matematico, econtrammseaste tema es de interés para la
comunidad de educadores e investigadores en Didadd la Matematica (Benavides, 2008),
lo que puede evidenciarse, por ejemplo, en losagule estudio propuestos en el ICME 10
(TSG4) o el ICME 11 (TSG6). En este sentido, Cagf®8), menciona que los estudios so-
bre el talento matematico se han centrado en teeglgs focos de investigacion: la caracteri-
zacion del talento matematico, el establecer meoas de identificacion y ofrecer alternati-
vas de intervencion. Centrandonos en la caractédizalel talento matemético, algunos in-
vestigadores (Krutetskii, 1976; Greenes, 1981; iasBeijo, Diaz & Rodriguez, 2004; Ban-
fiel, 2005), han observado y analizado el pensaimiegracteristico de estos estudiantes gene-
ralmente mediante tareas de resolucion de problgntasmcluyen que el razonamiento que
muestran es muy diferente de aquellos estudiantisanios en términos de velocidad y pro-
fundidad (Kesan, et al., 2010).

Otras investigaciones han caracterizado el talergtematico mediante tareas de in-

vencion de problemas. Al respecto se puede mencarestudio de Krutetskii (1976), quien
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reporté que los estudiantes con talento matempatdéan ver aquellos problemas que surgen
naturalmente de una informacion dada, mientrasapiestudiantes con baja habilidad hacia
la matematica no lo hicieron, incluso cuando elesfigtador les dio consejos.

En la investigacion realizada por Ellerton (198&),0bservo que los problemas inven-
tados por los estudiantes con mas habilidad rezpuierayor dificultad de calculo, presentan
una mayor cantidad de operaciones, implican uemmstumeérico mas complejo y utilizan el
lenguaje matematico con mayor fluidez que sus céempa menos capaces. El estudio tam-
bién concluye que hay poca evidencia que sugiesdagiestudiantes menos habiles planea-
ran sus problemas, mientras que los producidoggtodiantes mas habiles presentaron ma-
yor consistencia con el resto del problema, lo sugiere cierta planificacion. Ademas, se
observé que los estudiantes mas habiles saben @solver sus propios problemas, mientras

gue sus comparieros menos capaces no siempre saliEmge empezar.

Silver & Cai (1996), también propusieron este tilgatareas a estudiantes con mayor y
menor habilidad matematica. Los resultados indgranlos estudiantes del grupo alto (mayor
habilidad matematica) generaron no solo mas praddematematicos, sino que también mas
problemas matematicos complejos que sus compafgg bajo) y que el rendimiento de
los estudiantes en la resolucién de problemas tmaoalta correlacion con su rendimiento en
el planteamiento del problemas. También se obsguedos estudiantes del grupo alto plan-
tearon una cantidad significativamente mayor délproas matematicos que implican dos o

mas relaciones semanticas que sus compafierosugel logjo.

Por ultimo, Kesan et al. (2010), estudiaron el tefele las actividades de invencion de
problemas en el desarrollo de habilidades mateasate 40 estudiantes con talento matema-
tico. El estudio concluye que este tipo de actiedason efectivas para mejorar las habilides
de los estudiantes en resolucién de problemaspasd su rendimiento en matematica, espe-

cialmente para tareas no rutinarias y de compaosgigerta.

A pesar de estos antecedentes, existen pocos@asak relacionen ambos topicos,
de manera que pongan de manifiesto las caractadgparticulares que presentan los estu-
diantes con talento matematico ante tareas de ¢iwede problemas o si esta actividad pue-
de emplearse como técnica diagnostica. Por esta,raws centraremos en caracterizar la
actuacion de un grupo de estudiantes consideradotatento matematico, ante tareas semi-
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estructuradas de invencion de problemas aritmetamsstruidas especialmente para este es-
tudio y compararlo con las actuaciones que presamiagrupo de estudiantes de un colegio
publico ante la misma tarea. Ademas nos interesatifatar indicios del uso de la invencién

de problemas como herramienta para identificadesties con talento en matematica.

A continuacioén se tratan algunos conceptos relacios con los sujetos con talento

matematico, la invencién de problemas matematidos problemas aritméticos.

Talento matematico

Algunos autores sostienen que los estudiantesabemtd presentan caracteristicas que
los diferencias del resto de sus compaferos. Rorpdp, Greenes (1981) menciona que pre-
sentan un mayor ritmo de aprendizaje, excelentearian excepcionales capacidades verba-
les y de razonamiento y gran poder de abstracéléro, ¢quiénes son los estudiantes con

talento?

Al respecto, se diferencian cinco nociones dehtal®rientadas en distintos aspectos:
al logro o rendimiento, a lo innato, a la interéccentre lo innato y el medio ambiente, a mo-
delos cognitivos y a modelos sistémicos (Villarralflartinez & Benavides, 2004). En este
estudio trataremos la nocién de talento orientddogeo o rendimiento, ya que nos centra-

mos en estudiar el rendimiento de estudiantes derslos con talento matematico.

De igual forma estudiaremos un talento especiitdalento matematico, por lo que
adoptamos la definicion de Passow (1993), paraimeds a los alumnos que han demostrado
aptitudes especificas en el area de matematices pBsjue uno de los grupos seleccionados
esta conformado por estudiantes que han demostaddase en pruebas de seleccion, apti-
tudes especificas en el area de matematicas. &ridrelcon las habilidades que caracterizan
el desempefo de esos sujetos en matematicas, R4R20062) recoge los hallazgos de varios
investigadores entre los que cita a Freiman (20§&ign propone habilidades como las si-
guientes: cuestionar con espontaneidad aspectosguaas alla de tareas escolares; transitar
con facilidad entre diferentes estructuras matemastifocalizar los puntos clave de los pro-
blemas; desarrollar estrategias eficientes deuegwl de problemas; producir ideas origina-
les, valiosas y extensas, entre otras. Precisancentesta ultima habilidad establecemos el

vinculo con la invencion de problemas.
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En cuanto a la identificacion del talento matenmgtge usan diversos métodos tanto
de enfoque cualitativo como cuantitativos; sin embalos mas utilizados han sido los test
estandarizados, corriendo el peligro de rechazaii@s que deberian ser identificados como
talentos matematicos (Benavides, 2008). Por est@stigaciones en Espafia recomiendan
emplear instrumentos adicionales a los que traaidinente son utilizados, con el objetivo de
identificar un mayor niumero de estudiantes comtal¢Hernandez & Gutiérrez, 2014).En
este sentido, algunos autores (Krutetskii, 197&rtin, 1986, Kesan et al., 2010) destacan
el uso de la invencion de problemas como una h&rdenque podria emplearse tanto en la
identificacion de estudiantes con talento materaatomo en la comprension de la naturaleza
de las habilidades mateméticas de nifios consideremio talento matematico. Por ejemplo,
en el estudio de Getzels y Jackson (1962; citaddilgar, 1994) y Balka (1974), se utilizaron
actividades de invencion de problemas en el propasa identificar individuos creativos, el
cual es un rasgo presente en los sujetos concalpaxidades (Marugan, Carbonero, Torres &
Leodn, 2012).

Invencion de problemas

El término invencién de problemas o planteamier@ubblemas, también conocida
en la literatura en inglés como “problem posingilgktrick, 1987; Brown & Walter, 1993;
Silver, 1994; English, 1997), consiste en la forwidn de nuevos problemas, asi como la
reformulacién de situaciones dadas (Silver, 199e& Cai, 1996; English, 1997). En este
sentido, Silver (1994) menciona que este procegmsde llevar a cabo de tres formas dife-
rentes: (a) antes de resolver un problema, cuandad se persigue no es la solucion, sino la
formulacién de uno a partir de una situacion o gepeia, (b) durante la solucion de un pro-
blema complejo, reformulandolo en situaciones nediflas, y (c) después de resolver un
problema, cuando se busca modificar el objetivadadn o pregunta del mismo, con el fin

de generar nuevos problemas.

Por otra parte, se identifican tres formas en ledes se podrian formular problemas:
situacion libre, situaciones semiestructuradasuasiones estructuradas (Stoyanova, 1998).
En la primera, los estudiantes no tienen restn@sopara inventar problemas; mientras que
en las situaciones semiestructuradas se les prapenplanteen problemas con base en algu-
na experiencia o situacion. Por ultimo, las sitoaes estructuradas, son aquellas en las que se

reformulan los problemas dados o se cambia la camddel mismo.

- 374- Electiodournal of Research in Educational Psychologly(2), 368-392ISSN:1696-2095. 2016. No 39
http://dx.doi.org/10.14204/ejrep.39.15067




Johan Espinozet al.

Asi, consideramos que la invencion de problemangsroceso matematico complejo,
en el que se construyen uno o mas problemas a gart interpretacién personal o significa-
do dado a una situacion concreta o un problemagmente dado.

Problemas aritméticos

Dado que en este estudio se propusieron dos tdee@wencion de problemas mate-
maticos aritméticos, consideramos pertinente expl@aneocion de problema matematico que
empleamos en nuestro estudio. Asi, adoptamos i@mpcopuesta por Castro (1991), quien
sefala cinco componentes que debe incluir unacsitugara ser considerada un problema
matematico: una proposicion (enunciado oral o 9¢ninos datos conocidos; una intencion
(movilizar una 0 mas personas para que lo resuglvama meta (llegar a un resultado) y un

proceso (modo de actuacion para alcanzar el resilta

Consideramos que un problema es aritmético sigdsien problema matematico, pro-
porciona informacion de caracter cuantitativo,dadicion en el enunciado expresa relaciones
cuantitativas entre los datos y la pregunta senefal calculo de una o varias cantidades o
relaciones entre cantidades (Puig & Cerdan,198&nbién consideraremos como aritmeético,
aquel problema que emplee incognitas o ecuacioeempre que la solucidén de este se base en

una técnica aritmética o predominantemente aritaéGasco & Villarroel, 2014).

En relacion con su clasificacion, Puig & Cerdan88)9 mencionan que un problema
aritmético se puede clasificar, segun su estrudpesatoria, en: aditivo de una etapa, multi-
plicativo de una etapa, aditivo de mas de una etapHiplicativo de mas de una etapa y pro-
blemas de varias operaciones combinadas. Estesosltson también llamados problemas
mixtos y son aquellos que combinan las estructadés/as y multiplicativas y su resolucion
requiere de mas de una relacion entre los datagr(C &t al., 1997). Con respecto a las varia-
bles de estudio de los problemas aritméticos, Bu@erdan (1988), destacan las variables
sintacticas que estan relacionadas con el ordatagiones de las palabras y simbolos que
contiene el enunciado. Por ejemplo: longitud deinerado, complejidad gramatical, presen-
tacion de los datos, ubicacion de la pregunta,Gdstro (1995), menciona otro tipo de varia-
ble denominada proposicion interrogativa, la cealetaciona con la pregunta del problema y
puede hacerse sobre una asignacién o relaciémer SilCai (2005), agregan un tercer tipo de
proposicion interrogativa denominada condicionalleecual la pregunta establece una condi-

cion entre dos elementos, por ejemplo: Si Mariarrec 300 metro mas que Pedro, ¢ cuantos
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metros recorri0 Maria? Estos autores asocian estable con la complejidad lingtiistica de

un problema.

Por otra parte, Castro, Rico & Gil (1992) destaoasndatos numéricos en el enuncia-
do, los cuales pueden distinguirse segun el camjutamarno de los niumeros, la inclusion de
datos superfluos, las operaciones necesarias @ashténcién del resultado y el algoritmo
empleado en cada operacion. Castro et al., (189¢§ referencia a esta variable y menciona
que si los calculos necesarios para resolver uplgra aritmético implican solo adiciones y

multiplicaciones entonces es un problema de dosepos.

Por ultimo, se debe considerar la componente séragiNesher, 1982; citado en Puig
& Cerdan, 1988), la cual se clasifica en cambimlzioacién, comparacion e igualacion para
los problemas aditivos y comparacion multiplicatiigualacion, isomorfismo de medidas y

producto de medidas para los problemas de esteuctultiplicativa.

Objetivos

El objetivo general del estudio consiste en desc@nalizar y caracterizar la capaci-
dad de un grupo de estudiantes considerados @ndahatematico en tareas de invencion de
problemas aritméticos verbales. Ademas, se preteeideminar indicios del uso de la inven-
cion de problemas como herramienta para identiéistudiantes con talento matematico.

Para ello se planteron los siguientes objetivogd§ipo: (1) construir un instrumento
de planteamiento de problemas con dos tareas ac&ines semiestructuradas de invencion
problemas aritméticos verbales; (2) definir un rdétanalitico en base a categorias y varia-
bles que permitan caracterizar las produccionesnu®s grupos de estudiantes ante la tarea
de invencion de problemas aritméticos, e (3) idieati diferencias entre los problemas inven-

tados por ambos grupos con base en las categartasponentes de analisis definidas.

Método

Participantes

Los sujetos de estudio corresponden a dos grupestddiantes espafoles con carac-
teristicas diferentes. El primero, denominado "grtgdento"”, estd conformado por 21 estu-
diantes considerados con talento matematico queiparon en el proyecto ESTALMAT
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Andalucid durante el curso 2010-2011 y que tienen edadepremmiidas entre los 13 y los
15 afos. Este proyecto pretende detectar y estirdulante dos afios académicos el talento
precoz en matematica de un grupo de alumnos deoseamdaluces escogidos mediante la
realizacién de pruebas de selec@id segundo lo conforman 19 estudiantes de tep@eto

del Instituto de Educacion Secundaria Nazari, wlmi@n Salobrefa, provincia de Granada, y

gue denominaremos “grupo estandar”. Estos est@didi@nen entre 14 y 15 afios.

Instrumento

Se elaboré un cuestionario formado por dos tareagspondientes a situaciones se-
miestructuradas de invencion de problemas (Stoywnb998), que permitieran a los estu-
diantes poner en practica elementos que estanamdaos con el talento, como son sus habi-
lidades, conocimientos matematicos y creatividasie Kiltimo es considerado como uno de

los rasgos que definen a la persona superdotadaigita Carbonero, Torres & Ledn, 2012).

Para el disefio del instrumento se tomo en cuertkase de informacion que propor-
ciona el problema, el tipo de informacion que pereta desconocida y que el contexto esco-
lar presentado en la situacion fuera familiar gasaestudiantes (Moses, Bjork, & Golden-
berg, 1990). Ademas, se solicitd a los estudigpiastear problemas que considerasen difici-
les de resolver, ya que nos interesaba que tontaractividad como un reto y se esforzaran
en poner en practica sus conocimientos, habilidamteatividad y experiencias previas cuan-
do inventaran problemas. Esta indicacion se haeadpl eficazmente en otras investigacio-
nes, como la de Ayllén (2012). Este instrumento rfessado y analizado por expertos en
Didactica de la Matematica y posteriormente secéaplna prueba piloto con un grupo peque-

fo de estudiantes, quedando finalmente como sigue:

Tarea 1 De acuerdo con la informacion de la siguienterfig inventa un problema
matematico que te parezca dificil de resolver y@usu resolucion se utilice una o varias de
las operaciones de suma, resta, multiplicacionvsidn. Si lo consideras necesario puedes

agregar mas datos o informacion.

! El programa ESTALMAT (Estimulo del Talento Mateind) es una iniciativa de la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Espafasej@oncreta en un programa formativo para essotam
talento matematico. Se pueden consultar sus basepe/www.estalmat.org.a concrecion del programa de la
comunidad autbnoma andaluza esta disponiblgter/thales.cica.es/estalmat

2 http://thales.cica.es/estalmat/?2gq=node/39
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Figura 1. Imagen utilizada en la primera tdrea

Tarea 2 Con la siguiente informacion inventa un problemstematico que te parezca
dificil de resolver y que en su resolucion se adiluna o varias de las operaciones de suma,
resta, multiplicacion o division. Si lo considerscesario puedes agregar mas datos o infor-

macion.

“Un tren con cuatro vagones para pasajeros salmaestacion a las 9:00 h con des-

tino a Malaga. El tren tiene una capacidad maxiara @94 pasajeros”.

Descripcion de las categorias y componentes dasasal

Para elaborar las categorias de analisis considertam caracteristicas de esta inves-
tigacion y realizamos una revision de las varialdlesestudio de los problemas aritméticos
propuestas por Puig & Cerdan (1988); Castro (19€@8ktro et al., (1992) y los esquemas
empleados por Leung & Silver (1997); Silver & Ca0Q5; 1996); Cazares (2000); Ayllon
(2012). Asi, definimos tres categorias de anajises cada una de ellas variables de estudio

que se explican con mayor detalle en Espinoza dfigzi & Segovia (2015).

En la primera categoria, denominada estructuractiof, se estudio la longitud del
enunciado, tipo de proposicion interrogativa y tge nimeros empleados. La longitud del
enunciado fue analizada de acuerdo a la cantidgutagmsiciones presentes, las cuales co-
rresponden a expresiones explicitas en el textasgigman un valor numérico o una cantidad
a una variable, o bien, establece una relaciontitative entre dos variables. El tipo de pro-
posicion interrogativa se relaciona con la preguaeigproblema y se clasifican en proposicio-

nes de asignacion, condicionales o relacionaldgefS8 Cai, 2005). Los numeros pueden ser

3 Figura obtenida de
http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducafivem2009/problematic/menuppal.html
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enteros o racionales, estos ultimos en sus distsiktemas de representacion, expresion de-

cimal o fraccionaria.

La segunda categoria, llamada estructura mateméieanalizada de acuerdo con el
tipo de estructura operatoria (aditiva, multiplicato mixta), y nimero de etapas o pasos en
cada estructura para resolver el problema, tipaspdeacion aritmética (suma, resta, multipli-
cacion o division), cantidad de procesos de caldigtintos implicados en la solucion del

problema, segun Castro, et al (1997) y cantidgobdes distintos para resolver el problema.

Por ultimo, en la categoria de estructura semartisgproblemas fueron estudiados en
relacién a su estructura semantica (Cambio, Cornldinaigualaciéon y Comparacién para los
problemas aditivos e Isomorfismo de medidas, Coagian y Producto de medidas para los

multiplicativos) y cantidad de relaciones semamtidigtintas presentes en el enunciado.

Las componentes de las tres categorias y la salda@bproblema permiten caracteri-
zar los enunciados de los estudiantes y evaluagseza. Para estudiar si existen diferencias
significativas entre las producciones del gruperttd y el grupo estandar, hemos aplicado el
estadistico Chi-cuadrado por la correccion porinaidad de Yates, ya que se cumple la exi-
gencia de que los valores esperados de al mer8¥elde las celdas de contingencia, sean
mayores que 5. Para efectuar ese analisis hemdsaaopun software comercial (SPSS para
Windows, version 19; SPSS Inc., Chicago, IL, Estddnidos).

Esquema para valorar la solucién de las produccgde los estudiantes

Todas las producciones de los estudiantes fueesifichdas en resolubles y no reso-
lubles. Dentro de éstos encontramos no resolublegpesentaron caracteristicas importantes
de analizar. Por ello los clasificamos como incatgd (Puig & Cerdan, 1988) y los distin-
guimos de aquellos que presentan incompatibilidatematica de tipo numérico o concep-
tual. Los problemas matematicos resolubles y nolubkes incompletos o que presentan in-
compatibilidad matematica de tipo numérica se aaaln desde su estructura sintactica, se-
mantica y matematica explicado anteriormente. Mésngue los problemas matematicos que
presentan incompatibilidad matematica de tipo cotuzé fueron analizados s6lo desde su
estructura sintactica, pues no era posible andizsastras dos estructuras. La figura 2 muestra

el esquema utilizado para valorar las produccioledss estudiantes.

Electronic Journal of Research in Educational Psjlogy, 142), 368-392ISSN:1696-2095. 2016. no. 39
http://dx.doi.org/10.14204/ejrep.39.15067

- 379 -



La invencién de problemas aritméticos por estudgnbn talento matematico

- [ Producciones de los estudiantes ]

L No matematicas J
I_ | Mateméticas/aritmétice{s—l
[ Resalubled

| No resoluble4 | Incomoletosl

Incompatibilidad
matematica

Concentual

Andlisis de:
*Estructura sintactica
* Estructura semantic

« Estructura matematiga

Andlisis de
estructura
sintactica

Figura 2. Esquema para valorar las producciondssdestudiantes

Procedimiento
Una vez fijado los objetivos y confeccionado elrmsientos y el esquema para valo-

rar las producciones de los estudiantes, se solecitolaboracion de los profesores de ambos
grupos para aplicar en un tiempo de 20 minutosryseparado el instrumento de invencién de
problemas. Este se aplico de igual forma en lesgiopos y consistié en que el entrevista-
dor-investigador entrego las dos hojas con lassade invencion de problemas a cada estu-
diante y les indico que la actividad propuesta fsenparte de una investigacion que se reali-
za en el Departamento de Didactica de la Matemd#ada Universidad de Granada, con rela-

cion a los procesos de invencién de problemas néiens.

Resultados

En este apartado se presentan los principalegadealobtenidos de las producciones
de ambos grupos de estudiantes a las dos taradegulas. A continuacion se muestran las
caracteristicas generales de los problemas inventadeguidamente se exponen los resulta-

dos obtenidos segun la estructura sintactica, néiesny semantica de los problemas.

Caracteristicas generales de los problemas invesgad

En primera instancia resultd que todos los enupsiagventados por los estudiantes
son problemas matematicos, de los cuales el 65%esmtubles. Es interesante hacer notar
gue los estudiantes del grupo estandar plantear@amayor proporcién de problemas resolu-
bles (74%) que el grupo talento (57%). Este redalsorprende ya que se espera que ocurra

lo contrario; a falta de la realizacion de otraudgi mas amplio que los confirme, pueden ser
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varios los factores que inciden: mejor actitud glelpo talento ante las matematicas, menor

ansiedad y miedo a equivocarse, el no tener qué/szdos problemas que inventaban, etc.

También se obtuvo que los problemas no resoluldespompatibilidad matematica
representan el 22,5% (18 problemas, de los cu&léseton planteados por el grupo talento y
6 por el grupo estandar) y los problemas incompl&é®5 % (10 problemas, de los cuales 6
fueron inventados por el grupo talento y 4 porrapg estandar). Estos dos tipos de proble-

mas representan el 35% de los problemas matematicdscidos por los estudiantes.

Tabla 1.Distribucion de los problemas de acuerdo con solgslidad y grupo al
gue pertenece el estudiante
Problemas no resolubles
Incompletos Incompatilibidad

Problemas resolu

bles L Total
matematica
Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia %
Grupo talento 24 57,1 6 14,3 12 28,6 42
Grupo estandar 28 73,7 4 10,5 6 158 38
Total 52 65,0 10 12,5 18 22,5 80

Un problema planteado que presentd incompatibilisetematica de tipo numérica
porque 229 no es divisible por 3 es el siguieDeia estacion de tren de Madrid sale un tren
con cuatro vagones a las 9:00 h con destino a Malagdos los pasajes estan vendidos
(294) pero en un ultimo momento uno de los vagqonegiene capacidad para 65 pasajeros
sufre una serie de desperfectos por lo que debdagse en la estacion. Si los restantes va-

gones tienen la misma capacidad. ¢ Cuanto pasapreden subir a cada vagon?

Un ejemplo de problema clasificado como incomppeimgue no indica el total de per-
sonas que quedaron en el tren luego de la Ultimedpaes el siguient&n este viaje va lleno.
En una primera parada se bajan 2 parejas, una corhijo mas que la otra, y suben un nu-
mero de personas tal que quedan 290. En la segpadada bajan 10 parejas y suben 15
personas, y en la ultima antes de llegar, bajareBpnas y suben el triple de nifios que te-
nian las dos primeras parejas juntas. ¢ Cuantas s subieron en la primera parada y

cuantos nifios tenian cada pareja (de la 1° parada)?
Dado que ambos grupos plantearon problemas naubdeslque presentan caracteris-
ticas interesantes de analizar, consideramos camnten estudiar este tipo de problemas con
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base en cada una de las variables de estudio ataplea la investigacion.

Andlisis segun la estructura sintactica
Longitud del enunciaddRresulté que la cantidad promedio de proposicipnesentes
en los problemas es mayor en el grupo talento 5@ en el grupo estandar (3,44). La si-

guiente tabla muestra la caracterizacion de loslgneas de acuerdo con esta variable

Tabla 2.Distribucion de los problemas de acuerdo con latickd de proposi-
ciones, tarea y grupo al que pertenece el estudiant

.___Grupo talento Grupo estandar
"T1 T2 Total % | T1 T2 Total %
Una o dos proposicion 5 0 5 119 6 2 8 21,1
Tres proposiciones 2 1 3 7L 5 5 10 26,3
Cuatro proposiciones 3 2 5 119 6 2 8 21,1
7 5
4

Cantidad de proposicion

Cinco o seis proposiciones 12 286 2 7 9 23,7
Siete 0 mas proposiciones 13 17 405 O 3 3 7,9
Total 21 21 42 100,019 19 38 100,0

La tabla 2 muestra que el 69,1% de los problemamtados por el grupo talento es-
tan formados por cinco 0 mas proposiciones, misrmjtee el grupo estandar planteé6 el 31,6%
con dicha caracteristica. También se observa quxiapadamente la mitad de los problemas
inventados por el grupo estandar (47,4%), poseendrmenos proposiciones, en contraste

con el grupo talento quienes plantearon el 19%esta caracteristica.

Por otra parte, resultd que el promedio de la dadtde proposiciones presentes en los
problemas no resolubles (5,58) es mayor que eremubles (5,04). Esto se evidencio en el
planteamiento de una mayor proporcién de problengagesolubles que presentan cinco o
mas proposiciones (77,8%), que resolubles condmaicaracteristica (62,5%).

El analisis Chi-Cuadrado ha mostrado que las difgas entre ambos grupos son sig-
nificativas, pues el p-valor asociado es 0.004ntaato se debe rechazar la hipétesis nula. Es
decir, las variables Grupo y Numero de proposigasm dependientes.

Tipo de proposicion interrogativ&on respecto a esta variable, resultdé que la mayori
de las proposiciones interrogativas que plantelm®estudiantes del grupo talento y estandar
son de asignacion (52,4% y 60,5% respectivameBtejguiente es un ejemplo de problema
gue presenta una proposicion interrogativa de asign relacionado con la segunda takea:
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las 9:00 de la mafiana sale un tren con 50 pasajemol®s once vuelve con 70 pasajeros,

vuelve a salir y vuelve con 30 pasajeros. ¢ Cugpdsajeros han entrado y salido en total?

Tipos de numeros emplead@&e observd que ambos grupos prefirieron emplear nu-
meros naturales en el planteamiento de su prob(@M6&% en el grupo talento y 97,4% gru-
po estandar). También resulté que el 43,9% derisigmas planteados por el grupo talento
presentan el uso de numero racionales expresaatoseta notaciéon decimal como fracciona-
ria; mientras que el grupo estandar plante6 18,86%rdblemas con esta caracteristica. Ade-
mas, el grupo talento planteé casi el doble degraigin de problemas con dos o mas tipos de

nameros que el grupo estandar, los cuales corrdepan34,1% y 18,4% respectivamente.

Andlisis segun la estructura matematica
El analisis en esta categoria fue aplicado a 7Bl@mas, ya que dos que presentaron

incompatibilidad matematica son imposibles de resdhcluso con informacion adicional.

Tipo de estructura operatoria y cantidad de etapasa resolver el problemdesultd

gue la mayoria de problemas planteados por amhp®grson de estructura mixta; sin em-
bargo, el grupo talento plante6 una mayor propar¢8D%) que sus compafieros del grupo
estandar (55,3%). En contraste, el grupo estardated una proporcion mayor de problemas
de estructura multiplicativa (31,5%) y aditiva (1%,), que sus comparieros del grupo talento
(17,5% y 2,5% respectivamente). Ademas, se encaopuiedel 97,5% y 94,8% de los proble-
mas planteados por el grupo talento y estdndgrecésamente, son de mas de una etapa. La
siguiente tabla muestra los resultados obtenid@xderdo a esta variable.

Tabla 3.Distribucién de los problemas en relacion con laestura
operatoria, numero de etapas, tarea y grupo al peenece el estu-

diante

Estructura operatoria Grupo talento| Grupo estandar

y numero de etapas T1L T2 % | T1 T2 %
Estructura mixta 12 20 800 8 13 553
Multiplicativa de dosomasetapas 6 0 150 9 2 928,
Aditiva de dos o0 mas etapas O 1 25 1 3 105
Multiplicativa de una etapa 1 0 26 1 0 26
Aditiva de una etapa O O opb O 1 26

Total 19 21 100,019 19 100,0
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En este caso, agrupando los valores de la varggtactura en aditiva, multiplicativa
y mixta el p-valor asociado para la Chi-cuadrad6.645, lo que pone de manifiesto también
diferencias significativas entre ambos grupos. dtacién con la resolubilidad del problema y
esta variable, resultd que ambos grupos planteagsproblemas no resolubles con estructu-
ra mixta que problemas resolubles con dicha cafattita. Sin embargo, esto no fue asi en
los problemas de estructura multiplicativa y aditiya que la mayor proporcion de estos son
problemas resolubles.

Tipo de operacion y cantidad de procesos implicaglo$a solucion del problemaa

siguiente tabla muestra la clasificacion de lobf@mas de acuerdo con el tipo de operacion.

Tabla 4 .Distribucion de los problemas de acuerdo con & tie operacion
y grupo al que pertenece el estudiante

Grupo % Grupo

talento estandar

Tipo de operacion %

Suma 1 2,5 3 7,9

Multiplicacion 2 5,0 4 10,5

Suma-Multiplicacién-Divisién 4 10,0 1 2,6
Suma-Resta-Multiplicacion 5 12,5 3 7,9
Multiplicacion-Division 6 15,0 7 18,4
Suma-Multiplicaciéon 9 22,5 10 26,3
Suma-Resta-Multiplicacién-Divisién 9 22,5 3 7,9
Otra 4 10,0 7 18,4

Total 40 100,0 38 100,0

De acuerdo con la tabla 4, el 60% de los probletdehgrupo talento implicaban el
uso de multiplicacion-division, suma-multiplicacigrsuma-resta-multiplicacion-division. En
el grupo estandar, el 55,2% de los problemas regpuikas operaciones de multiplicacion,
multiplicacion-divisién y suma-multiplicacion. Erste caso el p-valor que arroja la Chi-

cuadrado es de 0.031 lo que muestra la signifidativde las diferencias entre ambos grupos.

Con respecto a la cantidad de procesos (Castio E2%) implicados en la solucién
del problema (tabla 5), resulté que el grupo talgnestandar plantearon respectivamente el
92,5% y 81,6% de los problemas con dos 0 mas mecéambién se observo que el 47,5%
de los problemas del grupo talento presentan tnes® procesos distintos; mientras que el
21,1% de los problemas del grupo estandar presgaitaantidad de procesos. Cabe resaltar
gue los estudiantes del grupo talento y estandatgdron una proporcion similar de proble-
mas con dos procesos o tres procesos (70% y 73gpeativamente). En el test Chi-
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cuadrado el p-valor resultante es de 0.018 lo ndiea diferencias significativas entre ambos
grupos. Por ultimo, consideramos que no existaratiicias en la cantidad de procesos impli-
cados en los problemas resolubles y no resolubles.

Tabla 5. Clasificacién de los problemas de acueaiola
cantidad de procesos distintos implicados en lacgmh, ta-
rea y grupo al que pertenece el estudiante

Cantidad de procesos Grupo talento | Grupo estandar
distintos T1L T2 % | T1 T2 %
Un proceso 2 1 7,5 4 3 184
Dos procesos 11 7 45,0 11 1BO,5
Tres procesos 4 6 250 3 2 13,2
Cuatro procesos 2 7 225 1 2 79
Total 19 21 100,0| 19 19100,0

Cantidad de pasos distintos para resolver el protdeObservamos que el promedio
de pasos para resolver el problema es mayor emgb galento (3,95) que en el grupo estan-

dar (2,92). La tabla 6 muestra la distribucionategroblemas de acuerdo con esta variable.

Tabla 6.Clasificacion de los problemas de acuerdo con
la cantidad de pasos distintos para resolverlogtay
grupo al que pertenece el estudiante
Cantidad de pasos Grupo talento| Grupo estandar
Distintos T1 T2 % | T1 T2 %

Un paso 1 1 50 2 1 7,9
Dos pasos 4 2 150 8 5 34,2
Tres pasos 3 2 125 4 6 26,3
Cuatro pasos 2 4 150 3 5 21,1
Cincoomaspasos 9 12 525 2 2 105

Total 19 21 100,019 19 100,0

De acuerdo con la tabla, la diferencia en los pthasetambién se reflejo en la canti-
dad de problemas que requieren cuatro o0 mas pasasser resueltos, puesto que el grupo
talento planted el 67,5% de este tipo y el grupanemar 31;6%. Otro aspecto interesante es
que los estudiantes del grupo estandar plantearamgran cantidad de problemas que requie-
ren entre dos y cuatro pasos para ser resuelt@®@/len contraste con el grupo talento don-
de el 42,5% presentan dicha caracteristica. Esitadfeente hay diferencias significativas

entre ambos grupos con un p-valor para el tescGdtrado de 0.003.
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En relacion con la resolubilidad del problema, seoatré que en el caso del grupo ta-
lento el promedio de pasos requeridos para restdsgiroblemas resolubles (4,04) es mayor
gue en los no resolubles (3,81), en contraste tgrupo estandar donde el promedio de pa-
sos es mayor en los no resolubles (3,4) que eresmdubles (2,75). Ademas, el grupo estan-
dar plante6 una mayor proporcion de problemas smubles con méas de cuatro pasos (50%),

que problemas resolubles con la misma caractexi@go).

Andlisis segun la estructura semantica

En esta categoria, al igual que en la anterioo, 8®lanalizaron 78 problemas.

Estructura semantica de los problemas aditivisestudiar solamente los problemas
de estructura aditiva, resulté que el grupo tal@hoted sélo un enunciado con esta caracte-
ristica, el cual presenta la estructura semantceathbio; mientras que en el grupo estandar
encontramos 8 problemas de este tipo, de los cdafgssentan la estructura semantica de
combinacion, 3 de cambio y uno de comparacion.oftarparte, de los 59 problemas de es-
tructura aditiva o mixta (33 inventados por el graglento y 26 por el estandar), se encontro
gue ambos grupos prefirieron plantear problemasod#inacion, seguido de problemas que

incluyen la componente semantica de cambio.

Estructura semantica de los problemas multipliaaivObservamos que las estructu-
ras semanticas mas utilizadas por el grupo tafeeton la de producto de medidas (71,4%) e
isomorfismo de medida (57,1%). En el caso del grestdndar, el 91,7% de los problemas
multiplicativos presentan la relacion semanticasdenorfismo de medida y el 25% producto
de medidas. Por otra parte, de los 72 problema&sttlectura multiplicativa o mixta (39 plan-
teados por el grupo talento y 33 por el grupo estgnse encontré que ambos grupos prefi-
rieron plantear problemas que incluyeran la comptnsemantica de isomorfismo de medi-

da, seguida de producto de medidas y en menor miopacomparacién multiplicativa.

Relaciones semanticas implicadas en los problemamsnEncontramos que el 66%
de los problemas mixtos planteados por el grupndst incluyen las componentes semanti-
cas combinacion-isomorfismo de medidas o cambimisfismo de medidas,; mientras que
el grupo talento plante6 solo el 13% con estasctaniagticas. En el caso del grupo talento no
es posible establecer una mayoria del uso espedéicombinaciones de estructuras seman-
ticas aditivas y multiplicativas implicadas en fpeblemas mixtos; sin embargo, la combina-
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cion que tiene mayor frecuencia (30%) es cambiobioation-isomorfismo de medidas o

cambio-comparacion aditiva-isomorfismo de medidas.

Cantidad de relaciones semanticas distinfabservamosjue el promedio de la canti-
dad de relaciones semanticas distintas es maygmugo talento (2,83) que en el grupo estan-

dar (1,89). En la siguiente tabla se profundiz@aaecp mas con respecto a esta variable.

Tabla 7.Clasificacion de los problemas de acuerdo con latickad de re-
laciones de estructura semantica diferentes, tgrgeupo al que pertenece
el estudiante

Cantidad de relaciones Grupo talento Grupo estandar
semanticas distintas T1 T2 Total % | T1 T2 Total %
Una relacién 3 1 4 10,0 7 3 10 26,3
Dos relaciones 6 4 10 25,0 10 12 22 579
Tres relaciones 9 8 17 42,5 2 4 6 15,8
Cuatro relaciones 1 6 7 175 O 0 0 0,0
Cinco o mas relaciones 0 2 2 50 O 0 0 0,0
Total 19 21 40 100,019 19 38 100,0

La tabla 7 muestra que el grupo talento plantedépnaporcion mayor (65%) de pro-
blemas con tres o mas relaciones semanticas dsijjute sus compaferos del grupo estandar
(15,8). Ademas, todos los problemas del grupo estandaepdses o menos relaciones se-
manticas y un porcentaje significativo presentas @lanenos relaciones semanticas distintas
(84,2%). También resultd que el grupo talento gregdr plantearon un porcentaje similar de
problemas que presentan dos o tres relaciones teasadistintas (67,5% y 73,7 respectiva-
mente). El p-valor asociado a la prueba Chi-cuadesdde 0.00 lo que muestra la significati-
vidad de las diferencias entre ambos grupos.

Discusion y conclusiones

En primera instancia, consideramos que el instroong® invencion de problemas vy el
esquema analitico empleado en esta investigacignitpon describir y explorar la actua-
cion de un grupo de estudiantes considerados temdamatematico. Ademas, las tres cate-
gorias de analisis empleadas y la solucion de pemldema dan lugar a diez componentes
cuyos valores caracterizan la riqueza de los pnadeinventados por los sujetos: longitud del
enunciado, proposicion interrogativa, nUmeros eagus, estructura operatoria, numero de

etapas, tipo de operacion, cantidad de procesnsdad de pasos en la resolucidn, estructura
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semantica y numero de relaciones semanticas. Ademdmn constatado diferencias estadis-

ticamente significativas entre las produccioneardbos grupos en estudio.

En este sentido, concluimos que los problemas tades por el grupo talento presen-
tan mayor rigueza que los planteados por el grefmdar, ya que estan conformados por una
mayor cantidad de proposiciones y tipos de numesigjieren mas pasos y procesos de
calculo distintos para ser resueltos y presentanuangor cantidad de relaciones semanticas
distintas. Este resultado es similar al obtenidogiterton (1986), pues los problemas inven-
tados por los estudiantes mas habiles requiriermyondificultad de calculo, presentaron una
mayor cantidad de operaciones e implicaron unmeteumeérico mas complejo que los in-

ventados por sus compafieros con menor habilidad.

Con respecto a la resolubilidad de los problem@asclaimos que los no resolubles in-
ventados por el grupo talento presentan una maydrdad de proposiciones, tipos de nime-
ros y relaciones semanticas distintas que losubkas; sin embargo, estos Ultimos requieren
una mayor cantidad de pasos para ser resueltodidiarse observo que este grupo planted
una mayor proporcion de problemas no resolublesestmictura mixta y que presentan pro-

posiciones interrogativas de asignacion.

Consideramos que esto pudo suceder porque losadeslintentaron agregar condi-
ciones al problema con la intencién de hacerlo difésl, sin verificar que fuera resoluble. A
pesar de esto, creemos que es importante anatizgdajue inventar un problema resoluble
es una parte mas de la complejidad que conlleaatigidad de inventar un problema dificil.
Ademas, una gran proporcion de estos presentacomipatibilidad matematica de tipo nu-

mérica, pero son enunciados de una gran riqguezen $ag variables de estudio consideradas.

Por otra parte, tras analizar las produccioneoges$tudiantes del grupo talento con
base en el esquema analitico y las tres categiteiasalisis definidas en esta investigacion, y
tomando en cuenta las condiciones y los resultddasste estudio, concluimos que un estu-

diante con talento en matematicas se puede caractpor:

a) Inventar una gran cantidad de problemas no ressubl
b) Incluir en el enunciado del problema cinco o magppsiciones.
c) Emplear nimeros naturales y en menor proporciérensiracionales.
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d) Emplear dos tipos de nimeros distintos, ya seamalas o racionales expresados en
notacion decimal y/o fraccionaria.

e) Incluir como pregunta del problema proposicionésriogativas de asignacion.

f) Combinar la estructura aditiva y multiplicativa pagslantear problemas de estructura
mixta.

g) Incluir las relaciones semanticas de combinaciprogucto de medidas.

h) Plantear tres 0 mas relaciones semanticas distintas

i) Inventar problemas que requieren cuatro 0 mas gasagesolverlo.

j) Plantear problemas que presentan dos o mas pradesdsculo distintos en su solucion

y en menor proporcién tres 0 mas procesos.

Por altimo, concluimos que las actividades de isi@nde problemas pueden ser con-
sideradas en la identificacion de estudiantes atemto en matematicas. Esta afirmacion se
sostiene ya que los estudiantes del grupo taleostraron una mayor capacidad de invencion
de problemas en cuanto a la riqueza de los mismessgs comparieros del grupo estandar.
Ademas, percibimos una mayor dificultad al resoleerproblemas planteados por este gru-
po, puesto que al leer el enunciado no se idesltificde forma inmediata una solucién al

mismo.
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