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RESUMEN

El problema del lider-seguidor es un problema de decision secuencial en un mercado sin centros de servicio, donde
una empresa, la empresa lider, abre primero sus centros y otra empresa competidora, la empresa seguidora, entra mas
tarde en el mercado abriendo los suyos. La empresa lider elige las localizaciones teniendo en cuenta que la empresa
seguidora abrira sus instalaciones y capturara parte de la cuota de mercado. El objetivo de cada una de las firmas
competidoras es maximizar su cuota de mercado. Consideramos que el consumidor se comporta haciendo una
eleccion binaria utilizando la distancia como criterio de eleccion. Extendemos el modelo basico contemplando un
umbral en la regla de eleccion del cliente y costes de apertura dependientes de la localizacion. Formulamos las
extensiones del problema como un programa lineal a partir del modelo lineal basico.

Palabras clave: Localizacion competitiva, centroide, problema del lider-seguidor, problema de Stackelberg.

Linear Formulation for Extensions of the Leader-Follower
Competitive Location Problem

ABSTRACT

The leader-follower problem is a sequential decision problem where, in a market initially without service centers, a
firm, the leader, opens its centers and another competing firm, the follower, will enter later the market opening its
centers. The leader chooses the locations taking into account that the follower will enter the market opening its
centers and capturing part of the market share. The objective of each competing firm is to maximize its market share.
We consider that the clients will behave making a binary choice using the distance as basis for her/his choice crite-
rion. We extend the basic model by considering a threshold in the client choice rule and opening costs depending on
the location. We get formulations of the problem extensions as linear programs from the basic linear model.
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1. INTRODUCCION

Los modelos de localizacion competitiva representan situaciones en las que
dos o mas empresas compiten para alcanzar ciertos objetivos. Normalmente el
objetivo es maximizar los beneficios o la cuota de mercado, aunque pueden
perseguirse otros como la minimizacion de la cuota de mercado del competidor
o la maximizacion de la diferencia entre la cuota de mercado propia y la del
competidor. Cuando los bienes ofrecidos por las empresas son esenciales la
demanda debe satisfacerse en su totalidad y se reparte entre las firmas que ope-
ran en el mercado, en este caso los tres objetivos mencionados son equivalentes.

Obviamente, la variable de decision relevante en un modelo de localizacion
es la ubicacion de los centros de servicio, sin embargo el problema puede incor-
porar otras, por ejemplo el precio del producto, la cantidad ofertada, el tamafio
de los centros, y otros atributos de las instalaciones. En este trabajo considera-
mos que la tinica variable de decision es la localizacion.

En general, la decision del consumidor suele basarse en la distancia o tiempo
de desplazamiento hasta los centros de servicio y en algunas propiedades de
estos centros, todo ello conforma el atractivo de los centros para los clientes.
Por otro lado, el comportamiento del cliente viene modelado por la regla de
eleccion del consumidor, dicha regla determina los centros que serdn visitados
por los clientes. Algunas de las reglas de decision que podemos encontrar en la
literatura son las siguientes:

e Regla de eleccion binaria, los clientes eligen el establecimiento mas cer-
cano.

e Regla de eleccion parcialmente binaria, los clientes eligen el estableci-
miento mas cercano de cada una de las firmas que operan en el mercado.

e Regla de eleccion proporcional, los clientes eligen todos los estableci-
mientos y utilizan en ellos una cantidad de poder de compra que viene
dada por una funcion decreciente de la distancia desde el cliente al
establecimiento.

e Reglas de eleccion gradual, donde la proporcion de demanda en un punto
capturada por un centro viene dada por una funcion decreciente de la dis-
tancia entre dicho punto y el centro. Si esta distancia supera cierto valor
entonces la funcion toma el valor 0, y si es inferior a otro valor dado en-
tonces el valor de la funcién es 1.

Aunque es poco realista pensar que pequeiias diferencias en la distancia son
perceptibles para el individuo, el modelo binario es 1til para las aplicaciones en
las que el producto puede ser considerado homogéneo y se supone que los esta-
blecimientos son idénticos, como por ejemplo los quioscos de periddicos y las
farmacias. Otros modelos sustituyen esta regla de eleccion por otras que incor-
poran un umbral de sensibilidad y funciones de reparto, de manera que, dentro
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de cierto rango de la distancia al establecimiento, la demanda se reparte entre
las firmas competidoras (ver, por ejemplo, Devletoglou (1965), Devletoglou y
Demetriou (1967) y Berman y Krass (2002)). Opuesta a la regla binaria se en-
cuentra la regla de eleccion proporcional (Hakimi, (1990), segin esta regla un
cliente utiliza todos los establecimientos visitandolos de acuerdo a una funcioén
decreciente de la distancia que lo separa de ellos. En este caso, el modelo incor-
pora una funcion dependiente de las distancias entre clientes y establecimientos
que da la proporcion de demanda en un punto captada por un centro, esta pro-
porcidn puede interpretarse como la probabilidad de que un cliente acuda a un
establecimiento en funcion de sus localizaciones.

Otro elemento de los modelos de localizacion competitiva es el estado del
mercado o escenario donde las firmas van a ejecutar sus decisiones. Podemos
considerar las situaciones siguientes:

e No existen firmas operando en el mercado y la firma F| quiere entrar en el
mercado con p; establecimientos.

e Ya hay s firmas operando en el mercado. Cada firma F; tiene p; estableci-
mientos i=1, ..., s, y una nueva firma F., quiere entrar en el mercado
con p,. establecimientos.

e Hay s firmas operando en el mercado. Cada firma F; tiene p;
establecimientos i =1, ..., s y la firma F quiere abrir 7, establecimientos

y cerrar r;, establecimientos.

El problema de localizacion competitiva del lider-seguidor o problema de
Stackelberg es un problema de decision secuencial donde la empresa lider entra
primero en el mercado teniendo en cuenta que en el futuro otra empresa, la em-
presa seguidora, entrara en el mercado situando sus centros en las localizaciones
que le proporcionen la cuota de mercado maxima. Considerando que no existen
empresas operando en el mercado, la firma lider, F, quiere abrir p; estableci-
mientos en las localizaciones que minimicen la maxima cuota de mercado que
los competidores futuros puedan alcanzar.

Una solucion de Stackelberg o (#|p)-centroide es un par (X;,Yr*) donde Y, es
la estrategia Optima del seguidor si el lider tiene p establecimientos localizados
en X, ,yJX, es la estrategia preventiva 6ptima del lider, suponiendo que el se-
guidor abre  centros de servicio.

La denominacion (rp)-centroide para referirse a la estrategia optima del lider
fue introducida por Hakimi (1990) para el problema en redes. A la solucion
optima del seguidor cuando el lider instala sus centros en el conjunto X, la
llamo (r|X,)-medianoide. La estructura de red es uno de los espacios posibles
donde puede plantearse un problema de localizacion. En ese caso un centro de
servicio puede abrirse en cualquier punto de la red y hablaremos de problema de
localizacion en redes. El espacio donde se define un problema de localizacion
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puede también ser continuo, por ejemplo el plano, o discreto, en cuyo caso el
conjunto de puntos donde pueden instalarse los centros es discreto, normal-
mente finito. Para los problemas en redes, algunos resultados sobre la existencia
de solucion optima en el conjunto de vértices para el problema del (rX,)-me-
dianoide en diferentes escenarios, pueden encontrarse en Hakimi (1964) y Sua-
rez-Vega et al. (2004). Un estudio reciente de Spoerhase y Wirth (2007) incluye
un resultado de la discretizacion para el (1|p)-centroide en un arbol. Los resulta-
dos de la discretizacion permiten la resolucion de problemas en redes usando
herramientas disefiadas para resolver problemas en espacios discretos. En cier-
tos escenarios, estos resultados garantizan la existencia de un (7|X,)-medianoide
en el conjunto de vértices de la red el cual se convierte en el conjunto de locali-
zaciones candidatas para abrir los establecimientos. En otras situaciones, el
conjunto de candidatos depende de las localizaciones elegidas por el lider, ha-
ciendo el problema mas dificil.

Revisiones de los modelos de localizacion competitiva pueden encontrarse
en Eiselt y Laporte (1989), Eiselt et al. (1993), Friesz et al. (1988), Plastria
(2001), y Suarez-Vega et al. (2004), entre otros. En Santos-Pefiate et al. (2007)
se presenta un resumen del modelo lider-seguidor en redes. Kress y Pesch
(2012) presentan una revision de los modelos de localizacion competitiva se-
cuencial en redes. ReVelle (1986) formuld el Problema de Captura Maxima,
éste es el problema del seguidor discreto considerando la localizacion de varios
establecimientos, con una regla de eleccion binaria y demanda esencial. Una
revision del Problema de Captura Maxima y algunas extensiones se presenta en
Serra y ReVelle (1995). Algunos modelos incorporan, ademas de la localiza-
cion, otras variables que representan el atractivo de los establecimientos, consi-
deran otros objetivos como la maximizacion de una funcion de beneficios, o
involucran problemas de equilibrio localizacion-precio, localizacion-cantidad o
localizacion-atractivo (vease, por ejemplo, Santos-Pefiate et al. (1999)).

El problema de eleccion secuencial del lider-seguidor se formula como un
proceso de optimizacion en tres niveles simultaneos. El proceso incluye:

e El problema de eleccion del cliente: dadas las localizaciones del lider y
del seguidor, escoger el punto de servicio preferido.

o El problema de localizacion del seguidor: dadas las localizaciones del li-
der, seleccionar el conjunto de localizaciones del seguidor que maximiza
la demanda total captada por éste.

e El problema de localizacion del lider: obtener el conjunto de localizacio-
nes del lider que minimiza la maxima demanda que puede capturar el se-
guidor.

La resolucion del problema del lider-seguidor presenta cierta dificultad ya
que para cada posible opcion del lider la respuesta del seguidor es la solucion de
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un problema de optimizacién que es preciso resolver. No hay demasiadas pro-
puestas de algoritmos de solucioén para este problema de localizacion secuen-
cial. Entre los articulos que muestran procedimientos para encontrar una
solucion de Stackelberg tenemos los trabajos de Alekseeva et al.(2010), Benati
y Laporte (1994), Bhadury et al. (2003), Campos-Rodriguez et al. (2010), Re-
dondo et al. (2010), Serra y ReVelle (1994) y (1995), y Spoerhase y Wirth
(2009).

En este trabajo consideramos el problema de localizacion del lider-seguidor
discreto para bienes esenciales y una regla de eleccion binaria. La tnica variable
de decision es la localizacion y la decision del consumidor se basa Unicamente
en la distancia de desplazamiento. La funcion objetivo es la cuota de mercado.
En el modelo basico, el del (r|p)-centroide, se considera que la tinica limitacion
sobre las localizaciones de los competidores viene dada por el niimero de cen-
tros a establecer, entendiéndose que todas las localizaciones llevan asociado el
mismo coste de apertura de un centro. Proponemos otras versiones del modelo,
extendiendo el modelo basico mediante la introduccion de un umbral para dife-
rencia de distancias en la regla de eleccion binaria y de costes de instalacion
dependientes de la localizacion. Ambas extensiones obedecen a la necesidad de
contemplar modelos mas proéximos a la realidad. El umbral permite reflejar el
hecho de que los clientes deben percibir una diferencia significativa en las dis-
tancias para manifestar una preferencia que influya en su eleccion. Los costes
variables permiten reflejar el hecho de que el coste de instalacion de los centros
depende de manera significativa de la localizacion elegida. En esta extension
una restriccion presupuestaria sustituye a la limitacion sobre el nimero de cen-
tros que puede abrir cada empresa. Ambas extensiones se pueden considerar de
forma simultanea e incluyen al modelo basico como caso particular con umbral
nulo y coste uniforme de las localizaciones.

El trabajo est4 organizado de la manera siguiente. En la seccion 2 se describe
el modelo basico del lider-seguidor. Su formulacién como un programa lineal se
incluye en la seccion 3. En la seccion 4 presentamos las extensiones del modelo
basico y sus formulaciones como programas lineales. La seccion 5 contiene un
ejemplo. Finalmente, en la seccion 6 incluimos algunas conclusiones.

2. EL MODELO BASICO

Sea G(V, E) un grafo ored y C, L < V conjuntos con cardinal igual a |C|=n y
IL|=m. C es el conjunto de las localizaciones de los clientes, los puntos de de-
manda, y L es el conjunto de posibles localizaciones de centros de servicio. Sea
d(c,x) la distancia desde la localizacion ceC a la localizacion xeL. Sea w una
funcién de pesos sobre el conjunto de las localizaciones de los clientes, donde el
peso w(c) de la localizacion ¢ representa la demanda de los clientes ubicados en
ese punto.
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Primero consideramos el modelo en el que cada competidor va a localizar un
unico establecimiento. Denotemos por x a la localizacion del lider y por y a la
localizacion del seguidor. Para dos puntos x e y de L, la preferencia de cada
cliente en ¢ se establece por la siguiente regla “el establecimiento en yelL es
preferido por el cliente en ¢ a xelL si d(c,y) < d(c,x)”. En el caso de empates,
esto es, cuando las distancias del cliente al lider y al seguidor coinciden, esta
regla favorece al lider ya que seria éste quien capturaria toda la demanda en el
punto c.

Para cada par de localizaciones x, y € L, sea C(y < x) el conjunto de locali-
zaciones de clientes que cambian su eleccion de la localizacion x por la locali-
zacion y mas cercana. Entonces

C(y<x)z{ceC:d(c,y)<d(c,x)}. (D

La demanda total de los clientes que cambiarian a la localizacion y desde la
localizacion x se denota W(y < x) y vale:

W(y=<x)= wl(c).
(y=<x) C%) (c) @)
Sea
W*(x)zr?gch(y<x). 3)

Un x-medianoide es un punto yelL tal que W (x) = W(y < x). Un centroide
es un punto x €L tal que
W*(x*)zminW*(x). (4)

xel
Un centroide es un punto de L tal que la demanda total maxima de los
clientes que prefieren otro punto de L es la menor posible. Formalmente, un
punto x € L es un centroide para el espacio de localizaciones L y para el con-
junto de puntos de demanda C si minimiza su puntuacion, es decir x € L es un
centroide si

VyelL: W*(x)zmaxW(z-<x)SW*(y)zmaxW(z-<y). (5)
zel zel
Asi el problema del centroide es el problema minimax
min max W(z < x). (6)

El conjunto X~ de centroides viene dado por:

X" =argmin W’ (x) = arg min max ¥ (z < x). (7)
xel

xel zel

Consideremos ahora el problema de localizacion multiple en el que los pun-
tos x e y de L son sustituidos por conjuntos de p y r localizaciones, respectiva-
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mente. Esto es, sea p el nimero de establecimientos que abrira el lider y r el
numero de establecimientos que instalara el seguidor.

Sea L7 el conjunto de subconjuntos de L con g puntos, es decir
L' ={X cL:|X|=q}. (8)

La distancia desde la localizacion ¢ de un cliente hasta un conjunto de locali-
zaciones Z < L es

d(c,Z)zmin{d(c,z):zeZ}. )
Los clientes que cambian su eleccion al punto yeL desde un conjunto X < L
son aquellos mas cercanos a y que a cualquier punto de X. Por lo tanto
C(y<X)=()Cly<x)={ceC:d(c,y)<d(c,X)}. (10)
xeX
El conjunto C(Y < X) de localizaciones de clientes que captura el conjunto de
localizaciones Y < L frente al conjunto de localizaciones X — L es el conjunto

de puntos de C para los que existe un punto de ¥ mas cerca que cualquier punto
de X. Asi

C(Y<X)={ceC:d(c,Y)<d(c,X)}. (11)

Este es el conjunto de localizaciones de puntos c tales que para cualquier
punto x € X existe un punto y € Y mas cerca del cliente en ¢ de lo que lo esta x,

este punto y depende del punto ¢ y de la localizacion x. El conjunto C(Y < X) se
puede obtener de la siguiente forma:

cy=x=Jcuy=<x=JNCy=x=
yeY yeY xeX (12)

={ceC:VxeXElyeY:d(c,y)<d(c,x)}.

Finalmente, la demanda total de los clientes que captura el conjunto Y al
conjunto X es:
wy<Xx)= > we)

ceC(Y—<X)

(13)

Estas definiciones permiten extender las nociones de solucion dadas para el
caso en que las firmas competidoras instalan un tnico centro al caso en que las
firmas desean determinar las localizaciones para varios establecimientos.

Si X < L es el conjunto de las localizaciones de los establecimientos del li-
der, entonces un (r|X)-medianoide es el mejor conjunto de » puntos para abrir
los centros del seguidor. Formalmente, un conjunto de localizaciones Y € L es
un (r]X)-medianoide para el conjunto de puntos de demanda C si y solamente si

WY <X)>W(Z<X), VZel. (14)
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Denotamos Y,(X) al conjunto de (7|X)-medianoides, para cadar >0y X c L.
Entonces,

Y.(X)= W (Y < X).
(X)) argmax ( ) (15)

La nocion de (7|p)-centroide se introduce para definir la solucion del lider
cuando éste quiere instalar p establecimientos de manera que la demanda total
de los clientes que prefieren el conjunto de centros del seguidor sea minima.
Formalmente, un conjunto de localizaciones X € L es un (r|p)-centroide si y
solamente si

max W (Y < X) <max W (Y < Z), VZel”. (16)

Yel Yel

El valor de la puntuacion de X viene expresado por

W (X)=maxW (Y < X)=W({¥*< X), paraY*e¥ (X). (17)
Yel”

Entonces X € L” es un (r|p)-centroide si
W, (X)=minW, (Z). (18)
Zel?

Por lo tanto, un conjunto de localizaciones X e L” es un conjunto (r|p)-cen-
troide si y solamente si
X" cargminmax W (Y < Z). (19)
Zel? Yel’
Dado el conjunto de localizaciones X para el lider, un (#|.X)-medianoide es

una solucion optima para el seguidor. Un (r|p)-centroide es una solucion optima
para el lider.

3. FORMULACION LINEAL DEL PROBLEMA

El problema del lider-seguidor con varios establecimientos se formula como
un proceso de optimizacion en tres niveles simultaneos. Siguiendo la aproxima-
cion usada por Dobson y Karmakar (1987) y adaptada en Campos et al. (2010)
tenemos:

e El problema de eleccidn del cliente. Fijadas las localizaciones del lider y
del seguidor, el cliente escoge el punto de servicio que prefiere.

o El problema de localizacién del seguidor. Fijadas las localizaciones del li-
der, el seguidor selecciona el conjunto de localizaciones de sus servicios
que maximiza su demanda total captada.

e El problema de localizacion del lider. El lider determina el conjunto de
localizaciones que minimiza la maxima demanda que puede capturar el
seguidor.
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Para construir los programas lineales que describen estos tres problema
enumeramos el conjunto de las localizaciones de los clientes C= {¢;:
k € [1..n]} y el conjunto de posibles localizaciones de establecimientos L = {/;:
i € [1..m]}, y denotamos d; = d(cy,1;).

En el problema de eleccion de los clientes, las localizaciones del lider y del
seguidor son conocidas. Por tanto, disponemos, V i € [1..m], de los datos:

_ |1 siellider ha establecido un centro de servicio en /; 20
X. =
" 10 enotro caso 20)
_ |1 sielseguidor ha establecido un centro de servicio en /;
Vi = . (21)
0 en otro caso
El problema de los clientes, en términos de las variables:
1 sielcliente en ¢, elige un centro de servicio en /;
Zy = (22)
0 en otro caso
V k e [1..n],i € [1..m], se formula de la manera siguiente:
szi =1,
i=l1
Z; SX,+y;, i€[l.m]
2, <y, +1-dyy,, i,je[l.m]
z; <Y, +1—a(’]‘.l.fj, i,jell.m] (23)
2y <X +1-biX;, i, je[l.m]
2, <X +1-daky,, i je[l.m]
z;; €{0,1}, ie[l.m]
donde a;‘. y bl.’]‘. ,Vkell.n],ije [l..m], son parametros dados por:
e 1 si dy;<d, E_ 1 si d);<d, 24)
P10 siody2d, T 7 |0 si dki>dkj'

En el problema del seguidor las localizaciones del lider son conocidas. Por
tanto, Vi € [1..m], disponemos de los datos X, usados anteriormente y

utilizamos las variables definidas, V i € [1..m], en la forma:

1 siel seguidor establece un centro de servicio en /;
Vi = (25)

0 en otro caso
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El problema del seguidor queda:

m n
Maximizar z z hyzy

i=1 k=1

m

Sujeto a: Zyi =r,

i=1

m (26)
>z <1, kel.n]
i=1

z,—aly, <0, ie[l.m],ke[l.n]
Zy, Y € {0,1}, ie[l.m],ke[l..n]
donde los coeficientes de la funcion objetivo son los parametros A2;=w(cy),
k € [1..n], y los coeficientes de la matriz de restricciones son los parametros al.k
dados, V k € [1..n], i € [1..m], por :
. |1 st dki<min{dkj:)_cj=1}

at = . 27)
0 en otro caso

Por tanto, éste es un problema de optimizaciéon con una funcion objetivo
lineal, m(n+1) variables binarias y 1+n(1+m) restricciones lineales.

Por 1ultimo, para formular el problema del lider consideramos las variables:

1 siel lider establece un centro de servicio en /,
X, = (28)

0 en otro caso

donde i € [1..m], y las variables z;fi, ke[l.n],ie[l.m],j e J,definidas por:

Zjg =

; |1 sielclienteenc, elige/; frenteajeJ
(29)

0 en otro caso

m
siendo J = {1( ﬂ Es decir, J es el conjunto de indices correspondientes a la
r

enumeracion de los elementos del conjunto de soluciones del seguidor, L" = {Y:
j € J}. Introducimos los parametros cj; dados por:

{1 sid,; <d(c.Y))

J_
Chi =

(30)
0 en otro caso

parak € [l.n],i € [l.m],j € J.
Entonces el problema del lider queda formulado de la manera siguiente:
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Minimizar w

m

Sujeto a: in =p,
i=1

m

ihk —z’zlhkzié <w, jeJ
k=1

i=1 k=1

mo (31)
>z <1, ke[l.n],jeJ

i=1

z] —clx, <0, ke[l.nlie[l.m],jeJ

z.x; €{0,1}, kell.nlie[l.m],jeJ

w>0.

Este es un problema de optimizacion con una funcién objetivo lineal,

1+m+nm variables binarias y 1+ (14 m + nm) restricciones lineales.
r r

4. EXTENSIONES DEL MODELO

A partir del modelo basico, con restricciones tinicamente en el numero de lo-
calizaciones, podemos considerar diversas extensiones. Consideramos, 1) el
modelo con umbral en la regla de eleccion y con restricciones en el nimero de
localizaciones, 2) el modelo sin umbral en la regla de eleccion y con restriccio-
nes en el coste de las localizaciones, y 3) el modelo mixto con umbral en la
regla de eleccion y con restricciones en el coste de las localizaciones.

1) Elmodelo con umbral en la regla de eleccion y con restricciones en el
numero de localizaciones:

Consideremos ahora que en el modelo basico descrito anteriormente para
dos localizaciones distintas, x ¢ y de L, la preferencia de cada cliente situado en
¢ se establece como una funcién mondtona de la diferencia entre las distancias a
ellas; es decir, como una funcién monoétona de d(c,y) — d(c,x) (ver Campos et
al.,2011).

Consideramos que el establecimiento en yeL es preferido por el cliente en ¢
axel sid(c,y) <d(cx)— 6,y en caso contrario xeL es preferido a ye L. Defini-
das de esta forma, las preferencias son asimétricas. Habria aversion al lider si
0 <0, y aversion al seguidor cuando 6> 0. En el caso de una localizaciones x
con un centro del lider y otra localizacion y con uno del seguidor en el que la
diferencia de las distancias desde una ubicacion con clientes ¢ a ellas coincide
con el umbral, d(c,x) — d(c,y) = 0, la regla favorece al lider al que se le asigna
toda la demanda de los clientes en c.
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Para cada par de localizaciones x,y € L, sea C(y < x) el conjunto de localiza-
ciones de clientes que cambian su eleccion de la localizacion x por la localiza-
cion y mas cercana. En vez de la expresion (1), en este modelo queda:

C5(y<x)={ceC:d(c,y)<d(c,x)—5}. (32)

Los clientes que cambian su eleccion al punto yel desde un conjunto XcL
son aquellos mas cercanos a y que a cualquier punto de X en una diferencia
superior al umbral 6.

El conjunto Cs(Y < X)) de localizaciones de clientes que captura el conjunto
de localizaciones Y < L frente al conjunto de localizaciones X < L es el con-
junto de puntos de C para los que existe un punto de ¥ mas cerca que cualquier
punto de X en una diferencia superior al umbral J. Por tanto:

Cs(Y<X)={ceC:d(c,Y)<d(c,X)-5}=

(33)
={ceC:VxeXEIyeY:d(c,y)<d(c,x)—5}.
La demanda capturada que debe maximizar el seguidor es:
Ws(Y<X)=>{w(c):ceCs(Y < X)} (34)

Por tanto, dados » > 0 y X < L, el problema del seguidor es determinar el
conjunto Y tal que:

Wy(Y' < X)=max{W,(Y < X):YeL|, (35)
El valor o puntuacion de cada solucion X del lider es:
W (X)=maxW;(Y < X). (36)
Yel”
El problema de optimizacion del lider es:
max W (Y < X") = min max W (¥ < X). (37)
Yel Xel? yel’

El problema de los clientes ahora es:
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Dz, =1, kell.n]
i=1
z; $X, 4+, i€[l.m],ke[l.n]

z; Sy +1- aﬂyj, i,je[l.m],ke[l..n]
ml.k

[L.m]k e[1..n] (38)
i,je[l.m),k e[l..n]
[ e[l..n]

i,je l.n

zkl.le.-i-l—cﬁyj, i,je[l.ml,ke[l.n
e{O,l}, ie[l.m],ke[l.n]

donde los parametros al/ , b;/‘. y Ci]; ,Vkell.n],ij € [1..m], vienen dados por:

k_{lsic%<d@—5 59)

a. =
7700 siody2d, -6
1 si d,<d,+0
A (40)
0 si dy,>d,;+0
1 si d, <d,
S (41)
0 si dy=zdy

Obsérvese que estamos considerando que si comparamos centros de la
misma firma entonces el cliente prefiere el mas proximo.
El problema del seguidor vuelve a ser (26):

m n
Maximizar Z Z h.z,;

i=1 k=1

Sujeto a: Z v, =r,

m (42)
Dz, <1, ke[l.n]
i=1
z;,—ay, <0, ie[l.m]ke[l.n]
Z Vi e{O,l}, ie[l.m],ke[l..n]
donde, ahora, los pardmetros aik vienen dados, V k € [1..n], i € [1..m], por :
;|1 sidy <m1n{d 1X; —1} o
. (43)

0 en otro caso
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Por ultimo el problema del lider, seria, como en el modelo basico:
Minimizar w

Sujeto a: in =p,

i=1

Zn:hk —izn:hkz,{i <w, jeJ
k=1

i=1 k=1

m (44)
>z <, kell.nl,jeJ

i=1

2} —clx, <0, kell.nlie[l.m],jeJ

z,{i,xi 6{0,1}, kell.nlie[l.m],jeJ

w20

donde los parametros c,{i vienen dados,, V k € [1..n],i € [1..m],j € J, por:

) 1 sid,; <d(c¢.Y)+0
¢ ={ ¢ e (45)
0 en otro caso

2) Elmodelo sin umbral en la regla de eleccion y con restricciones en el coste
de las localizaciones:

Por otro lado, si cada posible localizacion tiene asociado un coste y tanto el
lider como el seguidor, en lugar de tener fijado el numero de establecimientos
que pueden abrir, tienen un presupuesto limitado, nos encontramos ante la se-
gunda extension propuesta que es el modelo sin umbral en la regla de eleccion y
con restricciones en el coste de las localizaciones. Aunque en el modelo basico
la limitacion del niamero de centros que pueden abrirse lleva implicita una res-
triccion presupuestaria, esta formulacion implica costes iguales para todas las
localizaciones. La segunda extension del modelo permite considerar costes dis-
tintos para las posibles localizaciones de los establecimientos.

Sea v una funcion de valor o coste sobre el conjunto de las posibles localiza-
ciones del conjunto L, donde v(x) representa el coste de la localizacion x. Sea P
el limite del coste total de los establecimientos que abrira el lider y R el de los
que instalara el seguidor. Las condiciones |X] = p y |Y] = r son reemplazadas por
v(X) < Py w(Y) <R respectivamente, siendo

v(X)= 3 v(x) y v(¥)= D v(). (46)

xeX yeY

Sea L el conjunto de subconjuntos de L con coste no superior a 0, es decir

°={XcL:v(X)<Q}. (47)
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En este modelo, el problema del cliente permanece exactamente igual que en
el modelo basico dado en (23). Sin embargo, el problema del seguidor es, dados
el presupuesto R > 0 y las ubicaciones del lider X < L, determinar el conjunto

Y'eL" tal que:
WY < X)=max{W (Y < X):Y e L"}. (48)
Y el problema del lider es, dados los presupuestos P > 0 y R > 0, determinar
el conjunto X" eL” tal que:

max {7 (Y < X*):¥ e "} =min{max{W(Y<X):YeLR}:XeLP}. (49)

El problema de programacion lineal del seguidor queda:

Maximizar Zthzki
i=1 k=1
Sujeto a: z\/l.yi <R,
" (50)
DIEFESR ke[l..n]
i=1

z,—aly, <0, ie[l.m)ke[l.n]
zwsy; €{0,1}, ie[l.m],ke[l.n].
Para este problema se usan los coeficientes v;=v([;) , i € [1..m], correspon-
dientes a los costes de las posibles localizaciones de los establecimientos.
De forma analoga, el problema de programacion lineal del lider queda:
Minimizar w

m
Sujeto a: Z\/,.xl. <P,

i=1

Zn:hk —izn:hkz,{i <w, jeJ
k=1

i=1 k=1
mo (51)
>z <1, ke[l.n],jeJ
i=1
z] —clx, <0, ke[l.nlie[l.m],jeJ
z.x; €{0,1}, kell.nlie[l.m],jeJ
w2 0.

donde j € J, es un indice que recorre todos los elementos de L, es decir, enu-
meramos L" = { Yijeld}.
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3) El modelo mixto con umbral en la regla de eleccion y con restricciones en
el coste de las localizaciones:

Finalmente, consideramos el modelo mixto con umbral en la regla de elec-
cion y con restricciones en el coste de las localizaciones. Esta version del mo-
delo permite considerar costes no necesariamente iguales para las localizaciones
candidatas al mismo tiempo que incorpora la posibilidad de reflejar distintos
grados de aversion a los establecimientos del lider o del seguidor.

El conjunto de localizaciones de clientes que cambian su eleccion de una lo-
calizacion del lider en X por una localizacion del seguidor en Y mas cercana es
la funcion C;(Y < X) dada en (33) y a demanda capturada que debe maximizar

el seguidor es Wg(Y-< X) dada en (34). Ahora bien, dados R>0y X c L, el

problema del seguidor es determinar el conjunto ¥ e L” tal que:
Wy(Y" < X)=max {W,(¥ < X):Y e L*}. (52)

Y el problema del lider es, dados los presupuestos P > 0 y R > 0, determinar
el conjunto X eL” tal que:

max{WJ(Y-<X*):YeLR}:min{max{%(Y-<X):YeLR}:XeLP}. (53)

Por tanto, el problema de programacion lineal de los clientes es el problema
(38) con los parametros dados en (39-41). El problema del seguidor es el
problema (50) con los parametros dados en (43) y el del lider es (51) con los
parametros dados en (45).

5. EJEMPLO

Ilustramos ahora mediante varios ejemplos ad-hoc la aplicacion de los mo-
delos propuestos. Utilizamos casos sencillos con un niimero suficientemente
pequefio de variables y restricciones que permite seguir la explicacion. Formu-
lamos los ejemplos sobre el grafo de 11 vértices representado en la Figura 1. El
nimero proximo al centro de cada arista corresponde a su longitud, y el nimero
en cada cuadrado corresponde al volumen de la demanda de los usuarios ubica-
dos en el vértice indicado junto al cuadrado. Suponemos que el conjunto de
localizaciones posibles L esta constituido por todos los vértices de este grafo.

Para el modelo basico tomando un niimero p = 3 de localizaciones del lider y
un niamero » = 2 de localizaciones para el seguidor. La mejor solucion para el
lider es X' = {ve, V8, V10}, a la que corresponde la eleccion del seguidor Y = {vo,
vi1}. Entonces el lider conseguiria una demanda de 40 y el seguidor de 20.

Si introducimos un umbral & = 5 para la diferencia de distancia a los compe-
tidores, la mejor solucion para el lider es X = {ve, vs, v11} ¥ la mejor eleccion
del seguidor es Y* = {v,, vo}. El lider conseguiria un peso de 42 y el seguidor 18.
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Figura 1
Grafo del Ejemplo
Vg 1 Va Yio
26 — 7 -1 20
[s] (3] (s
20 28
21
Vg [_ 4
27 4 45
16 27 22
[4] (o] (3] (1]
Va Va Vg Vg

Fuente: Elaboracién propia.

Supongamos ahora que los costes de las localizaciones en los 11 vértices
vienen dados por el vector ¢ =[5, 6,7, 5, 6,7, 6, 6, 5, 5, 5] pero no considera-
mos umbral para las distancias. Si el lider tiene un presupuesto de 15 unidades
monetarias y el seguidor tiene un presupuesto de 12 tenemos un ejemplo del
modelo extendido con la introduccion de costes de establecimiento. Para este
modelo la mejor solucion para el lider es X = {vs, vio} y el seguidor responde
con la seleccion ¥* = {vg, vi;}. El lider conseguiria un peso de 34 con un coste

de 12 unidades monetarias y el seguidor conseguiria 26 con un coste de 11 uni-
dades.

Finalmente, si con estos mismos costes de establecimiento anteriores consi-
deramos ademas el umbral 6 = 3 para la diferencia de distancias, tenemos el
modelo mixto con la doble extension propuesta en este trabajo. En este caso, la
mejor solucion para el lider es X = {v|, v4, vi;} mientras que el seguidor res-

.y * e o
ponde con la seleccion ¥ = {vg, vo}. El lider conseguiria ahora un peso de 36
con un coste de 15 unidades monetarias y el seguidor conseguiria 24 con un
coste de 11 unidades.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo consideramos la formulacion matematica y solucion del pro-
blema de localizacién competitiva del lider-seguidor para bienes esenciales.
Partiendo del modelo basico discreto con una regla de eleccion binaria orientada
al lider consideramos dos lineas en las que extender el modelo hacia situaciones
mas realistas y versatiles. Por un lado, consideramos la existencia de un umbral
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en las diferencias de distancias para que los clientes manifiesten su preferencia
y por otro lado contemplamos la existencia de diferencias en los costes localiza-
cion. Partiendo de la formulaciéon como programa lineal del problema basico
concebido como una terna de problemas de optimizacion simultaneos, el pro-
blema del cliente, el problema del seguidor y el problema del lider, obtenemos
formulaciones lineales paralelas a las obtenidas para el modelo basico.

El trabajo realizado sugiere varias lineas de investigacion futura. Por un lado
tenemos la modificacion de la regla de eleccion del cliente, con el objetivo de
representar el comportamiento del consumidor de forma mas realista. Aunque
por su simplicidad y ventajas metodologicas hemos utilizado la regla de elec-
cion binaria, este modelo presenta ciertas deficiencias respecto a su capacidad
de representacion de comportamientos reales. Es preciso contemplar formas
alternativas de resolver los empates donde resultan funciones de eleccion dis-
continuas. Por otra parte podemos considerar también la aplicacion de estas
ideas al caso de bienes no esenciales. Otra linea de estudio tiene que ver con la
explotacion de las formulaciones lineales propuestas para diseflar algoritmos de
resolucion del problema del lider. Las formulaciones lineales obtenidas para el
problema del lider en las distintas extensiones son de un tamaio tal que no per-
mite su aplicacion directa para obtener una solucion por un software de progra-
macion lineal estandar. Por tanto, se hace necesario utilizar estas formulaciones
para idear procedimientos de solucion eficientes aprovechando técnicas me-
taheuristicas y otras técnicas mas elaboradas de programacion matematica.
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