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RESUMO. Neste trabalho investigaremos as equagdes de difusio, usualmente aplicadas na
descrigio da difusio anémala, que empregam derivadas fraciondrias tanto na varidvel
temporal quanto na varidvel espacial. Em particular, para essas equagdes obteremos solugdes
exatas levando em conta uma condigio inicial genérica e formularemos uma teoria de
perturbagio para o estudo de situagdes mais complexas. Também verificaremos que as
derivadas fraciondrias, quando aplicadas na parte temporal, possibilitam-nos o estudo de um
processo de difusio andémala com o segundo momento finito, ie., (x* 0 e

(0<a <1,ea > 1, correspondendo aos casos, sub e superdifusivo, respectivamente). Em
contraste, com a derivada fraciondria aplicada na varidvel espacial que resulta em uma difusio
andmala cujo segundo momento nio ¢ finito. Complementando o cendrio acima,
empregaremos o formalismo de caminhantes aleatdrios para explorar as implicagdes obtidas
por usar derivadas fraciondrias na equacio de difusio.

Palavras-chave: difusio andmala, equagio de difusio, distribui¢es de Lévy.

ABSTRACT. Anomalous diffusion and fractional diffusion equations. In this work
we investigate the anomalous diffusion equations, usually applied to describe the anomalous
diffusion, which employ fractional derivatives for the time or the spatial variables. In
particular, we obtain exact solutions by taking a generic initial condition into account and
developing a perturbation theory to investigate complex situations. We also verify that the
fractional derivatives, when applied to the time variable, lead us to a anomalous diffusion
with second moment finite, i.e., (x*y0 te (0 <@ <1 and @ > 1 corresponding to

sub and superdifusive behavior, respectively). By way of contrast, the fractional derivative
applied to the spatial variable results in a anomalous diffusion where the second moment is
not finite. These equations generalize the usual diffusion equation in order to incorporate
several situations. We also employ the continuous time random walking formalism to
investigate the implications obtained by using fractional derivatives in the diffusion

equation.

Key words: anomalous diffusion, diffusion equation, Lévy distributions.

Introdugio

Os processos difusivos sio um dos poucos
processos elementares onipresentes na natureza,
resultando de um movimento altamente irregular em
nfvel microscépico e com uma regularidade
macroscépica. Particularmente, questdes relacionadas a
difusio andmala tém-se mostrado de grande interesse
e aplicacio em virias 4reas do conhecimento, tais
como, fisica, engenharias, biologia e economia. Esse
tipo de difusdo ocorre tipicamente em situagdes como
crescimento de superficies (Spohn, 1993), transporte
de um fluido através de um meio poroso, anilise do

histograma obtido a partir das batidas do coragio de um
individuo saudivel (Peng et al, 1993) micelas
dissolvidas em dgua salgada (Ott et al., 1990), Bouchaud
et al., 1991), no transporte cadtico de um fluido em um
fluxo laminar de uma mistura de glicerol e dgua em um
cilindro rodando rapidamente (Solomon, 1993), na
difusio através de uma superficie liquida e nas
flutuagoes de sistemas financeiros (Plerou, 2000). Na
maioria das situagdes em que estd presente a difusio
andmala, como aquelas mencionadas acima, podemos
ter o segundo momento finito ou nio (tipo Lévy)
(Prato e Tsallis, 2000; Shlesinger ef al., 1994). A difusio
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andémala com o segundo momento finito geralmente
tem como caracteristica <x2> Ot (e a>1

correspondendo a2 sub- e superdifusio,
respectivamente). Neste contexto, uma equagio
representativa na descrigio destes fendmenos é a
equagio fraciondria (Klafter et al., 1996; Hilfer, 2000;
Metzler e Klafter, 2000;) do tipo

9 p(x )= ip(x t) 1)
R WA Yo

onde (@ (...) ¢ a derivada de Riemann-Lioville ¢
K , representa o coeficiente de difusio. Essa equagio
tém sido aplicada em virias situagdes de interesse fisico,
tais como, difusio em fractais (Roman. 2004), relaxacio
a0 equilibrio em sistemas com meméria temporal
longa (por exemplo, cadeias de polimeros ¢
membranas) (Schriessel e Blumen, 1995), na descri¢io
de transporte andémalo em sistemas desordenados
(Metzler et al, 1999), modelagem de processos
dinimicos nio markovianos em proteinas (Plotkin e
Wolynes, 1998) ¢ em turbuléncia. Por sua vez, a
difusio anémala do tipo Lévy, em contraste com a
difusio andémala do tipo correlacionada, nio tem o
segundo momento finito, sendo caracterizada pelas
distribuigdes de Lévy (Prato e Tsallis, 2000; Shlesinger
et al, 1994). Dentro deste contexto, temos a equagio
fraciondria de difusio

9 o
Eﬁ(xat) =K, Wﬂ(xyt) (@)

cuja solugio ¢é a distribuigio de Lévy,
L (xt) = 17 dk e/ Kkt
W0 =" [dke 3)

que satisfaz o teorema de Lévy-Gnedenko, i.e., uma
generalizacio do teorema central do limite.

A cada uma das situagdes, caracterizadas por suas
equagdes de difusio, podemos relacionar com um
contexto termo-estatistico seja ele caracterizado pela
mecinica estatistica usual (Risken, 1994) ou pela
mecinica estatistica nio extensiva (Tsallis, 1988). De
fato, os processos difusivos que ocorrem na natureza
que sio descritos pela equagio de difusio usual podem
ser associados a um contexto termo-estatistico
caracterizado pelas distribui¢oes de Boltzmann-Gibbs.
De maneira aniloga podemos relacionar, por exemplo,
processos difusivos andémalos cuja dinimica é regida
pela equagio (1) t8m suas solugdes associadas a uma
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distribuigio do tipo Boltzmann-Gibbs (Sokolov, 2001a,
b) enquanto a equagio (2) tem sua solugio relacionada
com a distribui¢io que emerge da termo-estatistica nio
extensiva. Investigagdes dessa natureza sio importantes
pois podem nos dizer mais sobre as interagdes que
estio presentes no sistema ¢ dar suporte a
procedimentos aproximados de cilculo. Neste ponto,
cabe ressaltar que o emprego de equagdes diferenciais
na descrigio da difusio anémala nos proporciona um
tratamento mais simples quando temos campos
externos aplicados ao sistema, mantendo de maneira
geral todas as propriedades presentes nos formalismos
alternativos (e.g. caminhadas aleatdrias). Devido a este
fato vamos empregar em nosso trabalho essencialmente
equagbes de difusio e quando se fizer necessirio
abordaremos a conexo entre as equagdes de difusio e
outros formalismos.

De um ponto de vista formal, como deve estar claro
a partir da discussio prévia, a difusio andmala pode ser
manifestada através de diferentes tipos de equagbes
diferenciais. Além disso, podemos associar a elas um
contexto termodinimico, seja usando a entropia usual
de Boltzmann-Gibbs (Groot ¢ Mazur, 1984) ou a
entropia de Tsallis (Tsallis, 1988). De fato, tais tipos de
equagdes permitem descrever uma grande variedade de
situagdes fisicas. Neste sentido, pretendemos dedicar
esse trabalho ao estudo das equagbes que empregam
derivadas fraciondrias na varidvel temporal e/ou na
varidvel espacial. Basicamente, vamos concentrar nossa
atengio para uma equagio do tipo Fokker-Planck
fraciondria:

9 oxt) =00 %~ p(xt)

T P TP @)
17 a

—oD; y(&(F (X,t),O(X,t))j

onde K, , € o coeficiente de difusio, F (X,t)¢ a
forga externa e b DIV () é o operador fracionirio
que consideraremos na representacio de Riemann-
Lioville (Oldham e Spanier, 1974), Metzler e Klafter
(2000), Hilfer (2000)) e para 0% /0 |x[*
empregaremos a representacio de Riez (Metzler e
Klafter, 2000; Hilfer, 2000). Observe que a equagio
acima recupera a equagio de Fokker-Planck usual para
U =2 ¢y =1 Em nosso trabalho, vamos abordar as
derivadas fraciondrias na variivel temporal e espacial.
Assim, o artigo encontra-se dividido em quatro se¢des.
A primeira se¢io, que foi apresentada acima, é dedicada
a introdugio do trabalho. Na segunda secio, faremos
uma anilise da equagio de difusio que emprega
tempo, le., H = 2

derivada  fraciondria no
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e0 < y =1 Na terceira se¢io, faremos um estudo das
equagdes de difusio que possuem  derivadas
fraciondrias no espago, ie., ¥ = 1.0<pu <2 Em
ambos 0s casos, obteremos solugdes na auséncia de
forga externa e considerando uma condigio inicial
genérica e faremos um desenvolvimento que possibilita
um tratamento perturbativo quando consideramos
uma forga externa genérica F(xt). Por fim, a quarta
se¢ao é dedicada as discussdes e conclusdes.

Equacao de difusao: derivadas fraciondrias no tempo

Comegaremos nosso estudo considerando a seguinte
equagio fraciondria de Fokker-Planck

0 _ 1y 0?2

ap(xvt) _O@t [Ky,Z 6X2 p(th)J
e 5)
-0 D, [E(F(x,t)pm))j

1-y
onde 0Pt ("')corresponde 3 derivada fraciondria de

Riemann-Louville aplicada 2 varidvel temporal. Esse
operador ¢ definido como:

n t 1
1 d Idt‘ p(xt)

027 (o00) = = -ty ©

(n=y)dt"?
com "~1<ysn FXU representa uma forca
externa aplicada ao sistema e Ky ¢ o coeficiente de

difusio. Note que essa equagio generaliza a equagio de
difusio usual pelo emprego de uma derivada fraciondria
na varidvel temporal, ao invés de uma derivada usual. No

limite de ¥ —~ 1 recuperamos a equagio de difusio
usual. Investigaremos as solugdes da equagio (5), que
podem ser obtidas através de vérios métodos.
Relembrando que o procedimento a ser adotado estd
intimamente relacionado com as condicées de contorno
impostas a0 sistema e a simetria que ele apresenta. O
procedimento mais comum é o método de separagio de
varidveis seguido dos métodos que empregam
transformadas integrais. Assim, dependendo da situagio
que pretendemos analisar, empregaremos o método que
melhor aproveita as condigdes impostas pelo sistema.
Comecaremos entio por considerar a equagio
fraciondria de Fokker-Planck na auséncia de forca

externa, F(x,t)=0

inicial do tipo p(x.0) = p(X) A equagio (5) entio
adquire o seguinte aspecto:

e submetida a uma condigio

0 _ 1y 97
Ep(xvt)_o@t [Ky,z 6X2 p(X,t)J (7)

125

Como condicio de contorno, teremos
P(X = %00,t) = 0. Ao considerarmos tal condigio

de contorno o uso das transformadas de Laplace e
Fourier simplificaram o nosso problema. Portanto,
tomando a transformada de Laplace e Fourier da
equagio (7) obtemos

__ pk0)
Pl = S~ e ®)
para 0<py =1,
usamos

Para obtermos a equacio (8)

L{0®tl_y(p(x,t))} = ¢/ p(X,5)
. z s o (p(X,t)tho )

vilidapara N = 1<y < n onde
cfo(xt)} = Ldt e p(x,t) = p(X,S)

wito (10)
{p(x,t) = % Idses‘p(x,s)J

—0i+o

¢ a transformada de Laplace. Agora o nosso
problema reside em inverter as transformadas.
Comegaremos entio invertendo a transformada de
Fourier. Assim, empregando o teorema de
convolugio ao invertermos a transformada de
Fourier, obtemos

p(x9) = [dXG(x=x,9)A(X) (11)

Com

1 1
—i s’ 2 _ s’ 2
G(X’S)_ZS{KVJ ex {KV,ZJ [ x| (12)

Observe que escrevemos a nossa solugio, a
equacio (11), o mais geral possivel de forma a
contemplar qualquer condig¢io inicial. Em particular,
a equagio (12) é a nossa fungio de Green relativa 2
condi¢io inicial. Para inverter a transformada de
Laplace usaremos o seguinte procedimento: (i)
passaremos da transformada de Laplace para uma
transformada de Mellin, e depois, (ii) inverteremos a
transformada  de Mellin, obtendo 2(Xt).
Usaremos este artificio devido a facilidade com que
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vamos poder identificar a nossa solu¢io com a
fungio de Fox H (Mathai e Saxena, 1978),

mnl ona) (a2a) apan ] 1
Hoa [XI(‘%B.L) (b2.B,) (bZBZ):| = E.[dsxg)((s)
L

NZr( -BsNLri-a +As)
ML (1-b +Bs)NZ.r(a -As)

i=m+l

X(s) = (13)

Agora  relembraremos  que  ambas  as
transformadas de Laplace e de Mellin estio
relacionadas uma com a outra. A transformada de
Laplace de £ (X,t) em relagio ao tempo é

0(%,9) = L dtep(x.t) (14)

¢ a transformada de Mellin (Morse e Feshback,

1953) da mesma fungio em relagio i varidvel
temporal é

p(x,t) = Idtts"lp(x,s‘) ,
° 1 e (15)
[p(x.t) = [ds e p(x s')}

Ambeas as transformadas podem ser relacionadas
como segue:

' 1 h s'
p(xs) = m!dss p(%9) (16)

Usando esta altima equagio em (12) obtemos

G(x8) =

- F[l—zs']
i{yl xl] y 17)

IxI| %, r(-s)

Invertendo a transformada de Mellin da equagio
acima obtemos

2
Gxt) = 28 X
4m(y’2ty 4KV,2t ‘(

(18)
1,1] (0,2)

2

Na Figura 1 mostramos o comportamento da
equagio acima para alguns valores tipicos de V.
Observe que a equagio (18) apresenta um
comportamento diferente da Gaussiana (¥ =1),
fato este que ¢é notdrio quando considerarmos

Gongalves et al.

valores préximos da origem e o seu comportamento
assintdtico para grandes argumentos. Em particular,
o comportamento assintético da equagio (18) para
grandes argumentos, o qual esta ilustrado na Figura
2, é do tipo G(x) ~ x¥ PV expc x*'* ). Esta
tltima igualdade é obtida por comparagio direta da
integral resultante da inversio de Mellin com a
representagio integral dada acima para a fungio de
Fox H. Substituindo esta equac¢io em (11) temos a
solugio para uma condi¢io inicial genérica como
segue:

<
TR
= oo
o ®w

T
20 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
yra \1/2
x/ (4K, ,t"")

Figura 1. Nesta figura ilustramos o comportamento da equagio

r L
(18) no grifico de 47K, ,t2G(x,t) versus X/(4Ky’2ty)2

para alguns valores tipicos de J/ .

0.4

0.3 -
=
%
X
>
o
ﬁﬁ
>
T30.2
<
N

0.1 -

0.0

1.0 1.5 2.0 2.5
P vy 1/2
X [ (4% ")

Figura 2. Nesta figura ilustramos o comportamento assintético

v
da equacio (18) no grifico de 4n7(y12t2g(x,t) versus

1
X /(4 K, ot 14 F para alguns valores tipicos de )/ .
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1
X)) = ——
4mK , ,t”
" _un2 (1-%.;/] (19)
x [ axBeOHES (x=x)
- 4K, ot (%1) (0.1)

No caso de termos condigdes de contorno
finitas, por exemplo, p(0,t) = p(L,t) =0,
definidas em um intervalo do tipo [0,L] podemos
usar o procedimento de separagio de varidveis. Tal
situagio ¢é caracterizada fisicamente por termos
barreiras absorventes em x=0 ¢ x=L. Para obtermos
a solugdo para a equagio (7) com tais condi¢coes de
contorno vamos usar uma transformada finita. Em
particular, estamos considerando que a nossa solugio
pode ser expressa em termos de uma séric de
Fourier. Assim,

pxt) = HZ:@” (t)se{%-[ xj (20)
Com
B (t) = L deserﬁ% xjp(x,t) 1)

L
Desta forma, aplicando Idxselﬁnm/L) na
0

equagio (6) e identificando g (t) , obtemos

d n’m }
a@n(t) = _?KyZO@tl g

(2,®)
A solugio da equagio acima é dada em termos da
func¢io de Mittag-Leftter,

SR
E,(X)= ;m (22)

com segue abaixo,
n’mr’
B,(t) = B, (O)Ey(_ ?Ky,ztyJ (23)

A funcio de Mittag-Leffter constitui uma
possivel generalizagio da exponencial. No caso de
¥ - 1la fungio de Mittag-Leffter recupera a forma
exponencial. Substituindo a solu¢io acima em (20) e
levando em conta uma condig¢io inicial genérica

127

p(x0) = B(x) temos

pxt) = [ dxG (X 0B(x) 24)
G(x,x',t) = %Z ser{% x')se{%x)

n?r
N

Se ao invés de barreiras absorventes tivéssemos
barreiras refletoras, i.c., Pl =0,p|_ =02

mudanga essencial na solu¢io acima seria a presenga
do coseno (cos) no lugar do seno (sen) e do termo de
ordem zero L /2 em ¢(x,X',t) e um termo adicional

devido solugio estacionirio.

Continuando nossa discussio, vamos investigar
as implicacdes que obtemos ao empregar derivadas
fraciondrias na equagio de difusio. O primeiro
ponto evidente, ao observarmos a solugio (19), é que
o segundo momento nio varia linearmente com o
tempo, mas sim com uma poténcia do tempo, i.e.,

<X2> O t”. Tal tipo de difusio caracteriza uma

difusio andémala do tipo correlacionada. Usando
conceitos de caminhantes aleatdrios (veja o apéndice
para detalhes sobre caminhantes aleatérios), é
possivel demonstrar que a nossa densidade de
probabilidade relativa a parte temporal, na auséncia
de forga externa, tem o seguinte aspecto:

1t £
w=il] e[ e

onde To é uma constante ¢ E, ; (X) é a funcio de
Mittag-Leffter generalizada

i n

0= S

n=0

quando consideramos a equagio de difusio. Ressaltando

que de acordo com os valores de Y temos a distribuigio
mais concentrada em tempos curtos ou em tempos
longos o que nos levaria a um processo do tipo
subdifuso ou superdifuso.

Retornando a equagio (5), vamos transforma-la em
uma equagio integral, procedimento que é muito ttil
dependendo do potencial a ser analisado e que permite
uma solugio recursiva sob uma teoria de perturbagio.
Neste sentido, cabe lembrar que sio poucos os tipos de
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forgas externas que nos permitem obter uma solugio
exata. Assim, ao desenvolvermos o0s  nossos
procedimentos de cdlculos consideraremos o termo que
contém a forga externa como um termo de fonte. Entio,
temos

0 = o x O _
Ep(x!t)_OQt ({K»y,zaxzp(x!t)j O’(X,t) (27)
Com

G'(X,t):o@tl_y(:x(F(X,t)p(x,t))) (28)

Repetindo o procedimento de cilculo para o caso
livre obtemos que a transformada de Fourier Laplace
da equacio (27) é

__ pko a(k,s)
k,s) = -
p(k,s) ot Ky,zsl_ykz S+ Ky,zsl_ykz (29)
Invertendo ambas as transformadas temos
p(xD) = [dxG(x=x)A(x)
-~ 30)

_ ]idx'j'dt'g(x -x,t=tha(x,t)

com G (x,t) definido pela equagio  (18).
Substituindo @ (X.t) na equacio (28) ¢ integrando
por partes este termos, chegamos a

p(xt) = p0 (xt)

+ dejﬁ’g(z’(x— X, t =)0 (F (X', t') p(x" 1)) (1)

Onde

14
2 0.2) (1-54/)
1

1 1
67 (%) = —=—=—=—=1H33 ——] (32)
VAT, ot M 4K, ot (%1} 01 @2

A equacgio (31) ¢ justamente a equagio que
procuramos ¢ ¢ a forma integral correspondente a
equagio (5) que pode ser usada, por exemplo, para
calcular perturbativamente a influéncia de uma forga
externa aplicada ao sistema.

Equacao de difusao: derivadas fraciondrias no espago

Nesta secio, investigaremos a equagio de difusio

Gongalves et al.

que emprega derivadas fraciondrias na parte espacial.
Em particular, faremos um desenvolvimento
anilogo ao da se¢io anterior. Assim, comegaremos
observando que as distribui¢ées de Lévy

17 ik
L =o- ket (33)
é solugio da equagio de difusio

0 _ 0”
Eﬂ(xyt) =Ky W'D(X’t)
3 (34)
o (F(x0p(x)
quando consideramos a auséncia de forga externa,
F(x,t)=0. Na Figura 3 ilustramos o comportamento
da equagio (33) para alguns valores tipicos de # .
Observando que, ao contrario da Gaussiana, as
distribuigdes de Lévy tém um comportamento de
cauda longo em comparagio com a Gaussiana (veja
Figura 4), pois o comportamento assintético ¢ do
tipo lei de potencia, i.e., p(x) ~1/|x|*#. Em
particular as distribuicbes de Levy podem ser
assintéticamente relacionadas com as distribuicoes
que emergem da mecanica estatistica nio extensiva
(Tsallis, 1988). Para provarmos tal afirmagio basta
usarmos ) fato de que
ACIEN) R QICROR onde
#{p(x.0} = ];% o (xut) ¢ a transformada de
Fourier. Em particular, para verificarmos a dltima
considera¢io basta empregarmos a definigio

o /2 UTT
- ’t = |— L
0|x|"p(x) serEzj

[ 't
x(1+ p)jdx%

Em contraste com o resultado que obtivemos ao
empregarmos derivadas fraciondrias na varidvel
temporal as distribuigdes que emergem ao
aplicarmos derivadas fraciondrias na varidvel espacial
nio tem o segundo momento finito. Isto implica que
elas nio seguem o teorema do limite central, mas
sim, uma generalizagio do mesmo, conhecida como
teorema de Lévy-Gnedenko. Podemos obter mais
informagio da equacio acima ao analisarmos ela sob
o enfoque de caminhantes aleatérios. Neste caso, o
que acontece ¢ uma mudanga nos comprimentos
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dos saltos provocada pelo emprego da derivada
fraciondria na variivel espacial. Em particular, o
caminhante passa a efetuar saltos longos. A
densidade de probabilidade que caracteriza os saltos
entdo adquire um comportamento de cauda longa
caracterizando um processo superdifusivo do tipo

Lévy.

o
o
1
'
i
i
[
=
nonon
i
o

0.0 T T T T

Figura 3. Nesta figura ilustramos o comportamento da equagio
1

1 1
(33) no grifico de (K, ,t)* L, (x,t) versus x/(%, ,t)# para

alguns valores tipicos de U .

! L=0.5
-——--pn=1.0
0.04 - p=2.0
= 0.03 4
3
*
=3
S 0.02
0.01 - -
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2 3 4 5 6 7 8 9
1
x /(Kb "

Figura 4. Nesta figura ilustramos o comportamento assintdtico
1

da equagio (33) no grifico de (K, yt); L,, (x,t) versus
1
x/(Klﬂt) # para alguns valores tipicos de U -

Vamos agora analisar a equagio (34) na auséncia
de forcas externas e considerando uma condig¢io
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inicial do tipo p(x,0) = p(x) . Para tal tomaremos

a transformada de Laplace ¢ Fourier da equagio (34)
que conduz a

- pkO)
pk,s) = ————0
Invertendo a equagio acima, obtemos
pOxt) = [dxg, (x= X DA(X) (37)

onde G, (x,t)=L,(xt)- Observe que a equagio

(36) leva em conta uma condigio inicial genérica
assim como a equagio (19) obtida anteriormente
para o caso em que temos uma derivada fraciondria
aplicada a varidvel temporal. E a equagio integral
associada a equag¢io (34) quando temos uma forga
externa qualquer atuando ¢é dada por

p(x.t) = p@(x1)

- de'jdt/g#(z)(x X -E () () OO
onde
, d
G/j() (th) = _&L#(X,t)
(39)

= j dk kser(kx) e K"t
) 7

Resultados e discussao

Descrevemos de maneira breve as equagdes que
empregam derivadas fraciondrias tanto na varidvel
temporal como na varidvel espacial. Em particular,
analisamos a equagio de difusio levando em conta
derivadas fraciondrias tanto na varidvel espacial como
na variivel temporal. No primeiro caso as solugdes
sao descritas em termos das fungdes de Fox H e no
segundo caso temos as distribuicbes de Lévy. A
tltima nio tem o segundo momento finito
conseqiientemente nio satisfaz o teorema do limite
central mas sim uma generalizagio do mesmo feita
por Lévy-Gnedenko. Assim, as solugdes que
obtivemos em cada um dos casos desvia
completamente da Gaussiana que usualmente é
obtida para equagio de difusio normal. Neste

contexto, o segundo momento <X 2 > , quando finito,

é proporcional a t, e nio de maneira linear como
no caso usual. Finalmente, gostarfamos de ressaltar
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que com os desenvolvimentos feitos aqui podem ser
empregados numa grande variedade de situagdes
fisicas onde temos a presenga da difusio anémala.
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Apéndice A: Caminhantes aleatérios

O formalismo de caminhantes aleatérios com o
espago e tempo continuos (CTRW) é baseado na idéia
de usarmos uma formulagio microscépica. Tal
formulagio leva em conta propriedades como a
distribuigio das distincias dos pulos efetuados pela
substincia ao se difundir em um substrato ¢ a
distribuigio temporal de espera entre pulos consecutivos.
Assim, para formularmos uma abordagem em termos de
caminhantes aleatdrios temos que definir uma fungio
densidade de probabilidade (pdf) # (x.t) .De ¢ (X, 1)
podemos obter a distribuigdo relacionada ao
comprimento (tamanho) do pulo

A9 = [ dty (x1) (A1)
0
e a distribuigio relacionada ao tempo de espera
w(t) = J' dxe (x,1) (A2)

Assim, A(X)dX ¢ a probabilidade de ocorréncia
de um pulo com um dado comprimento no
intervalo (x,x+dx) ¢ a(t)dt ¢, probabilidade de
termos um dado tempo de espera entre pulos no
intervalo de tempo (tt+dtf). Com estas definigdes
podemos formular o CTRW com a seguinte equa¢io

n(x.1) = 3(x)9(t)

+ [ax[ dtn(x.eppx-x.t-) (A3)

que relaciona a pdf 77 (X,t) de chegada na posigio x no
tempo ¢, com o evento de chegada em x' no tempo f,

n(x',t") Conseqitentemente, a pdf 2(X:t) de se
encontrar a particula em x no tempo ¢ ¢
t
(%) = Idt'l](x,t')lP(t -t (Ad)
0

sendo esta ultima a probabilidade cumulativa
definida por

Gongalves et al.
t

W) =1- J'dt'w(t') (A5)
0

No espago de Fourier - Laplace temos que,

1-w(s)  po(k)
s 1-y(k,s)

pk,s) = (A6)

onde Po(K) denota a condicio inicial.
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