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RESUMO. Neste trabalho investigaremos as soluções de uma equação da difusão 

generalizada que contém derivadas fracionárias aplicadas a variável espacial e termos não-
lineares. Nesta equação também consideraremos a presença de forças externas e termos 
absorventes. As soluções encontradas aqui poderão ter um comportamento de cauda curta 
ou longa. Em particular, no último caso que é caracterizado pelas distribuições de cauda 
longa será relacionado com as distribuições de Lévy. Além disso, a partir dos resultados 
encontrados aqui, poderemos obter uma rica classe de processos difusivos incluindo 
normais e anômalos. 

Palavras-chave: difusão anômala, equação de difusão não linear, distribuições de Lévy. 

ABSTRACT. Nonlinear fractional diffusion equation: exact solutions. We devote 

this work to investigate the solutions of a generalized diffusion equation which contains 
spatial fractional derivatives and nonlinear terms. The presence of external forces and 
absorbent terms is also considered. The solutions found here can have a compact or long 
tail behavior. Particularly in the last case in the asymptotic limit, we relate these solutions to 
the Lévy or Tsallis distributions. In addition, from the results presented here, a rich class of 
diffusive processes, including normal and anomalous ones, can be obtained. 

Key words: anomalous diffusion, nonlinear diffusion equation, Lévy distributions. 

IntroduçãoIntroduçãoIntroduçãoIntrodução    

Recentemente, as equações de difusão que 
generalizam a equação de difusão usual por 
empregarem derivadas fracionárias ou termos não 
lineares, têm recebido considerável atenção devido 
sua grande variedade de aplicações em física, em 
particular, à fenômenos que possuem difusão 
anômala. De fato, elas têm sido aplicadas com 
sucesso em diversas situações, tais como relaxação ao 
equilíbrio em sistemas (por exemplo, cadeias de 
polímeros e membranas) com memória temporal 
longa, transporte anômalo em sistemas 
desordenados (Metzler, 1999), processos não-
markivianos envolvendo proteínas (Plotkin e 
Wolynes, 1998), transporte de gases através de meios 
porosos (Muskat, 1937), modelos de crescimento de 
superfícies, difusão através de membranas finas 
devido à gravidade (Buckmaster, 1977) e dedos 
viscosos (Grosfils e Boon, 2005). Essa grande 
variedade de aplicações também tem motivado uma 
constante investigação a respeito das propriedades 
formais dessas equações de difusão. Dentre elas, para 
o caso das equações de difusão fracionárias, temos a 
analise de problemas de contorno (Metzler e Klafter, 

2000a; Agrawal, 2002; Lenzi et al., 2005; Mainardi e 
Pagnini, 2003; Schneider e W. Wyss, 1989), o estudo 
do comportamento da equação de difusão fracionária 
na origem (Ryabov, 2003) e a conecção entre a 
função H de Fox e as equações fracionárias (Mainard 
et al., 2005). Situações multidimensionais 
envolvendo equações de difusão fracionárias foram 
abordadas considerando termos convectivos 

(Meeschaert, 1999), situações que envolvem simetria 
radial (Achar e Hanneken, 2004) e generalizações do 
movimento Browniano (Uchaikin, 2002). As 
equações de difusão não lineares também têm sido 
estudas levando em conta várias situações como, por 
exemplo, a presença de forças externas (Tsallis e 
Bukman, 1996; Compte et al., 1996; Giordano et al., 
2001), termos de absorção (Drazer et al., 2000), 
dependência espacial para o coeficiente de difusão 
(Silva et al., 2004). Por sua vez, situações em que 
temos a presença de derivadas fracionárias espaciais  
em equações de difusão não lineares foram 
investigadas em (Bologna, 2000; Lenzi et al., 2003a, 
b). A conexão entre estas equações e um contexto 
termodinâmico seja ele ditado pelo formalismo de 
Boltzmann-Gibbs ou o formalismo de Tsallis 
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(Plastino e Plastino, 1995); Frank, 2002; Anteneodo 
2005) também é tema de constante investigação. 

Do exposto acima, observamos a importância 
destas equações, suas aplicações e soluções, fazendo 
com que investigações a respeito de sua natureza 
sejam importantes a fim de termos um suporte para 
descrever situações onde o formalismo usual não 
funciona de forma adequada, e conseqüentemente 
necessita de extensões. Um exemplo típico é o 
deslocamento de um fluido viscoso em outro menos 
viscoso em um reservatório de petróleo que requer 

um formalismo mais geral do que o conhecido 
atualmente para descrevermos de forma adequada o 
comportamento não linear da interface analisada, 
uma vez que as rochas nos quais o óleo esta presente 
tem características fractais ou multifractais. E em 
particular, a geoestatística destes reservatórios são 
perfeitamente descritas por um movimento 
Brownianio fracionário e um movimento tipo Lévy 
(Hewett, 1988). Assim, visando uma compreensão 
melhor destes formalismos que empregam estas 
equações difusão generalizadas (sejam elas 
fracionárias ou não lineares), dedicaremos o presente 
trabalho a estabelecer algumas classes de soluções 
para uma equação da difusão não linear 
unidimensional fracionária. Mais precisamente, 
consideraremos a seguinte equação de difusão: 
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onde o coeficiente de difusão, dado por ( ) ,tD  é 

dependente do tempo, ( ),F x t  é uma força externa 

aplicada ao sistema, dada por ( ) ( ),F x t k t x= −  e 

)(tα ′  é um termo absorvente ou de fonte o qual tem 

sua origem, e.g., em um processo que contenha 
algum tipo de reação além da difusão. Seguindo 
(Bologna, 2000; Lenzi et al., 2003a, b), usaremos o 
operador de Riemann-Liouville (Oldham, 1974; 
Hilfer, 2000; Metzler e Klafter, 2000b) para a 
derivada fracionária e trabalharemos com o eixo x 
positivo. Depois, usaremos a simetria para estender 
os resultados obtidos para o todo o eixo real. 
Começaremos investigando as soluções da equação 
acima na presença de termos absorventes lineares, 
i.e., com 1=µ . Na seqüência, estudaremos situações 

caracterizadas por 1≠µ  na ausência de forças 

externas com um coeficiente de difusão constante. 
Neste caso, obteremos soluções para alguns valores 
particulares dos parâmetros presentes na equação 
(1). Tais desenvolvimentos serão feitos na Sec. II e 
na Sec. III apresentaremos as discussões e 

conclusões a respeito dos resultados obtidos.  

EquaçãoEquaçãoEquaçãoEquação    de difusão não linear fracionáriade difusão não linear fracionáriade difusão não linear fracionáriade difusão não linear fracionária    

Investigaremos as soluções dependentes do 

tempo para a equação (1) utilizando o método de 
similaridade para reduzi-lá a uma equação 
diferencial ordinária. Observando que a forma 
explícita da equação que será obtida depende das 
condições de contorno ou de restrições impostas 
pelas leis de conservação, e.g., a condição de 
normalização. Assim, como estamos interessados em 
soluções para uma equação de difusão vamos 
considerar em nossas investigações soluções que são 
do tipo: 
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Estas soluções devem satisfazer as condições de 

contorno, inicial e de normalização, quando 0)( =′ tα . 

Antes de analisarmos as soluções da equação (1), 
vamos considerar a mudança 
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onde ( ),x tρ  é a função a ser determinada, sendo ela 

dada pela equação (2) e 1=µ . Desta forma, deixamos 

para uma etapa posterior o estudo do caso 1≠µ  e 

suas soluções. Aplicando estas considerações na 
equação (1) obtemos: 
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Agora, utilizando a equação (2) na equação (3),  

considerando )(/ txz Φ= , encontramos 
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com [ ] )()()()()( 2 ttkttkt Φ−Φ−=Φ −ξ
D& , onde 

'ξ θ γ ν η µ µ= + + + + +  e k  é uma constante 

arbitrária que pode ser determinada pela condição de 
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normalização. Resolvendo a equação para ( ) ,tΦ  

obtemos 
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onde ( ) ( ) 1

' 1 0 .k k
ξξ −

= − Φ    Observe que esta equação 

contempla a possibilidade de considerarmos como 
condição inicial a distribuição com uma certa 
largura. Voltando nossa atenção para a equação (4), a 
primeira simplificação que podemos fazer nela é 
efetuar uma integração, o que resulta em 
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a partir da qual  analisaremos várias situações para os 
parâmetros νηγθµµ  e     , ,,,' . Em particular, 

primeiramente estudaremos o caso ' 1µ =  com 

, , ,µ θ γ η  e ν  arbitrários, após este estudo, 

consideraremos situações que envolvem valores 
arbitrários de 'µ  e casos particulares para estes 

parâmetros. Vamos considerar, para todos estes 
casos, 0=C , para que seja satisfeita a condição de 

contorno ( ), 0.tρ ±∞ =  

Desta forma, considerando ' 1µ =  juntamente 

com 0=C  a equação (6) fica reduzida a  

 

[ ] )(~)(~)(~ zzkzz
dz

d
zz ρρρ νη

µ

µ
γθ =−−  (7)

 
A equação (7) é uma equação de difusão não 

linear e fracionária, o que torna difícil (ou 
impossível) empregarmos  procedimentos baseados 
no princípio da superposição que são comumente 
usados na obtenção das soluções das equações 
diferenciais parciais lineares. Assim, proporemos o 

ansatz ( ) ( )1z z bz
βα
ννρ = +% N  como uma solução para a 

equação (7), ressaltando que esta proposta de 
solução satisfaz as condições de contorno e inicial 
pertinentes a este problema de difusão. Aplicando o 
ansatz na equação (7) e utilizando a propriedade 
abaixo, que é obtida usando a definição de derivada 
fracionária de Riemann-Liouville,  
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para 1,δ α β= + +  encontramos os parâmetros 

νβα  e  , presentes no ansatz e na equação de difusão 

em termos dos demais parâmetros como segue: 
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Substituíndo estes resultados na solução proposta 

chegamos em 
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onde b é uma constante que, de acordo com a situação 
analisada vale 1.±  Ressaltando que  1b = −  consiste em 

uma solução compacta, ao passo que 1b =  nos 

conduz a uma solução que cobre todo o espaço. 

Conseqüentemente, dependendo da escolha dos 
parâmetros , ,µ θ η  e ,γ  a solução adquire uma cauda 

curta ( 1b = − ) ou longa ( 1b = ). Em particular, o 

último caso está relacionado com as distribuições do 
tipo Lévy. De fato, se considerarmos o limite 
assintótico para argumentos grandes na equação (10), 
para o caso caracterizado por uma cauda longa, teremos 
 

γ
θµ
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Neste ponto, é interessante notar que as 

distribuições que emergem do formalismo de Tsallis se 
comportam segundo uma lei de potência e podem se 
referir às distribuições de Lévy. Por este ponto de vista, 
também podemos aproximar nossas soluções às 
distribuições que emergem do formalismo de Tsallis 
(Tsallis, 1994; Tsallis et al., 1998). Estabelecida tal 
relação, podemos dar uma interpretação 
termoestatística para estas distribuições de forma 
análoga as distribuições que emergem da equação de 
difusão usual e a termoestatística de Boltzmann-Gibbs. 

Empregando o procedimento acima, podemos 
estender a solução encontrada para o caso 
caracterizado por ' 1.µ ≠  Desta forma, utilizando o 
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ansatz descrito acima na equação (6) com 0=C  

obtemos como solução 
 

( )
ηθµµ

µµθ

γ
µµ

γ
ηµµθ

ρ
−−+−

++

−
−+

−
+++
















+=

)'(21

'2

1

1'
1

'

1
~

)( bzzz N  (11)

 
com )'1/())'(1( µθµµγ +++−= ,  

 

γν

µµηθα
ν
γ

µηθα
ν
γ

ηµα
ηα

−−





























+++−







 ++Γ









++−







 ++Γ

−−+Γ
−+Γ

=

1

1

)'(12

)(11

)1(

)1(~

k
N , 

 
( )[ ][ ])1/()'())'(21/('2/ γηµµθηθµµµµθνα −+++−−+−++=  , 

de forma análoga ao caso anterior 1b = ±  e 

)'2/()1)(1( µµθηµγν ++−−−= (veja Figura 1 e Figura 

2). Usando os resultados obtidos, podemos obter o 
segundo momento. Em particular, no caso em que o 
mesmo é finito ele é dado por [ ]22 )( tx Φ∝ , com 

)(tΦ definido pela equação (5). Este resultado para o 

segundo momento simplifica-se para )1/(22 −∝ ξtx na 

ausência de forças externas e termos absorventes 
quando consideramos tempos longos. Esta relação para 
o segundo momento nos diz o processo difusivo pode 
ser superdifusivo, normal ou subdifusivo se ( )1/2 −ξ  for 

maior, igual ou menor que um, respectivamente. 
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),()( txt ρΦ  versus )(/ tx Φ obtido a partir da equação (11) para 

valores típicos dos parâmetros µθµη  e   ,', , na ausência de termos 

absorventes, que nos conduza a uma distribuição com a forma 
compacta.   
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Figura 2. Nesta figura mostramos o comportamento da 

),()( txt ρΦ  versus )(/ tx Φ obtido a partir da equação (11) para 

valores típicos dos parâmetros µθµη  e   ,', , na ausência de termos 

absorventes, que nos conduza a uma distribuição com uma cauda 
alongada, cobrindo todo espaço. 

Agora vamos considerar alguns casos particulares 
da equação (1). Mais precisamente, consideraremos 
os seguintes casos: (i) 1'=µ  e 1=µ , (ii) 1'=µ  e 1−=µ  

e  (iii) 2'=µ  e 0=µ . Entretanto antes de 

começarmos nossas investigações a respeito desses 

casos, vamos fazer a seguinte mudança k por k
~

−  

com k
~
 definido pela condição de normalização. 

Assim, aplicando este requisito na equação (6), 
obtemos para o caso  1'=µ  e  1=µ  que 
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A solução para a equação acima é dada por 
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onde γν −−= 2q  com [ ] ( ) qq xqx −−−≡ 1

1
)1(1exp para 

0)1(1 ≥−− xq  e [ ] 0exp ≡xq  para 0)1(1 <−− xq . Note que 

[ ]xqexp  é a função q-exponencial que emerge do 

formalismo de Tsallis ao maximarmos a entropia de 

Tsallis )1/(1 −




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 −= ∫ qdxS q
q ρ  com vínculos adequados 

(Tsallis et al., 1998). Para o segundo caso, i.e., 1'=µ  e 
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1−=µ , temos que 
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Resolvendo a equação (14), obtemos como 

solução 
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com ))1()1)(1((
~~ θνηγ +−−−= kK . No terceiro caso, 

2'=µ  e 0=µ , a equação (7)  fica dada por 

 

[ ] )(~~
)(~ zzkzz

dz

d ρρ νγηθ −=+−−  (16)

 
De forma análoga aos casos anteriores podemos 

também expressar, a solução para este caso em 
termos das funções q-exponenciais, obtendo como 
resultado 
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com γν −−= 2q . As soluções para estes casos podem 

também exibir uma forma compacta ou alongada 
dependendo dos valores dos parâmetros ηθγν  e   ,, . 

Por fim, consideraremos a situação em que 
temos 1≠µ . Trataremos desse caso na ausência de 

forças externas, com o coeficiente de difusão e o 
termo absorvente constantes. Empregando todas 
essas condições na equação (1), podemos reduzi-lá a 
forma que segue abaixo  
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Assim, como nos casos trabalhados 

anteriormentes a equação (18) é uma equação não 
linear, sendo que a não linearidade está presente no 
termo difusivo e no termo absorvente. Seguindo o 
procedimento empregado acima, vamos considerar 
que a solução para a equação (18) seja do tipo 

))(()(),( xtttx ϕφρ P=  sendo )(tφ  e )(tϕ  funções 

dependentes do tempo a serem determinadas. 
Observe que contrariamente a equação (2), )(tφ  e 

)(tϕ  não precisam ser necessariamente iguais. 

Continuando nossa investigação sobre as soluções da 
equação (18), vamos analisar a equação cinética que 
emerge ao tomarmos 0=D , ou seja,  a equação 

 

µραρ
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∂
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t
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A solução para esta equação é dada por 

'1

1

)')'1(1( µαµρ −−−= t , o que nos sugere a considerar 

que φ  seja dada por '1

1

))'1(1()( µµφ −−−= tt k  ( k  sendo 

uma constante arbitrária), uma vez que para 0=D  a 

solução deve ser formalmente equivalente a solução 
da equação cinética. Agora para obter ϕ , vamos 

substituir a solução proposta na equação (18) com 
)(tφ  definido acima. Desta forma, após alguns 

cálculos é possível mostrar que [ ] ηθµµ
µνγ

φϕ
+++

−+

=
'

)()( tt  e 

reduzirmos a equação (18) a seguinte equação 
ordinária: 
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com xt)(ϕζ = . Neste ponto é interessante 

ressaltarmos que conhecendo )(tφ  e )(tϕ  podemos 

determinar o comportamento temporal do segundo, 

é claro supondo que ∫
∞

∞−

)(2 ζζζ P  d  seja finita. Neste 

caso, aplicando a definição, ∫
∞

∞−

= ),(22 txdxxx ρ , 

obtemos que 32 )](/[)( ttx ϕφ∝  , agora tomando o 

limite de tempos suficientemente longo obtemos 

)')(1(

)1(3

2 ~ ηθµµµ
νγµ

+++−
−−+

tx . Deste último resultado 

observamos que para  [ ])')(1(/)1(3 ηθµµµνγµ +++−−−+  

maior, igual ou menor que a unidade temos um 
processo superdifusivo, normal ou subdifusivo, 
respectivamente.  Nosso problema agora reside em 
encontrar soluções analíticas para a equação (20), o 
que é uma tarefa difícil ao considerarmos 

νγηθµµ       e,,,',  arbitrários.  Assim, vamos considerar 

duas situações particulares envolvendo estes 
parâmetros a fim conseguirmos obter soluções 
analíticas para a equação (20). Elas são (i) µνγ =+  

com 1=µ e 0'=µ  e (ii) ηθµµµνγ +++=−+ ' com 

1'== µµ . Assim, começaremos por considerar 

µνγ =+ , 1=µ e 0'=µ com os demais parâmetros  

podendo assumir valores arbitrários. Para este caso a 
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equação (20) pode ser reduzida a equação que segue 
abaixo:   
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ζ
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cuja é dada por 
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para νγ −−= 2q . Outro caso interessante aparece ao 

considerarmos ηθµµµνγ +++=−+ ' com 1'== µµ . 

Para este caso a equação (20) adquire o seguinte 
aspecto: 
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A solução para este caso pode ser obtida de forma 

implícita e tem como resultado 
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com νγ −−= 2q . De forma análoga outras situações 

envolvendo os parâmetros presentes na equação (20) 
podem ser analisados. 

Resultado e Resultado e Resultado e Resultado e discussãdiscussãdiscussãdiscussãoooo    

Em resumo, investigamos as soluções de uma 
equação unidimensional de difusão que apresenta 
termos não lineares e derivadas fracionárias aplicadas 
a variável espacial, a equação (1). Particularmente, 
levamos em conta a presença de termos absorventes, 
forças externas e uma grande variedade de situações 
envolvendo os parâmetros ηνθγµµµ  e      ,,,,',  presentes 

na equação (1). Desta forma, os resultados aqui 
obtidos estendem os resultados encontrados em 
Bologna, (2000); Lenzi et al. (2003a, b). Outro fato 
importante, constitui a relação das soluções obtidas 
com as distribuições de Lévy quando estas possuíam 
um comportamento de cauda longo ou com o 
formalismo de Tsallis por meio de suas funções q-

exponenciais. Ressaltando que ao estabelecermos a 
conexão com o formalismo de Tsallis estamos 
fornecendo uma base termodinâmica a estas 
equações de forma análoga como ocorre com a 
equação de difusão usual e as distribuições de 
Boltzmann-Gibbs. Finalmente, esperamos que os 
resultados encontrados aqui venham a ser úteis nas 
discussões que envolvam processos difusivos 
anômalos. 
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