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RESUMO. Neste trabalho, foram obtidas solugoes para a equagio da difusio na presenga de um
termo nao-local dependente de varidveis espaciais ¢ temporais utilizando a técnica de funcio de
Green. O termo nio-local incorporado na equagio da difusio pode ser relacionado a virios
contextos de interesse fisico, como, por exemplo, derivadas de ordem fraciondrias espaciais ou
temporais, ¢ introduz diferentes regimes de dispersio para a solugio. Os resultados encontrados
aqui também permitem a descrigio de uma extensa classe de processos difusivos, em particular
das situagdes caracterizadas pela difusio anémala.

Palavras-chave: equacio de difusio, solucoes exatas, difusio andmala.

ABSTRACT. Solutions for diffusion equation with a nonlocal term. This work is
devoted to investigating solutions for the diffusion equation with a nonlocal spatial and
time-dependent term by using the Green function approach. This nonlocal term
incorporated in the diffusion equation may be related to several physical contexts — in
particular with the fractional spatial and time derivatives and reaction processes. It also
introduces different regimes for the diffusion process and may be connected to a rich class
of anomalous diftusive processes.

Key words: diffusion equation, nonlocal term, anomalous diffusion.

Introdugao

Recentemente, extensdes da equacio de difusio
tém sido sucessivamente investigadas pela grande
variedade de aplicagdes existentes, em particular a
difusio anémala. Entre elas, tém-se as equagdes de
difusio fraciondrias (HILFER, 2000; METZLER,;
KLAFTER, 2000; HILFER et al., 2002; HEINSALU
et al., 2007) que tém sido aplicadas a virias situacoes
fisicas, tais como o transporte de uma substincia de
um recipiente a outro num solvente por meio de
membranas finas (KOSZTOLOWICZ et al., 2005),
no transporte em semicondutores desordenados
(UCHAIKIN; SIBATOV, 2008), meios porosos
(VALDES-PARADA et al., 2007), no fluxo de
fluidos (CHUKBAR; ZABURDAEV, 2005) ¢ no
estudo do desenvolvimento de tumores modelando
a taxa de disseminagio do cincer (IOMIN, 2006;
FEDOTOV; IOMIN, 2007). Esta grande variedade
de aplicagdes também motivou o estudo de virios
aspectos  formais das equagdes de difusio
fraciondrias, na tentativa de compreender sua
aplicagdo na descri¢io de situacdes que possuem
comportamento dinimico diferente do usual. De
fato, Metzler et al. (1999) mostraram como uma
equagio fraciondria de Fokker-Planck pode ser
derivada da equagio mestra generalizada, Ryabov

(2003) estudou o comportamento da equagio de
difusio fraciondria na origem, Kalmykov et al
(2007) introduziram uma equagio fraciondria de
Kramers consistente com as equagdes fraciondrias de
difusio, a presenca de reagio tém sido analisadas por
diversos pesquisadores (SEKI et al., 2003; YUSTE
et al., 2004) e vérias solugdes tém sido obtidas para
estas equacoes (EL-WAKIL et al., 2001; AGRAWAL,
2002; HANYGA, 2002; LENZI et al., 2003a; LENZI

et al, 2003b; REN et al., 2003; ACHAR;
HANNEKEN, 2004; LENZI et al, 2005;
LANGLANDS, 2006; SILVA et al, 2007

GONCALVES et al., 2004; GONCALVES et al.,
2005; GONGCALVES et al., 2006; BADINI et al,,
2007). Nesse sentido, este trabalho foi dedicado ao
estudo da seguinte equacio de difusio:

2

O )= 0
ap(xit) _®0X2 p(X,t) (1)

~Jor o -x1-T PR T

A dltima parte da equagio acima representa um
termo nio-local atuando no sistema que depende de
K (x,t). Este termo pode ser relacionado a virios
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contextos em particular, com processos de reagio
(HENRY et al., 2006; SCHOT et al., 2007) ¢ com
derivadas de ordem fraciondrias (PODLUBNY,
1999), dependendo da escolha de K (x,t) e é tal que,

para K (X,t)=0, a forma usual da equacio de

difusio na auséncia de forcas externas é recuperada.
O comportamento da solugio é governado pelos
termos difusivo e nio-local que, dependendo da
escolha do dltimo, pode manifestar diferentes
regimes difusivos. Dessa forma, um deles ¢
dominado pelo comportamento gaussiano, em
virtude do termo difusivo, e o outro é dependente da
escolha  de K(x,t), conforme mencionado

anteriormente. Em particular, para

K(X,t)DJ(t)/ ‘x‘lw , a solugio é assintoticamente

governada por uma lei de poténcia para tempos
longos, que estd relacionada com as distribuicoes de
Lévy. Nesse sentido, é importante ressaltar que
situacOes caracterizadas pelos dois regimes tém sido
relatadas em virios contextos fisicos, como, por
exemplo, sistemas com interagdes de longo alcance
(LATORA et al, 1999) ¢ difusio intracelular
(CASPI et al., 2000; CASPI et al., 2002). A Equagio
1 ainda pode ser relacionada com as equagoes de
fraciondrias de ordem distribuida (CHECHKIN
et al., 2002; SOKOLOV et al., 2004).

Material e métodos

Equacgoes de difusao e solugoes

Serdo estudadas solucbes para a Equagio 1,
considerando algumas formas da fungio % (x,t),

presentes no termo nio-local da mesma.

Particularmente, trés casos serao analisados:
(i) K (xt) 0 3(t)/|x"" com 0< <2,
(i) K (x,t) = ()X (%)
(iii) % (x,t) Ot} com 0< <2

Apés o estudo destes casos, serd discutido o caso
em que K (X,t) representa uma fungio arbitriria que

possui transformada de Fourier e de Laplace
definidas. A primeira escolha para g (x,t) tem

comportamento de cauda longa e estd relacionada
com a derivada espacial de ordem fraciondria do tipo
Riesz-Weyl (PODLUBNY, 1999). A solugio para
este caso apresenta dois regimes distintos, e um
deles, para tempos longos, pode ser relacionado com
as distribuigdes de Lévy. Esta caracteristica poderd
ser verificada ao analisar a fung¢io de Green no limite
de tempos longos, como serd demonstrado mais
tarde. O segundo caso pode ser relevante na
investigacio da solugio quando se tem um termo

Lenzi et al.

nio-local com uma dependéncia arbitriria na parte
espacial. A terceira escolha incorpora dependéncia
temporal no termo nio-local (discutida no primeiro
caso), que poderd ser relacionada com derivada
temporal de ordem fraciondria (PODLUBNY,
1999) mediante uma escolha apropriada de y.

Em principio, para a anilise, aplica-se a
transformada de Fourier:

(qc{...} :dee"k%.. cF .} =21ﬂ+fdke‘kx...J

na Equacio (1), de maneira a obter a equagio
integro-diferencial:

%p(k,t) = —@kzp(k,t)—jdﬁ((k,t -Dpk,f) @

Essa equagio integro-diferencial pode ser
simplificada utilizando a transformada de Laplace:

[L{...} = Tdte’ﬁ... e £} =2;+Tcdseﬂ...]~

—ico+C

Assim, apés aplicar a transformada de Laplace,
obtém-se a equagio algébrica:

Sp(k, S) _p(k, O) = _®k2,0(k,5)_K (k ,S)pQ( !S) (3)
cuja solugdo ¢ dada por p(k,s) = p(k,0)5 (k,s), com

1

ST S— )
s+ Dk +K (k,Ss)

G(k,s)

em que:

p(k,0) é a transformada de Fourier da condigio
inicial e g(k,s)¢ a fungio de Green da Equagio (1),
no espago de Fourier-Laplace. Note que a Equacgio
(4) retorna ao caso usual, isto é, 4 funcio de Green
para o caso livre, quando K (K, S) = 0. Substituindo a

primeira escolha por K (X,t), que no espaco de

Fourier-Laplace é dado por K (k,s) =K ‘ k|“, obtém-se:

_ pk,0)
ks)=— ) 5)
plk.9) s+ok* + KK/

A Equagio (5) pode ser relacionada ao formalismo
CTRW  (Continuous Time Random  Walk)
(METZLER; KLAFTER, 2000), considerando-se a
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distribui¢io do tempo de espera ¢(s) =1/ (1+sr) e a
fungio densidade de probabilidade de salto
A(k) =1-1(Dk? +1§‘k‘”), em que T € o tempo de
espera caracteristico. O resultado obtido para @(S) e
A(K) indica que a op¢io anterior para o termo nio-
locall muda somente a funcio densidade de
probabilidade do salto. Em particular, esta escolha para
K (X,t) manifesta na solugio um comportamento de
cauda longa, quando ¢ considerado o limite de tempos
grandes. Aplicando a transformada inversa de Laplace, a
Equagio (5) é dada por:

p(k.t) = p(k, 0) expf -0kt~ k1) ©)

A transformada inversa de Fourier da Equagio (6) é:

p(xt)= [ dXg(x=X,t)p(X,0)

1 &1 Kt ” 7
g(X,t) = o -~
Z‘X‘ nZ::') n! ((Dt)g
« H 1L ‘X‘ (1_%”’%)’(1’%)
“[ Vot |1,1),(12)
em que:
g ™ @A), A) | ¢y fun¢io H de Fox
9| (b, B).....(b,, B,)
(MATHAL SAXENA, 1978) (Figuras 1 e 2).
0.5 N =02
t=0.5
i t=1.0
0.4 ‘

p(x.t)

Figura 1. Comportamento de O(X,t) versus X para diferentes
valores de tempo considerando, por simplicidade, u=1, ®=1,

K =1 e a condigio inicial p(x,0) = J(X)-

83
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Figura 2. Comportamento de p(x,t) versus X para diferentes
valores de @ e K considerando, por simplicidade, t =1,
M =1 e acondigio inicial p(x,0) = J(X) -

A presenca desta funcio na solucio indica que o
termo nido-local na Equagio (1) produz uma
dispersio andmala da solugio. Nesse sentido, uma
caracteristica importante da solu¢io encontrada
acima é a presenca de dois regimes, um deles é
caracterizado pelo caso usual (i.e., Gaussiano) e¢ o
outro é dominado assintoticamente por uma lei de
poténcia (i.e., do tipo Lévy). De fato, é possivel
verificar que para tempos pequenos:

-x/(40t) (8)
X,t) = ,
G0 Tt
enquanto que para tempos longos:
1,L), (12
Goety=—L pp| L)) o
H‘X‘ (‘Kt); LD,@%)

A Equagio (9) é essencialmente a distribui¢io
do tipo Lévy comumente encontrada em situagdes
nas quais h4 difusio anémala.

Serd conduzida a discussio ao segundo caso,

caracterizado por K (X,t) =K (X)O(t), com K (X)
arbitririo. Utilizando a Equag¢io (4), com
K (K,8)=K(K), ¢ aplicando a transformada
inversa de Laplace, obtém-se:

p(k.t) = p(k,0) ex( -0kt - K & }) (10)
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Fazendo uso da transformada inversa de Fourier,

juntamente com o teorema de convolugio, na
Equagio (10), tem-se como solugio:

p«r):jom,om—m)

) 11
=t Idxnvc(x Xy D

G(t) =G (x, t)+Z

XIdXK(xz-xl)?(xlI)

em que:
P(x,0) éa condigio inicial e

B ~x%/(40t)
n=s—
G =

¢ a funcio de Green usual obtida a partir da equagio
de difusio na auséncia de forgas e termos de reacio.
De forma andloga ao caso explorado acima, este caso
também pode ser relacionado ao formalismo CTRW
escolhendo-se a distribuigdo do tempo de espera
w(s) =Y (@+sr) e distribuigio dos saltos
A(k) =1-7(0k* + K (K)).

Prosseguindo na anilise, serd incorporada a
dependéncia temporal em K(X t) considerando
K O Y X (kK9 =Ks’|{"). o que
leva a obter, a partir da Equacio (5),

(12)

p(k,0) (13)
s+ok®+Ks” |k

p(k,s) =

Note que a Equagio (13) retorna ao caso
anterior, quando tomado ) =0, e ao caso usual,

quando K =0. Por outro lado, esta dependéncia no
termo nio-local introduz efeito memoéria, de forma
semelhante ao que ocorre com as equagdes
temporais fraciondrias de difusio. Desse modo, a
solugio obtida para este caso (assim como os casos
previamente estudados) tem um cariter nio-
Markoviano. Para encontrar a solugio, aplica-se a
transformada inversa de Laplace. Seguindo o
procedimento apresentado por Langlands (2006),
ap6s alguns cilculos, é possivel mostrar que:

Pkt = pk.0Y “Re ) £, (~ok) (14

em que:

Lenzi et al.

Egj,)B(X) é a n-ésima derivada da func¢io de
Mittag—Lefﬂer generalizada, isto é,

E® (X)Ei ,5(x) (PODLUBNY, 1999). A

transformada inversa de Fourier da Equacio (14) ¢
dada por

p(x.t)=ToRp(i,0p x-x0)
h . (15)

Neste contexto, a solugio geral que considera
uma forma arbitrdria para o termo nio-local pode ser
encontrada utilizando a transformada inversa de
Laplace e o Teorema da  Convolugio
correspondente. Assim, apds alguns cilculos de
rotina, é mostrado que:

pPXLY[dRpX @ X-X1,)
T (16)
g(x.t)=§(x,t>+z%jdxnjdtnvax—xn,t—tn)...

deljdttq(«z X 1=t & 1,)

em que:

P(x,0) ¢ a condigio inicial e G(X,t) ¢ dada pela
Equagio (12). A Equacio (16) estende a Equacio
(11) e pode ser wusada para obter solugdes
aproximadas quando o termo nio-local permite ser
considerado como uma perturbagio na solugio
usual.

Resultados e discussao

Foi desenvolvida a equagio da difusio
considerando a presenga do termo nio-local.
Particularmente, s3o as solugdes exatas para os casos:

0 KOSO/X™  (Kk9)=K[K"). G
K (x,1) = 0(t)K (%) (K (k,s) =K (K)), (iif)
KOGt O™ (x(k,s)=Ks” k"),
discutida na situagio geral. O primeiro caso pode ser

relacionado a derivada espacial fraciondria e tem
como casos particulares vérias situagdes analisadas

além da
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por Metzler e Klafter (2000) e Malacarne et al.
(2006). A diferenga crucial entre os resultados deste
trabalho e os até entio obtidos esti na presenca de
regimes diferenciados de dispersdo da solugio. Esta
caracteristica é evidente, por exemplo, para o
primeiro caso investigado. Neste cendrio, para
tempos pequenos, tem-se a condigio usual de
dispersio da solu¢io, enquanto para tempos longos,
a dispersio ¢é caracterizada por uma fungio de Fox,
cujo comportamento assintético, neste caso, ¢ uma
lei de poténcia, de forma semelhante ao observado
nas distribuigdes de Lévy. Para o segundo caso,
formalmente, a solu¢io para uma fungio arbitriria é

K(X). No dltimo caso, foi incorporada uma

dependéncia temporal de potencial nio-local que

pode estar relacionada A derivada temporal
y. A

fraciondria, conforme for a escolha de
dependéncia do termo nio-local na wvaridvel do
tempo introduz outros diferentes regimes de solugio
que nio estio presentes no primeiro ¢ no segundo
casos e, consequentemente, nas situagdes analisadas
por Metzler e Klafter (2000) e Malacarne et al.
(2006). Outro aspecto digno de nota diz respeito a
Equacio (1), é sua relagio com as equagbes de
difusio  fraciondrias de ordem  distribuida
(CHECHEKIN et al., 2002; SOKOLOV et al., 2004;
MAINARDI; PAGNINI, 2007) mediante uma
escolha apropriada do termo nio-local.

Conclusao

Os resultados obtidos e discutidos acima indicam
que a equagio de difusio analisada neste trabalho,
além de ter virios sistemas fisicos como situagio
particular, pode ser 1til na descri¢io de sistemas que
possuem  diferentes  regimes  difusivos e,
consequentemente, tém difusio andmala. Nesse
sentido, deve ser mencionado que ela pode ou nio
ter o segundo momento finito. No ltimo caso, hi
distribui¢bes do tipo Lévy. Por fim, acredita-se que
este trabalho venha a ser ttil, em geral, na discussio
de sistemas que tenham processos andmalos de
difusio e transporte.
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