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Inclusao de Custos de Transago
Nao-lineares na Otimiza@o
M édia-variancia

Jo< Euclides de Melo Ferraz*
Christian Johannes Zimmer**

Resumo

Neste artigo apresentamos uma nova forma para incluir cdstéransacao na otimizacao
por média-variancia de carteiras. Consideramos cugt@®detagembid/ask spreack o
impacto no mercado da transacao. Propomos um algoritagnpatico que aproxima a car-
teira 6tima considerando os custos e mostramos no casoesgngdes que a abordagem
converge. Um exemplo do uso da abordagem no mercado bmagilfeirnecido e compara-
mos os resultados com aqueles criados por um otimizadeliméa.

Abstract

In this article we propose a new way to include transacti@iimto a mean-variance port-
folio optimization. We consider brokerage fees, bid/astead and the market impact of
the trade. A pragmatic algorithm is proposed, which appnates the optimal portfolio,

and we can show that it converges in the absence of restrictit)sing Brazilian finan-

cial market data we compare our approximation algorithnintie results of a non-linear
optimizer.
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1. Introdugcdo e Metodologia

A incluséao dos custos de transacdo em mercados convastente pouca li-
quidez & um tema crucial para a decisao de alocacao. dkpgoncacao dos custos
influencia a determinacao dos precos (e retornos) edperdos ativos, a base
para casset allocationmas também a analise dos comportamentos econométricos
— a base para as estratégias de arbitragem estatistiGana@ios deustos de
transa@o os custos incorridos ao comprar ou vender ativos de umarearte-
gundo Grinold e Kahn (1995), estes custos podem ser clagkiicem trés cate-
gorias:

1. Custos de processamenigue sao os custos diretos incorridos ao efetuar
as transacdes, tais como os emolumerfige por ordem) e a corretagem
(variavel por valor transacionado). Neste trabalho nao vamos cerasid
os custodixosassociados as transacgdes, pois sua modelagem enaalveri
uso de variaveis binarias, mas vamos considerar aperastusvariaveis
assumidos proporcionais ao volume da transacao.

2. Bid/ask spreadque € a diferenca entre o preco de compra e 0 prego de
venda. Assumimos que as transacdes sejam efetuadasesgehpr‘pior”
preco, isto &, as compras sao feitas pelo paetoe as vendas pelo prego
bid.

3. Impacto de mercado incrementgle € o efeito que o tamanho da transacao
tem no preco de mercado. A idéia aqui & que o volume nedodaidluencia
o pre¢o de mercado na dire¢ao da transacao iniciatkiceg, se a transacao
€ de compra, o preco de mercado aumenta; se a transai@ednda, o
preco de mercado diminui.

Chamamos os dois primeiros custos de custexa@eugo. A figura 1 abaixo
ilustra esquematicamente o efeito lhid/ask spread do impacto de mercado no
preco final do ativo, para uma transacao de compra.
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Preco do ativo

Preco final
Impacto de mercado
incremental
Ask
half spread
Mid quote | Spread
Bid |

Figura 1
Efeito dobid/ask spreae do impacto incremental de mercado em uma operagao dea@hupre, 1997)

Aincorporacao dos custos de transacao nos modeloguizatao de alocacao
€ menos uniforme de que a propria definicao dos custol/eyi1993), por exem-
plo, propde a especificacdo de uma rede na qual a mudargasicao atual para
uma nova posi¢ao é representada por fluxos entre noéamEispelo nd de caixa.
Apesar dessa representacao do problema, uma fungaétivolpara otimizacao
nao foi proposta. Programas explicitos de otimizacikarh propostos, entre ou-
tros, por Lobo et alii (2002), Bertsimas et alii (1999) e Migd e Braun (2002).
Estes autores consideram somente custos de transacf fiariaveis diretos,
mas usam abordagens diferentes para incorpora-los nea¢&o de carteiras.

Lobo et alii (2002) usam valores absolutos aplicados (aésitle pesos rela-
tivos) e pressupdem que o valor total transacionado maisist®s da transacao
devam somar 0. Esta hip6tese entra como restricao nizatjiro. Por causa dos
custos fixos o problema fica nao-linear, o que dificulta aiagtigho. Mas, ja que
o problema ainda & convexo, 0s autores usam primeiro umézafao nao-linear
gue resulta numa solugcdo exata, mas demorada. Para aomtgmoblema de
desempenho do algoritmo, eles propdem também usar uraisacao, resul-
tando provalmente em solu¢des sub-6timas. Nestastmarusa-se uma fungao
de custos ajustada e um algoritmo recursivo, que tem uma semelhanca com
a nossa proposta de implementacéo da subsecao 2.A4elligdBraun (2002) evi-
tam restri¢cdes fixas para manter uma funcao-objetivadcatica com restricdes
somente lineares. Num primeiro passo, equivalente assptopostas, eles in-
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corporam os custos nas restricdes. Depois, eles mudamcadiobjetivo para
levar em conta que o valor total sera diminuido pelos cyughogue o0 programa &
em valores absolutos. Assim, a (co-) variancia seraagjastCom a nova funcao-
objetivo obtém-se um programa quadratico fracional, ppde ser resolvido de
forma eficiente apds uma renomeagao das variaveis. @seawbservam que
uma alternativa de ajuste seria diminuir os retornos edpsraMitchell e Braun

(2002) mencionam também que, implicitamente, & assunuéqigual as outras
abordagens) a realiza¢ao dos custos acontece no finalrt@pe Se os custos
fossem incorporados no inicio do periodo, seria necessén ajuste dos pesos
por causa da perda do valor da carteira. Este ajuste nenhsiguthres faz.

No presente artigo, ao contrario dos artigos citados,rp@ramos 0s custos
incorridos na data inicial e na data final. Aléem disso, pémus custos indiretos
nao-lineares causados pelo impacto no mercado da téemségtuada. Como ex-
plicamos na proxima se¢ao, na hossa proposta tudo se pais® se 0s retornos
esperados dos ativos fossem alterados pelas transagdesmpra os retornos di-
minuem e na venda os retornos aumentam. O efeito disso nizatior & gerar
uma “inércia” em torno da carteira atual, pois ao tentadeemum ativo, seu re-
torno aumenta, o que o torna mais atrativo para o modelo;rdarteomprar um
ativo, seu retorno diminui, o que o torna menos atrativo.

No que se segue, vamos primeiro desenvolver as formulasapastar os re-
tornos esperados dos ativos sob consideracdo. Neste glasgaremos a uma
recursao a ser resolvida, porque cada decisdo de alocag custos de transacao
diferentes. A secao 3 se dedica a propor um algoritmo quexepa a solucao
otima do problema. Finalmente, na se¢cdo 4 desenvolvemosxemplo para o
mercado brasileiro.

2. Incorporac¢ao do custo de transago

O efeito préatico dos custos de transacao na data iréctpl€ as quantidades
transacionadas sao diferentes das quantidades te@rieasres na compra, € mai-
ores na venda). Ao final da transacao o preco volta amptegnercado anterior
(mid-quotg, o que resulta em uma perda imediata a transa¢ao. Iqg@arem
gueo valor da carteira ajps a transago &€ menor que o valor da carteira antes
da transa@o. Além disso, vamos assumir que o impacto de mercado incrixne
produza uma mudanca no pre¢co médio de mercado, causapeotondo apenas
no valor transacionado, mas tar@dim em todo o estoquafetando assim o valor
total da carteira. Em suma, ao comprar (vender) um ativo-pagaais (recebe-se
menos) do que o valor tedrico usando o pre¢o méadid-guote.

Para um melhor entendimento do desenvolvimento, proposarsas seguin-
tes notacdes, nas quais usamos o indjgara destacar os ativas= 1,2, ...,n, e
a estrela) para variaveis vigentes apos a transagao. A data liéiciae a data
horizonte da aplicacaoig > .

Para analisar o preco pelo qual sera transacionado a gaidancarteira, in-
troduzimos:
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Apb (ty) = half-spreaddo ativoi emt,
Apb® (ty) € positivo para compras
e negativo para vendas;
Ap™ (ty) = impacto de mercado incremental no preco do ativo
e, toAp™ (to) € positivo para compras
e negativo para vendas;
pi (to) = preco de mercado do ativdmid-quote em;
pi (tn) = preco de mercado do atiédmid-quote emty,.

A diferenca entre os pre¢os de compra e vendip(ead € dada por

si (to) = spreadde preco do ative (diferenca entre os precos
ask e bid) emty;
s; (tn) = spreadde preco do ativbemty,.

As quantidades de cada ativque serao transacionadas sao

gi (to) = quantidade do ativbna carteira emy, antes da transacao;
qf (to) = quantidade do ativbna carteira ap6s a transacao.

Com os precos e as quantidades criam-se os valores daaartei

V (tp) = valorda carteira eny, antes das transacdes
V*(ty) = valorda carteira eny, ap0s as transacdes

Os custos de transagao enfrentados, podem ser vistos ao@scimos nos
precos, cujas mudancas relativas serao dadas por

n (to) = % = acréscimo percentual no preco devido
aohalf-spreademt;

i (tn) = %thl—t)h) = acréscimo percentual no preco devido
aohalf-spreademty;

G (to) = % = acréscimo percentual no preco devido
ao impacto de mercado ety

Ci(th) = % = acréscimo percentual no preco devido

ao impacto de mercado em).
Finalmente, a decisao de alocacao sera tomada em Eatdgas que sao

w; (tp) = propor¢do alocada ao ativoantes das transacoes;
wi (tg) = propor¢do alocada ao ativma data inicial
apos as transacdes

Combinando os ativos, o valor da carteira antes das traas@cdado por
n
V(to) =Y _ ai(to) pi (to), 1)
i=1
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e as quantidades iniciais podem ser obtidas das propirgigeis através de

1% (to) Ww; (ﬁo)
i (to)
Apos as transacdes vamos assumir que o valor da ca¥€irg inicial seja

reduzido pelo custo totdl' = vV (¢y), ondey & uma fragado do valor da carteira

antes das transagd®s(to). Assim, o valor total da carteira ap6s a transagao sera
diminuido para

g (to) = ()

V¥ (to) =V (to) - (1 — ). (3)

Vamos assumir que ao final das operagdes o preco de metteachra ativo
i tenha se alterado para o preco de mercado inicial mais ochmple mercado
incremental,p; (to) + Ap™ (to). Note que o novo preco do mercado diverge
do preco transacionado, pois o investidor & expostbidtask spread; (to) +
Api?“ (to) + Ap™ (tp). Sabemos, do outro lado, que o valor final da carteira
pode ser expresso pelo somatorio das quantidades finais wgreco de mercado
(apbs transacgdes). Assim, podemos deduzir a quantittedi@locada a cada ativo
a partir de sua alocacao na carteira (marcada a mercado):

wioy Vi) (I —9) - wito) V() (1—79) wi(t)
G0 = e T A () pie) (kGG

A mudanca na carteira pode ser expressa em quantidade @atoardusando
o0s pesos decididos

. oy Vito) (=) wi(to) V (to) - wi (to)
Agi (to) = ¢; (to) — i (to) = pi (i) - (L+ G (to) o) (5)

2.1 Efeito no retorno esperado

Para calculo do retorno esperado na data do horizonte detimentat;, va-
mos assumir que a carteira seja desfeita naquela data am geemercado vi-
gente, e inicialmente vamos assumir também que ndo hgjactm de custos de
transacad.Nestas circunstancias o retorno esperado do apweale ser calculado
por:

_ Di (th)

i (to)

O retorno esperado da carteira, sem custos de transagiiata, mas com
custos na datg, pode ser calculado por:

1. (6)

i

1isso significa que todas as posicdes, incluindo o estaguip liquidadas e se transformar&o em
caixa na datay, .
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wroo= V*(S:t:; 1
= V(lto En:ql (to) - pi (tn) — 1
TV (1150) Z . Soztogl(;:)g (wtf)gtO)pi (to) - (1 + ) — 1
- g%wf(%)—gwﬂto)

=1

Em resumo, o retorno da carteira com custos de transag@ataaicial e sem
custos no horizonte de investimento se escreve como

R R
a Z( 0+ G (@) 1)“’%‘ (fo)

i=1

Z#z w; (to),

sendo que

o (=) (4 )

= e — (7)
(1+ ¢ (to))

€ o retorno esperado incluindo os custos de transacaatdaricialty.

Além do custo de transacao na data de decisao, podewanel® conta tam-
bém o custo de liquidar a carteira ém A principio, os custos afetam o valor da
carteira de uma maneira equivalente aos custos ocorriddatadnicialty. Para
valores no horizonte usamos duas estréta$ para indicar que foram incorpora-
dos custos de transacao no horizonte, além dos cust@aaitial. O valor total
da carteira em;, & dado pela soma dos produtos das quantidades totais (todo o
estoque), com os precos obtidos grapds a ocorréncia dos custos de transacao,
subtraindo o custo de processamento das operac¢des,idsqumporcional aos
valores transacionados,):

V) =Y {a) (o) (pi (tn) + ApE® (tn) + Ap}™ (tn))

i=1
—ai |q; (to) (s (tn) + Ap2* (tn) + Ap™ ()]} -
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Substituindo mais uma veg (to) por (4), podemos derivar

pi (tn) - (L + s (tn) + G (tn))

V() = {Z Vi) (1=7) - ) e () (1 (80) + G (80))
V (to) (1 — ) wj (to)
pi tO 1 + Cz (tO))
_ 14 i) ( ) (LAmi (tn) +Gi (th))
= t() ;{ 1 + Cz (tO)) [ (t())
T (1+ i (to)) wi (to) }
S { (1+ i) (1 =) (L +n: (tn) + G (tn))

—  pi(to) - (1+ G (to))
(14 pa) (1 =) (L+ 7 (t) + G (tn))
(1+ G (to))

= Vi(to)-

i=1

- (w] (tO) a; [w; (to)])}
_ (1+M'i)(1_7)(1+77i(tz)+gi(tz))
= V(to)- ; { Y h h

(1=« - sign (w; (to))) wi (fo)}

sendo que
_ 1s; (th)
i (th) - §p (th)SIQn( (to)) ) (8)
G (tn) = 0; [w} (to)]” sign(—w} (to)). 9)

Portanto, o retorno esperado da carteira com custos da¢@mea data inicial
e na data do horizonte de investimento pode ser calculado:com

*x _ Ve (th)
o= V(to) -
_ L) (1 =) (L +mi (tn) + G (¢n))
B g { (1+¢i(to)) }

(1 — a; - sign (w; (to))) w; (to) — Y w; (to)

{ (14 ) (1 =~) (T +ni (tn) + G (tn))
(14 ¢ (to))
—a; - sign (w; (to))) — 1} w; (to)

kK

My Wy (to),

—_

1

3
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com a definicdo do retorno individual apds custos de &g na data inicial e
final.

oo _ JOAR) A=) 40 ) +GED L siante® (201 -
i { (1+Gi(to)) }(1 isign(w; (fo))) (11.0)

Desta forma, o efeito final dos diferentes custos de tr&mspode ser incor-
porado ao retorno esperado de cada ativo (eq. 7 ou eq. 10foaoesperado
da carteira pode entao ser calculado da maneira wsudl para o caso de nao
haver custos no horizonte, awp**, para o caso de haver custos na data do hori-
zonte. Como estes retornos esperados dependem da pdpgacsotimaw*, €
necessario utilizar algum procedimento iterativo de ¢iiu

Para podermos ajustar os retornos individ4ais},_, ,, pelas formulas (7)
ou (10) precisamos determinar os paramefmgs,_, ., {¢;}._, , e~. Os
custos de execucio, em geral, s30 observaveis no noerBana o custo de im-
pacto no mercado precisamos uma forma funcional, cujalescera dada na
subsecao 2.3. Para determinar o parametro do custoytptalpomos uma abor-
dagem recursiva na proxima se¢ao.

2.2 Especificago dos custos de execéo

Vamos assumir que 0s custos de processamento da atjam proporcionais
(«;) a0 preco final do ativo transacionado (isto &, incluindefeito dobid/ask
spreade do impacto de mercado). Como ja mencionado, 0s custos pixos
transacao sao ignorados para evitar o uso de funcdesaia. Portanto, o
custo total do ative pode ser calculado como a soma do custo de processamento
e da perda no preco causada pela marcac¢ao-a-mercadedaga@p ao final da
transacad. O custo se compde pelnd/ask spreador unidade transacionada
|Ag; (to)] |Ap§’a (to)| mais o custo variavel por ative,;, aplicado ao pre¢o tran-
sacionado

|Ag; (to)] - o (pi (to) + ApY* (to) + Ap™ (to)) -

Podemos formular os custos individuais de execucdo ws@dla seguinte
maneira:

2A “perda” deve ser vista de forma relativa ao preco atualcamapra, por exemplo, a perda &
causada pelo fato do preco de compra ficar acima do pregmmé
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Ci(to) = |Agi(to)l [ (pi(to) + Apl (to) + Ap™ (to ) + |Apba to)H
_ ‘V (to) - (1 =) -wi (to) _ V (to) - wi (to)
pi (to) - (14 G (o)) pi (to)
{O‘t Di ( ) (1 + 1 (tO) + G (tO)) + Di (tO) |77i (t0)|}
N R L
= Vi S - ww

Hai - (14 n; (to) + G (to)) + [mi (o)} -

Usandos;, o spreaddo mercado do ativa sabemos que o efeito no preco do
bid-ask sprea@ dado por:

i (to) = %ZSZ)'S@H(A% (o)) (11)
(

)
_ Lsilto) o ((A=7)-wilte)
~ 2pi(to) & < (14 Gi (to)) ‘ (to)) '

Finalmente, o custo total de processamento pode ser cédcpta:

¢ = ici (12)
_ — ) wi )

— Zv to) (e (to)) i (to) (13)

: {Oéz' (L4 mi (to) + Gi (to)) + |mi (to)[} (14)

ComoC = v -V (ty) podemos obter agora uma formula de recorréncia para o
calculo do fatory:

ﬁ w; (to) | {ai - (L4 ni (to) + G (to)) + |mi (to)|}
(15)
Note que o fatory aparece dentro do modulo, fazendo com que seja necessario
utilizar algum método iterativo para solugao desta egoaconhecidas as compo-

sicbesw ew*.

2.3 Impacto de mercado

Segundo alguns autores (Grinold e Kahn, 1995, Torre, 198d dt alii, 2003)
o impacto de mercado seria aproximadamente proporciorgizaquadrada do
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volume transacionado. Neste caso o impacto de mercadoogpdadima funcao
nao-linear

Ap;mi (tO)
pi (to)

Por exemplo, usa-se a seguinte especificacao:

Gi (to) = = [ (Aqg; (to)) -

Gi(to) = A} (|A%‘ (to) - (pi (to) + AP?(L (to) + Ap™ (to)) |)ﬁ

)
- sign (Ag; (to))
(=) -wi(t)
i (V (to) - ‘m —w; (to)
(A i)
o (Cre )

onde \; &€ uma constante de proporcionalidade dependente do atbtencial-
mente dependente da sua volatilidade, segundo Grinold B K&95)) ou da sua
capitalizacao de mercado (Lillo et alii, 2003)j& uma constante conhecida: 0.5,
para Grinold e Kahn (1995), e entre 0.5 e 0.3, para Lillo €{2003).

Neste trabalho vamos adotar a seguinte versao paradaecinpacto

153
> (16)

B
(L4 m; (to) + G (tO)))

Ci (t()) _ >\z <l/ (t()> (1 B 7) i w: (t()> — w; (t()>

Vi(to) | (4G (to))
. Sign (AQZ (to))
(1 =) wy (to)

B
= b ( +G) (fo) )
(L =7) - wj (to)
- sign (—(1 T CZ (t0>>0 — W; (to))

ondeV; (to) & o volume médio transacionado do ative definimos

- V (to) \”
;=X\ |=—72%] .
Vi (to)
Evidentemente as constantes de proporcionalidadevem ser estimadas em-
piricamente através de algum procedimento econométries isto vai aléem das
pretensdes deste trabalho. Aqui vamos simplesmente assuenelas sejam co-

nhecidas e os valores usados na aplicacdo ao mercadieiboasho relatados na
tabela 1.
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2.4 O modelo de otimizago com custos de trans&ip

O modelo final com impacto de custo de transa¢adgav;, pode ser suma-
rizado por

max {(w* (o)) 1 — ¥ (0 (1)) S (w (to»} 17)

w*(to) 2

sob as condi¢bes que vale paratodosesl, 2, ...,n

Z? LW (to) =1
oo _ [ (s ><1fv><1+m<th>+<i<th>>}
pi (4G (t0))

. (]. — Q- Sign ( * (t()))) -1
n 1 Wi *
V=3 1%’% i(tO)’
sa Aai (1+m; (to) + Gi (to)) + |mi (to)[}
-d. to)/pi(to : 1—y)w; (to
i (t0) = 2Lkgin) - sign (Graltlsl —wi (10) )
mi (tn) = # - sign (—w (to))
8 .
1—y)w; ; (I—y)w; (to)
Gi (to) = (’((HZ) y Wi (to)D : Slgn((fiiw — w; (750))
Gi (tn) = 0; [w (to)|” - sign(—w; (to))
Wil S ’LUZ (tO) S Wi,y -

(18)
Este problema deve ser resolvido numericamente atrav@®dedimentos de
busca com funcéo objetivo ndo linear (n&o & quadaaficque o} dependem da
solucaow; (to)), com restricdes nao lineares. Problemas deste tipmstoria-
mente dificeis de serem resolvidos, por isso vamos prop@roxima se¢ao um
procedimento iterativo que utiliza os modelos de progré@magciadratica usual.

3. Um Algoritmo Iterativo para Aproximar a Carteira Otima com Custos
de Transa@o

Nesta secao propomos um algoritmo que pode ser usado par&inar a
solugcao 6tima do problema (17 e 18). O objetivo € evitpr@gramacao nao-
linear utilizando apenas a programac¢ao quadratica.ia@iente, a otimalidade
nao pode ser garantida, mas observamos nos exemplaoprgtie chegamos bem
perto como veremos ha sec¢ao 4. Achamos importante lemgbeamposto a com-
plexidade e configuracao do problema, nao deve ser |arjopge possam existir
diversas composicdes 6timas.

Justificamos a convergéncia do algoritmo para o caso d&teaexia de restri-
¢Oes na subsecao 3.2. Pérem, fica em aberto uma prava paso geral que inclui
restricdes de igualdade e desigualdade.
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3.1 Aformulac¢éo do algoritmo

O procedimento de otimiza¢cao com custos de transacfwaeforma de uma
busca para a composi¢ao 6tima que segue uma execugfisiva de um programa
de otimizacao de média-variancia:

1. Obter a solugao 6tima iniciaj & 0) sem custos de transacédt).
2.j=4+1.

3. Calcular os seguintes fatores para cada ativo

e 71; (to) pela equagacl1).

e (i (to) pela equacagls).

v pela equacafls).

n; (t) pela equacas).

Gi (tn) pela equacadm).

e 11* pela equagag?), caso se deseje considerar apenas 0s custos na

“entrada” (datainicial), ou pela equacao (10), caso sejgeconsiderar
0S custos na “entrada” e na “saida” (no horizonte de investtos).

4. Rodar o seguinte modelo de programacao quadratica:

* ok k * *
IB(a?((U} (to))/(j)ﬂ _5(1” (tO))/(j)z(w (ﬁo))(j)

Z:L:I (wy (t())>(j) =1,

sujeito a { wi < (w;r (t()))(j) < Wiy ,i=1,2,...,n.

5. Repetir os passos 2 a 5, até convergéncia da soluitha ©* (¢y), em al-
guma medida, por exemplo até quZ‘j) (to) — w(;_y) (to)H <e.

3.2 Analise da conver@ncia do ajuste pelo custo de trans&p

Assumimos que o retorno relativo inicial & dado ppr= pg) =
vvvvvvv .- Apos
otimizacao das posic¢des foi decidido mudar a posit@ial para uma nova posicao
w() = {wi,) ),y ondej indica o passo da otimizagdo. A nova posi¢ao
implica no custo de transagﬁb(Aw(j)) . Assim, o retorno realizado apos custo
de transagao sera

) = h-1 — C (wg) —w) -
No caso mais simples sem restricdes na otimizacao,sdeue
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k
w(;) = arg max {w’u(j_l) - iw’Ew}

e surge

wi) =t - 2k
Para mostrar que o ajuste do retorno esperado pelo custard&a¢fio & um
algoritmo convergente, & suficiente provar que a fungiretbrno ajustado & um
mapeamento contraente no espaco original, i.e.,patac vale que

fA4 . R—R,
[F29 (i) = FAY (pg-n) | < C(Awy)) [|pg) — me-
C’(Aw(j)) < ].,

HGy -1 € R
A funcao do retorno ajustado & dada pela seguinte s@ifie

pay = A (o),
pg = A (ug-n)
= p-1 — C (wy) — )
= -1y = C(ng-1) - X7k — w()

= (1-C(awy)) - uyn — ).

Segue qug 4 & um contrator:

(Vo () - FAY (pg-n) |
| (1-¢ (auy))-
iy — oy — (1= C (Bwg)) - uia + wo)|

= (1-¢@wy)) - lng-v = -2
< e |lug-) = py-

e come € [0,1) seC (Aw;)) > 0 aplica-se o teorema de Banach que constata

que £ tem um ponto fixo. Observa-se que o casoGUe\w ;) = 0 eliminaria
0 uso do teorema de Banach, mas, neste caso, também rémdsrcustos de
transacad.

Spara uma explicagao elementar dos conceitos de anatiados, refere-se, por exemplo, a
Kreyszig (1989).
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Segue também uma estimacao do erro da iteracao:

i—1 |

' . - J
1729 () = 129 () | < (1€ (Bwi) [l — ol

4. Exemplo dos Impactos dos Custos de Transag no Mercado Brasileiro
4.1 Descri@o dos dados de mercado

Consideramos como exemplo o cenario hipotético na da@eQBilho 2004
com horizonte de aplicacédo de 30 de Novembro de 2004 delata tabela A.1,
junto com a matriz de correlacdo observada na tabela 5 @odége. Todos os
valores sao em moeda Selic. Os ativos sao

Préi Veértice de taxa de juros pré-fixada com as maturidades
1=3,1 meses; 2=9,3 meses; 3=21 meses

Po6s dolar Veértices de taxa de juros pos-fixada em PTAX com
1=9,3 meses; 2=21 meses; 3=33 meses

Pbs IGP-Mi  Veértice de taxa de juros pbs-fixada em IGP-M com
1=9,3 meses; 2=21 meses; 3=45 meses; 4=69 meses

LFT Letras do Tesouro Nacional (pbos-fixados em Selic) com
1=9,3 meses; 2=21 meses; 3=45 meses

Global 40 Titulo de divida Brasileira externa - Global 204

A fim de efetuar testes com o modelo proposto, definimos csnpeErose
(custo direto de processamentgﬁ({% (relacaabid-ask spreafpreco) & (impacto
de mercado) com os valores ilustrados na tabela 1. Obsesvaatabela A.1 que
0 ativo com maior risco & a bolsa (IBOVESPA), mas os custdsatsacao para
este ativo também sao os mais altos, segundo a tabela 1.

O impacto de mercado foi calculado de forma simplificadadsan

)

- o2 ()’

como; o0 desvio-padrao ao ano do ative ¢ = 0.5 um fator multiplicativo que
deveria ser estimado por ativo. Observamos na tabela 1 quercado de ativos
de renda fixa pré-fixados e pos-fixados em doélar sao hadignidos devido ao
alto volume negociado em mercados futuros. Entretant@ psmmercados de
renda fixa pos-fixados em IGP-M o impacto de mercado &€ ma@is,o volume
do mercado secundéario de titulos & pequeno e nao existgrados futuros.
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Tabela 1

Custo relativo (ao prego) dos diferentes ativos: diretp bid/ask spreads(to)/p(to)) e impacto mercad(?)

Vertice Custo de Impacto  Bid-Ask
Corretagem  Mercado Spread
1 SELIC 0,000% 0,000% 0,000%
2 Cambial swapada 0,100% 0,000% 0,194%
3 Ptax 0,100% 0,007% 0,379%
4 Euro 0,100% 0,006% 0,545%
5 Pre1 0,100% 0,003% 0,012%
6 Pre2 0,100% 0,006% 0,042%
7 Prée3 0,100% 0,000% 0,168%
8 Bolsa 0,550% 0,280% 0,412%
9 Pos dolar 1 0,100% 0,005% 0,408%
10 Pos dolar 2 0,100% 0,001% 0,417%
11 Pos dolar 3 0,100% 0,003% 0,436%
12 Pos IGP-M 1 0,100% 0,234% 0,059%
13 Po6s IGP-M 2 0,100% 0,176% 0,092%
14 Po6s IGP-M 3 0,100% 0,258% 0,455%
15 Pos IGP-M 4 0,100% 0,897% 0,375%
16 LFT1 0,100% 0,000% 0,023%
17 LFT 2 0,100% 0,001% 0,076%
18 LFT 3 0,100% 0,004% 0,282%
19 Global 40 0,100% 0,000% 0,832%

4.2 Discuséo dos resultados

Num primeiro passo, otimizamos as composicOes das Estsm considerar
os custos de transacdo. Na figura 2, plotamos as cartginaas  usando retorno
esperado original (sem custos de transacao), o retoperado incluindo custos
emtg, e o retorno esperado incluindo custosigre ty,.

1.4%

Figura 2

Sem custos
= =Custos na entrada
- - - Custos na saida

= 1.2%

o

2

2 1.0% 4

H — e

3 0.8% //»

£ 0.6% e mm e

o . - -

3 0.4% | 7.

£ .

g 02%//,

i<} s

& 0o% ‘ ‘ ‘ ‘
0200 ﬁ/o 0.5% 1.0% 1.5% 2.0%

Desvio padréo (%per., bench.)

Diagrama retorno médio x desvio padrao, ilustrando d@f#ds custos de transacao na “entrada” (data inicial) e na
“saida” (horizonte de investimento)
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A seguir rodamos o procedimento de otimizacao para asrgeglternativas:
e sem custos de transacéao;
e com custos de transagao somente na “entrada”’(datal)nicia

e com custos de otimizacao na “entrada’e na “saida”(loot& de investi-
mento).

Os resultados foram plotados na figura 3, considerando meetoédio apbs
custos de transacao na entrada e na saida.

0.7%

0.6% | e —
0.5% |

bench.)

0.4% -

Sem custos
= =Custos na entrada
= = = Custos na saida

0.3% -
0.2% A

0.1% A
0.0% T T T T
0 1%).7& 0.5% 1.0% 1.5% 2.0% 2.5%

Retorno médio (%per.,

-0.2%

Desvio padréo (%per., bench.)

Figura 3
Carteirastimizadassem custo, com custo na “entrada” e com custo na “saida’piotedas no diagrama de
retorno médicapds custos na “entrada” e na “saidaX desvio padrao

As tabelas A.3, A.4, A.5 e A.6 no apéndice ilustram as difese composicdes
das carteiras 6timas obtidas nas trés rodadas, paratasasmde maximo indice
de Sharpe e para as carteiras de maxima utilidade espeyadaceficientes de
aversao relativo ao risco de 500, 50 e 5, respectivamerdgscélha dos parametros
é feita para gerar carteiras ao longo de toda a fronteirefiec Quanto menor o
coeficiente, tanto maior o apetite pelo risco do investidor.

Comparando as fronteiras eficientes com e sem custos da¢énobserva-
mos que a fronteira eficiente ap0s custos de transac&@edssmais da fronteira
sem custos de transa¢ao na regiao de maior risco. A figuisudliza este efeito
cujos dados sao mostrados nas tabelas A.3, A.4, A.5e A.6.

Além de comparar as curvas com e sem custos de transagiqotrtante
investigar as diferengas das curvas com custo de traogpgradas a partir do al-
goritmo de aproximacao e da otimizacao nao-life@omo esperado, parece que
0 problema tem diversos pontos 6timos ou, ao menos, patitoes proximos:
Na figura 4 e na tabela comparativa 6 no anexo pode-se obsgivas fronteiras

“No nosso caso aplicamos a fungd@mihcori do programa MATLAB.
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com custos na entrada, criadas a partir dos dois métodas kst perto. So-

mente na regiao de menos aversao ao risco, a fronteidacciam a otimizacao

nao-linear consegue dominar a soluco aproximé&daatural que a composicao
otima seja melhor que a solugao aproximada. Mas, é itapta ressaltar que (no
NOSsSo caso) a partir de uma aversao ao risco menor que 2@0ooss/de risco e

retorno estao proximos, enquanto as composi¢cdesgdivede maneira nao negli-
genciavel. Achamos importante pesquisar em futuros ltnabasta proximidade

(em termos de pares risco-retorno) de composicdes difssepois surgem algu-
mas perguntas interessantes:

e Tendo em vista que 0s pesos por ativos nao sao necessattaman6tonos
no nivel de aversAo ao risgtalvez seja do interesse do investidor nem sem-
pre seguir exatamente a composi¢cao proposta pelo otimizéio-linear.

e Como podem ser melhor analisadas as diferentes compasitf@rnativas
gue criam pares de risco-retorno parecidos?

e Qual a estabilidade das composicbes ao longo da frontewando em
consideragao os erros de estimacao nos parametrostiisuicdes?

100% Tp @

_me = e

0,80% - Y

0,60% —+ /../

0,40% - /

020% | / - -m-- Fmincon
/ — - lterative
000%

o,f 050% 100% 150% 2000 Desvio

padrdo

-0,20%

Figura 4
Comparacao das fronteiras criadas fmeincone o algoritmo iterativo

S1sso significa que a quantidade alocada num ativo pode dintiom a aversdo ao risco num certo
ponto na fronteira, e mais tarde ela volta a crescer. Esite ef@o & possivel numa fronteira eficiente
sem custos de transacao.

6vide Zimmer e Niederhauser (2004) para algumas alterrsativano tratar os erros de estimagao
na criacao de uma fronteira eficiente.
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5. Conclusio

Neste artigo desenvolvemos uma possivel formulacaaagrgmacao mate-
matica para o problema da alocacao de média-varid@ecian estagio (unitempo-
ral) com custos de transacao. Os custos de transaghu ftivididos em:

e Custos (variaveis) de processamento,
e Bid/ask spread,

e Impacto de mercado incremental.

Assumimos aqui que os custos de processamentbi@/ask spreactausem
uma perda imediata no valor da carteira mas ndo causem igaidanpreco de
mercado, enquanto que o impacto de mercado incrementa censsmudanca no
preco de mercado e portanto em todo o estoque.

Sugerimos que o modelo seja rodado apenas com os custosisactia na
“entrada”, isto &, na data inicial. O motivo & que na @@t modelo possui um
horizonte de investimento muito mais longo do que o perteloeprogramacao
(periodo entre rodadas do modelo para rebalanceamentotgaa). Ou seja, na
realidade o modelo & usado miopicamente como solucaaaldgma intertem-
poral do agente. Assim, ao rodar a carteira ao longo do camitdo se desfaz
inicialmente a carteira para em seguida formar uma noveicaibtima; apenas
uma parcela da carteira & vendida ou comprada em cadamebaftaento. Mas
0 modelo com custos na “saida” assume que toda a cartegsféitd, causando
assim uma superestimagao dos custos de transaca@eerg portanto, que o
modelo com custos ha entrada representa melhor o procegestde utilizado na
pratica.

Para futuras pesquisas sugerimos testes mais amplos cerandés nUmeros
de ativos a fim de avaliar o desempenho do precedimento azpogto em relagao
a um algoritmo de programacao nao linear com restsig@® lineares. Na pe-
guena amostra utilizada, o tempo de processamento do mugelonear foi me-
nor do que o tempo de processamento do procedimento de pragia quadra-
tica iterativo’/ Porém, em amostras grandes, os problemas de converggascia
algoritmos de otimiza¢ao nao-linear podem ser critiewale a pena comparar 0s
resultados com as aplicacdes geradas pela aproximacao

Finalmente, propomos que seja feito um estudo sobre astedsticas das
composic¢oes propostas pelos otimizadores, pois, comaiorado, a auséncia de
monotonia & um fato pouco intuitivo para o gerenciamentcedtiras.

70 tempo de processamento para a fronteira inteira num PC coregsador Intel Pentium IV
com 1GB de RAM do algoritmo iterativo aqui proposto foi des4,&Em comparacao, o algoritmo de
otimiza¢&o nao-lineaimincondo MATLAB demorou 3,6s.
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Apéndice

Tabela A.1
Parametros para otimizagado média-variancia daeicast Retorno e risco na moeda SELIC ao periodo. A medida
de risco € o desvio-padrao

No.  Veértice Retorno Risco Lim. Inf  Lim. Sup
1 SELIC 0,0% 0,0% 0% 100%
2 Cambial swapada 0,2% 1,6% 0% 100%
3 Ptax -2,4% 5,1% 0% 100%
4 Euro -3,0% 6,9% 0% 100%
5 Pre 1 0,6% 0,3% 0% 100%
6 Pre 2 0,8% 1,1% 0% 100%
7 Pre 3 0,0% 3,2% 0% 100%
8 Bolsa 0,4% 13,4% 0% 49%

9 Pos dolar 1 0,3% 4,4% 0% 100%
10 Pos dolar 2 1,2% 3, 7% 0% 100%
11 Pos dolar 3 2,2% 4,2% 0% 100%
12 Pos IGP-M 1 1,4% 2,1% 0% 100%
13 Pos IGP-M 2 0,2% 1,9% 0% 100%
14 Pos IGP-M 3 0,6% 2,5% 0% 100%
15 Pos IGP-M 4 0,6% 3,5% 0% 100%
16 LFT1 0,0% 0,0% 0% 100%
17 LFT 2 0,2% 0,2% 0% 100%
18 LFT 3 0,0% 0,9% 0% 100%
19 Global 40 -6,3% 8,9% 0% 10%
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Tabela A.2
Matriz de correlagdes historica entre os ativos

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
2 1 -0,22 0,17 0,24 0,44 0,51 0,29 -0,21 -0,08 0,13 -0,11  -0,08,05 0,06 0,26 0,26 0,28 0,26
3 -0,22 1 0,68 -020 -057 -060 -0,68 0,98 0,78 0,29 0,08 1-0,00,01 -0,02 -037 -0,38 -0,36 -0,05
4 0,17 0,68 1 -0,09 -0,38 -040 -0,27 0,67 0,58 0,31 0,15 0,09,18 0 0,16 -0,10 -0,07 -0,10 0,20
5 0,24 -0,20  -0,09 1 0,60 0,36 0,27 -0,21 -0,21 -0,14 0,55 0,6,68 0,65 0,34 -0,27 -0,10 0,29
6 0,44 -0,57 -0,38 0,60 1 0,92 0,56 -054 -0,37 -0,08 0,00 0,03,21 0,25 0,60 0,36 0,42 0,39
7 0,51 -0,60 -0,40 0,36 0,92 1 0,63 -055 -0,29 0,07 -0,15 3-0,10,02 0,06 0,57 0,56 0,47 0,45
8 0,29 -0,68  -0,27 0,27 0,56 0,63 1 -0,68 -0,45 -0,08 0,08 0,160,15 0,19 0,61 0,54 0,42 0,58
9 -0,21 0,98 0,67 -021 -054 -055 -0,68 1 0,85 0,41 0,10 0,000,01 -0,04 -037 -0,34 -0,32 -0,02
10 -0,08 0,78 0,58 -0,21  -0,37 -0,29 -045 0,85 1 0,82 0,04 050, -0,06 -0,07 -0,38 -0,10 -0,12 0,23
11 0,13 0,29 0,31 -0,14  -0,08 0,07 -0,08 0,41 0,82 1 -0,02 8-0,0-0,09 -0,10 -0,29 0,19 0,13 0,40
12 -011 0,08 0,15 0,55 0,00 -0,15 0,08 0,10 0,04 -0,02 1 091,740 0,72 0,10 -0,37  -0,3¢ 0,18
13 -0,08 -0,01 0,09 0,60 0,03 -0,13 0,16 0,00 -0,05 -0,08 0911 0,84 0,83 0,18 -0,37  -0,33 0,13
14 0,05 0,01 0,18 0,68 0,21 0,02 0,15 -0,010 -0,05 -0,09 0,74 840, 1 0,99 0,22 -0,28 -0,29 0,21
15 0,06 -0,02 0,16 0,65 0,25 0,06 0,19 -0,04 -0,07 -0,10 0,72,830 0,99 1 0,27 -0,23  -0,22 0,22
16 0,26 -0,37  -0,10 0,34 0,60 0,57 0,61 -037 -0,38 -0,29 0,10,18 0,22 0,27 1 0,60 0,58 0,40
17 0,26 -0,38 -0,07 -0,27 0,36 0,56 054 -034 -010 0,19 7-03-0,37 -0,28 -0,23 0,60 1 0,74 0,47
18 0,28 -0,36 -0,10 -0,10 0,42 0,47 0,42 -0,32  -0,12 0,13 4-0,3-0,33 -0,29 -0,22 0,58 0,74 1 0,31
19 0,26 -0,05 0,20 0,29 0,39 0,45 0,58 -0,02 0,23 0,40 0,18 3 0,10,21 0,22 0,40 0,47 0,31 1
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Tabela A.3
Carteiras 6timas de maximo indice de Sharpe para os w®dem custo, com custo na entrada e com custo na
“entrada” e na “saida”.

Comp. Composicdo  Cl/custos  Clcustos

Ativo atual sem custos el emty,
SELIC 47% 1% 0% 0%
Cambial swapada 0% 0% 0% 0%
Ptax 1% 0% 0% 0%
Euro 0% 0% 0% 0%
Pre 1 6% 54% 0% 0%
Pré 2 2% 0% 82% 91%
Pre 3 0% 0% 2% 2%
Bolsa 2% 0% 0% 0%
Pos dolar 1 0% 1% 0% 0%
Pos dolar 2 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 3 0% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 1 4% 0% 1% 1%
Pos IGP-M 2 3% 0% 2% 0%
Pos IGP-M 3 2% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 4 9% 0% 0% 0%
LFT1 12% 0% 0% 0%
LFT 2 3% 44% 2% 0%
LFT 3 9% 0% 3% 3%
Global 40 0% 0% 8% 2%
100% 100% 100% 100%

Retorno esperado

Sem custos 0,16% 0,39% 0,56% 0,58%
Com custo entrada 0,16% 0,17% 0,40% 0,39%
Com custo entrada e saida  0,02% 0,05% 0,28% 0,28%
Risco

Desvio padrao 0,62% 0,17% 0,30% 0,30%
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Tabela A.4
Carteiras 6timas de maxima utilidade esperada com ceefecile aversao relativo ao risco de 500 para os modelos
sem custo, com custo na “entrada” e com custo na “entrada*saida”

Comp. Composicdo  Cl/custos  Clcustos

Ativo atual sem custos ey emty,
SELIC 47% 0% 0% 11%
Cambial swapada 0% 0% 0% 0%
Ptax 1% 0% 0% 0%
Euro 0% 0% 0% 0%
Pre 1 6% 87% 78% 7%
Pré 2 2% 0% 1% 2%
Pre 3 0% 0% 0% 0%
Bolsa 2% 0% 0% 0%
Pos dolar 1 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 2 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 3 0% 1% 1% 1%
Pos IGP-M 1 4% 0% 2% 0%
Po6s IGP-M 2 3% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 3 2% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 4 9% 0% 0% 0%
LFT1 12% 0% 4% 4%
LFT 2 3% 12% 7% 3%
LFT 3 9% 0% 7% 2%
Global 40 0% 0% 0% 0%
100% 100% 100% 100%
Retorno esperado
Sem custos 0,16% 0,55% 0,52% 0,49%
Com custo entrada 0,16% 0,34% 0,36% 0,32%
Com custo entrada e saida 0,02% 0,23% 0,24% 0,22%
Risco
Desvio padrao 0,62% 0,27% 0,28% 0,25%
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Tabela A.5
Carteiras 6timas de maxima utilidade esperada com ceeficile aversao relativo ao risco de 50 para os modelos
sem custo, com custo na “entrada” e com custo na “entrada*saida”

Comp. Composicdo  Cl/custos  C/custos

Ativo atual sem custos ey emty,
SELIC 47% 0% 0% 0%
Cambial swapada 0% 0% 0% 0%
Ptax 1% 0% 0% 0%
Euro 0% 2% 1% 1%
Pre 1 6% 0% 14% 23%
Pre 2 2% 55% 53% 53%
Pre 3 0% 0% 0% 0%
Bolsa 2% 0% 0% 0%
Pos dolar 1 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 2 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 3 0% 5% 3% 2%
Po6s IGP-M 1 4% 38% 29% 21%
Po6s IGP-M 2 3% 0% 0% 0%
Po6s IGP-M 3 2% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 4 9% 0% 0% 0%
LFT1 12% 0% 0% 0%
LFT 2 3% 0% 0% 0%
LFT3 9% 0% 0% 0%
Global 40 0% 0% 0% 0%
100% 100% 100% 100%

Retorno esperado

Sem custos 0,16% 1,06% 0,97% 0,90%
Com custo entrada 0,16% 0,77% 0,72% 0,68%
Com custo entrada e saida 0,02% 0,57% 0,55% 0,52%
Risco

Desvio padrao 0,62% 1,02% 0,86% 0,78%
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Tabela A.6
Carteiras 6timas de maxima utilidade esperada com ceefecile aversao relativo ao risco de 5 para os modelos sem
custo, com custo na entrada e com custo na “entrada” e réa®sai

Comp. Composicdo  Cl/custos  Clcustos

Ativo atual sem custos ey emty,
SELIC 47% 0% 0% 0%
Cambial swapada 0% 0% 0% 0%
Ptax 1% 0% 0% 0%
Euro 0% 1% 0% 0%
Pre 1 6% 0% 0% 6%
Pre 2 2% 0% 18% 49%
Pre 3 0% 0% 0% 0%
Bolsa 2% 5% 3% 0%
Pos dolar 1 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 2 0% 0% 0% 0%
Pos dolar 3 0% 2% 1% 0%
Po6s IGP-M 1 4% 92% 75% 44%
Po6s IGP-M 2 3% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 3 2% 0% 0% 0%
Pos IGP-M 4 9% 0% 3% 1%
LFT1 12% 0% 0% 0%
LFT 2 3% 0% 0% 0%
LFT3 9% 0% 0% 0%
Global 40 0% 0% 0% 0%
100% 100% 100% 100%

Retorno esperado

Sem custos 0,16% 1,32% 1,23% 1,06%
Com custo entrada 0,16% 0,88% 0,90% 0,80%
Com custo entrada e saida 0,02% 0,50% 0,59% 0,60%
Risco

Desvio padrao 0,62% 2,11% 1,73% 1,10%
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Tabela A.7

Comparacao das composi¢des, riscos e retornos dagaartriadas pelo otimizador nao-linear e pelo algoriti@tivo
considerando custos de transagao na entrada

Max. Sharpe k =500 k=50 k=5
Ativo | Fmincon [ lterativo | Fmincon | Iterativo | Fmincon | lterativo | Fmincon [ lterativo

SELIC 0% 0% 0% 11% 0% 0% 0% 0%
Euro 0% 1% 0% 0% 1% 2% 1% 2%
Prel 96% 96% 87% 7% 4% 4% 0% 0%
Pre 2 0% 0% 0% 2% 55% 57% 15% 14%
Bolsa 0% 0% 0% 0% 0% 0% 2% 1%
Pos dolar 3 2% 2% 1% 1% 4% 5% 3% 5%
Pos IGP-M 1 0% 0% 0% 0% 36% 32% 79% 78%
LFT1 0% 0% 0% 4% 0% 0% 0% 0%
LFT 2 2% 2% 12% 3% 0% 0% 0% 0%
LFT3 0% 0% 0% 2% 0% 0% 0% 0%

100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Retorno esperado 0,38% 0,38% 0,34% 0,32% 0,76% 0,75% 0,89% 0,87%
Risco 0,30% 0,30% 0,27% 0,25% 0,98% 0,94% 1,76% 1,70%

Obs.: Os ativos sem alocacao foram omitidos para facditaitura.
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