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Copulas Dinamicas de Levy e suas
Aplicactes no Aprecamento de Opges
Multidimensionais com Dependncia na
Trajet Oria

Edson Bastos e Santos*
Nelson Ithiro Tanaka**

Resumo

Este artigo apresenta uma alternativa para modelar spgaéidimensionais, cujas estru-
turas de ganhos e perdas dependam das trajetorias dosgmeaos precos dos ativos
objetos. A modelagem sugerida considera os processoswie Wwda classe de proces-
sos estocasticos bastante ampla, que permite a exst@adaltos (descontinuidades) no
processo dos precos dos ativos financeiros, e tem como aegaufar o movimento brow-
niano. Para descrever a dependéncia entre 0s processms)aestos estaticos de copulas
ordinarias sao estendidos para o contexto dos procesdd@ssy, levando em consideragado a
medida de Lévy, que caracteriza o comportamento dos s8#&asrealizados estudos com-
parativos entre as copulas dinamicas de Clayton e de Fnard&precamento dos contratos
derivativos do tipo asiatico, utilizando-se processgaaa técnicas de simulacao de Monte
Carlo.

Palavras-chave processos de Lévy, copulas dinamicas, op¢des muldidsionais, de-
pendéncia na trajetoria.

Codigos JEL:C02, C13, C63, G12.
Abstract

This article presents an alternative to modeling multidisienal options, where the pay-
offs depend on the paths of the trajectories of the undeggsset prices. The proposed
technique considers Lévy processes, a very ample claswdiastic processes that al-
lows the existence of jumps (discontinuities) in the pricecgss of financial assets, and
as a particular case, comprises the Brownian motion. Toritbesthe dependence among
Lévy processes, extending the static concepts of theanygltopulas to the Lévy processes
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context, considering the Lévy measure, which charaaerthe jumps behavior of these
processes. A comparison between the Clayton and the Frardady copulas and their
impact in asset pricing of Asian type derivatives contraststudied, considering gamma
processes and Monte Carlo simulation procedures.

Keywords Lévy processes, dynamic copulas, multidimensional ogtipath-dependent.

1. Introdugao

Nao é dificil se convencer que modelagem multivariadaldans fendbmenos
financeiros & muito mais promissora do que considerar ragdsi univariada de
seus componentes separadamente. Precificacao e hedgintactesta de opcoes,
otimizacao de carteiras, simulacao de cenarios desjetc. certamente ganham
realismo na modelagem se as dependéncias entre os seusnetgs forem le-
vadas em consideragdo. Se além disso, a possibilidadalis nos processos
envolvidos for levada em conta entao mais um passo estadd slado em direcao
a modelos mais proximos das realizacdes observadas readoe A ocorréncia
de saltos em processos de log retornos, por exemplo, satiensplada nesse mo-
delo. A contrapartida & que modelos multidimensionaissais dificeis de serem
construidos e manejados que 0s univariados.

Uma das maneiras mais simples de modelar fendmenos nnizlthes & usar
modelos gaussianos, onde a estrutura de dependénciagrqusrametrizada em
termos da matriz de correla¢bes. Neste caso particidgur@priedades margi-
nais, que sao em parte caracterizadas pelas volatilidpddem ser distinguidas
das propriedades de dependéncia, que sao dadas peladeatarrelacdo. Outra
razao para a utilizacdo de modelos gaussianos € a piossibe de simular séries
temporais multivariadas gaussianas com matrizes de aga@hrbitrarias.

No que concerne a introdugao de saltos em um modelo nmakitsional po-
demos modificar o tempo de um Movimento Browniano (MB) mintiensional
com um subordinador univariado (Eberlein, 2001, Praus@9)19Suponha que
a escala temporal do mercado & modelada por um subordidader{Z;},-,
(i.e., um processo de Lévy com trajetorias quase cert@meascentes), com ex-
poente laplaciand(u), B = {B:},~, € um MBd -dimensional com matriz de
covariancias e médiag: € RY. Ao modificar a escala temporal de um MB com
tendéncia deterministiga por meio deZ, obtém-se um novo processo de Lévy
d-dimensionalX; = B (Z:) + uZ;. Esta abordagem permite construir e simular
modelos multidimensionais, tais como 0s processos \iedhama (vide Madan
et alii (1990), Madan et alii (1998) e Luciano e Schouten®@¥ Normal, Gaus-
siana Invertida (vide Barndorff-Nielsen (1997, 1998)) étbolico Generalizado
(vide Prause (1999), Fajardo e Farias (2004, 2007)). Poo tado, a modelagem
da estrutura de dependéncia nesta constru¢cao mostna-guco rigida, pois,
apenas distibuicdes marginais de um mesmo mesmo tiparpseleutilizadas.
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Para modelos de atividade finita, como o de Merton (1976)tratasa de de-
pendéncia pode ser obtida estabelecendo dependéntimgssaltos individuais
através de processos de Poisson unidimensionais, videkag e McNeil (2001).
Se os saltos forem normais, a dependéncia pode ser esidbgbela matriz de
correlacdo. Se os saltos nao forem normais, e.g., senassn distribuicao de La-
place assimétrica, como no modelo de (Kou (2002), Kou e \W28@4)), entao,
a dependéncia pode ser modelada por copulas. Naturamesta abordagem
s6 faz sentido quando a quantidade de fontes de riscos qdazam os saltos é
pequena, por exemplo, quando todos os componentes (poeckEsprecos dos ati-
vos ativos financeiros) do modelo apresentam saltos no miestante de tempo.
Caso contrario, esta abordagem nao & parcimoniosadev@m conta uma quan-
tidade muito grande de parametros. Outra limitacacadesbrdagem, é que todos
0s componentes do modelo devem ser processos compostoissienPo

Ainda, encontramos outros enfoques de modelagens em Bmasando Pro-
cessos de Lévy multivariados dos quais mencionamos dgsin@iro (vide Fa-
jardo e Mordecki (2006)) lida com o processo bivariado réyzisando o Teo-
rema de Girsanov, para um mercado auxiliar que os autoresrdearam de dual.
O segundo (vide Matache et alii (2004)) trata de log-rete®contratos do tipo
europeu, onde a dinamica dos processos de Lévy satisfagaatdes integro-
diferenciais parciais parabolicas (PIDE).

Juntando as nog¢des acima, um modelo multidimensionapajpdo, usando o
Processo de Lévy, deve apresentar as seguintes proprgedach primeiro lugar,
deve haver liberdade na especificacao da lei de qualquaparente individual.
Em segundo, o leque de possibilidades de estruturas dedfspza deve ser am-
plo, incluindo dependéncia perfeita que também chamaseta completa e inde-
pendéncia e que a transi¢cao entre estes dois extrenadsssejoniosa. Por Gltimo,
a parametrizacao deve ser parcimoniosa, ou seja, conopacametros.

Estas caracteristicas podem ser obtidas se a depenétimtiadelada de ma-
neira independente do comportamento marginal dos comfesjeare., a mode-
lagem da estrutura de dependéncia pode ser efetuada déransearada das
distribuicbes marginais, por meio de copulas. Apesatederocedimento ser algo
relativamente recente, dois livros que tratam sobre o &33@0: Nelsen (1999)
e Joe (1997). Estas duas referéncias consideram varialegitorias em apenas
um determinado instante de tempo, sendo que & necesstaimer estes concei-
tos para o ambiente dindmico dos processos de Lévy, querépasta primor-
dial neste estudo. A dependéncia entre os componentes geoaesso de Lévy
multidimensional pode ser completamente caracterizadarpa copula de Lévy,
i.e., uma funcao que possui as mesmas propriedade deapukdrdinaria, en-
tretanto, comportando as devidas modificacdes conviesieste procedimento
fornece as ferramentas necessarias para construir poscés Lévy multidimen-
sionais com dependéncias especificas. Existem vamaidida paramétricas de
copulas de Lévy que podem ser utilizadas para constrozgssos de Lévy de
dimensaa, ou seja, podemos integrarprocessos de Lévy unidimensionais por
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meio de uma copula parametrizada. No entanto, apesar dbslosaconstruidos
por meio da abordagem copula de Lévy descreverem todaarasteristicas de
dependéncia multidimensional, eles podem se tornar naiegmmente complexos
e dificeis de serem computacionalmente implementados.

Para ilustrar a necessidade da copula dinamica podemsarnmue no caso de
opcdes européias, no Unico horizonte temporal de &iera dependéncia pode
ser descrita através da copula ordinaria. Para oupos tle op¢des (americana,
com barreiras, exoética) ha a necessidade da modelagé&midim da dependéncia
nos varios instantes possiveis de exercicios, demaodanso de copulas de pro-
cessos (no caso, de Lévy).

Apresentamos em seguida os resultados conhecidos solbesgos de Lévy.
As provas dos resultados neste trabalho serdo fornegéasaquando elas forem
curtas ou apresentarem nocdes Uteis a outros pontoalshtio. Para as demais
provas serao indicadas referéncias. Na Secao 2 renoslaonceitos proveni-
entes das copulas ordinarias. Na Secao 3, introduzarmixpula de Lévy, que,
em algumas vezes, denominamos copula dinamica. NeaoSkcapresentamos
generaliza¢des dos resultados apresentados na See€a@8r meio do Exem-
plo 29, propomos uma familia de copulas de Lévy, que démammosFarrilia de
Frank Generalizadadadas as suas similaridades as copulas ordinariasaté.Fr
Na Secao 5 apresentamos exemplos de ativos financeirgeevidé/emos a estru-
tura de inferéncia que esta associada aos processosvglaridtidimensionais.
Fazemos um estudo de aprecamento de opg¢des asiatiamdsatie simulacao
onde o modelo de base & composto por processos de Lévy mitueste de-
pendéncia dada pela copula dinamica de Lévy. Nes&osestao concentradas as
contribui¢des originais do trabalho. Na Secao 6, agintbs sobre os resultados
obtidos no artigo, onde propomos uma extensao do Tau deagradla medir de-
pendéncias nao lineares entre processos de Lévy,adsudste que sera explorado
em trabalhos posteriores.

1.1 Breve introducdo aos processos deédvy

Sao apresentados algumas definicdes e alguns resudaloi@so Processo de
Lévy que serao utilizados no desenvolvimento a seguia Rais detalhes e provas
de resultados indicamos Cont e Tankov (2004) e Kallsen eolaf#006).

Um processd X, };>0 emR? comP (X, = 0) = 1 & denominado ser de Lévy
se:

1. possui incrementos independentes, i.e., para todaseigude tempos,,
t1, ..., t, as variaveis aleatoria¥;,, X;, — Xy, ..., Xs, — X, , S80
independentes.

2. osincrementos sao estacionarios, i.e., a ledeg, — X; nao depende de
Isto significa que os parametros sao constantes.

3. tem continuidade estocastic&: > 0,
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}llil'l’%)P(|Xt+h — Xt| > 5) =0

onde|.| denota a norma euclidiana.

A terceira condi¢ao nao implica em trajetorias amasttantinuas. Ela serve
para excluir processos com saltos em instantes fixos (patbaios). Descontinui-
dades podem ocorrer em tempos aleatorios.

Medida de Salto e Medida de levy

Para todo processo cadlgd; };~o com valores eniR? faz sentido definirmos
AX, =X, — Xio.
A medida de contagem
Jx(B) = #{AXt 7é 0, (t, AXt) S B}

paraB € B([0,00) x RY), & denominadanedida de saltode X. Aqui, B denota
os Borelianos.

Seja{ X, }+>0 um processo de Lévy er’. Definimos a medida emR?, para
A € B(RY) por

v(A) =E[#{t€[0,1] : AX; # 0,AX; € A} =E[Jx([0,1] x A)]
como sendo anedida de Lévy de X. Esta medida pode ser interpretada como a

qguantidade média do nimero de saltos com dimensdes$,emm uma unidade de
tempo.

Decomposi@o de Lévy-Itd

Para{X;};>o um processo de Lévy e’ com medida de Lévy, a decom-
posi¢ao de Lévy-Itd nos da que

e v & uma medida de Radon ek \ {0} e satisfaz

/|x|<1 o Pu(da) < oo e / v(dz) < o0

o >1

e Jx & uma medida aleatoria de Poisson o) x R? com intensidade
v(z)dt.

e Existemy € RY e um MB d-dimensiona] B; };>o tal que,
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Xi=~t + Bt—i—/ xJx(ds x dx) +
|z|>1,s<t

lim xJx (ds x d),
N0 Je<|z|<1,s<t

onde.Jx & a medida de Poisson compensada pela sua média.

Representa@o de Lévy-Khintchine
Podemos falar da fungao caracteristica do vetor aleaf6; que devido a
decomposicao de Lévy-Itd resulta em
Elexp (i < 2, X; >)] = exp (t)(2)), z € R?
com

1
P(z) = —§<Z,Ez>+i<’y,z>
+ / (exp(i<z,2>)—1—i<zx>lgy<y)v(dr)
Rd

ondeX é a matriz de covariancias do MB que compde o process@dg L~
Com isso temos que o processo de Lévy pode ser parametpzedadripla
(3, v, v) resultante da formula de Lévy-Khintchine.

2. Copulas para Vetores Aleabrios

A distribuicdo de um vetor aleatorio d-dimensiofiXl} & dada pela sua funcao
de densidade acumulada (c.d.f.)

F(x)=P[X <x] (1)

Pordistribuicdo marginalou marginalde (X1, ..., X;) entendemos as distri-
buicdes deX7, ... e X; separadamente. Estas distribuicdes marginais saa-desc
tas pelas suas fungdes de distribuictgs (z;) = P[Xy < ).k = 1,...,d
gue sao obtidas a partir da c.d.f. d-dimensional:

Fx, (z) = F (00,...,00,Z), 00, . ..,00)

A distribuicdo de um vetor aleatorio d-dimensional, pagr “decomposta”’
em suas distribuicbes marginais e a estrutura de depeiadéntre essas distri-
buicdes marginais. Dois vetores com as mesmas distéibgimarginais, mas com
estruturas de dependéncia diferentes possuem distignitistintas. Desta ma-
neira, um vetor aleatorio com distribuicdes marginais (z1),... e Fx, (xq4),
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sera igual & (x) = HZ:1 Fx, (z1) se os seus componentes forem independen-
tes e,F (x) = ming=1,.. 4 {Fx, (xx)} se eles forem perfeitamente dependentes,
i.e., um dos componentes & uma funcdo deterministicita@sente crescente dos
outros componentes.

A copulade um vetor aleatério d-dimensional & uma funcao dadarique
caracteriza a estrutura de dependéncia e ndo dependeadgmais. A c.d.f.
pode ser obtida por meio da copula(x) e de suas marginais, i.ef; (x) =
C(FX1 (xl),...,FXd (md))

Podemos mostrar que a copula de uma distribuicao éiamtara transforma-
¢cOes estritamente crescentes dos componentes do vetibrad (vide Nelsen
(1999)). Assim, para todo conjunto dduncdes estritamente crescenfgs. .. e
fa,acopuladéX,..., X,) &€ amesmaque acopulatg (X1),..., fa(Xa)).

O termoestrutura de deperthciarefere-se as caracteristicas de uma distribuicao
gue nao dependem das marginais e, ao combinar esta estagtunarginais é
possivel reconstruir inteiramente a distribuicdao. Wrhardagem entropica de me-
dida de dependéncia € sugerida por Joe (1989).

Muito tem sido feito em termos de aplicacdes de copuldinérias em Fi-
nancas. Apenas para citar alguns exemplos, temos Rodr{g084), Cherubini
e Luciano (2002) e Cherubini et alii (2004). Mencionamoskiém Rosenberg
(1999) por uma razao histérica. Ele foi um dos primeiredathos a estudar o
aprecamento de papéis multidimensionais usando cépula

Vamos agora formalizar a c.d.f.. A primeira propriedadé esfacionada com
a idéia de volume de uma fungao crescente para fungddsriensdes maltiplas:

Definicdo 1 F-Volume SejaF uma funcao reaf-variada com domini® (F').
Paraa,b € R?, tal quea < b, i.e.,ar < by, parak = 1,....d, sejaB = Ja;b]
uma caixad-dimensional, cujos vértices pertence®@F"). O F-volume deB é
definido como

Vr (B) = _sinal(c) F (c)

sendo que a soma é realizada em todog’ogrticesc € R de B e, sinal(c) &
definido como

sinal(c) 2 1, sec, =aem quant!dad(? par
—1, sec, = ar em quantidadémpar
Definicdo 2 funcéod-crescente, fungo aderente

1. Uma fun@o real F' d-variada & denominda d-crescente s& (B) > 0
para todas asi-caixasB cujos \ertices pertencera D (F).

2. SejaD (F) = 51 x --- x Sy 0 doninio da fun@o F. Para cadasSy, seja
ap = inf Sy , paraa; € R. F &€ uma fungo aderente sé (t) = 0,t € R,
para todot € D (F) existirt;, = aj, pelo menos para urh.Isto equivale a
dizer queF' é aderente se ela se anular na borda inferior de seuidam
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Definicdo 3 Copula Uma copulad-dimensional & uma fun¢a@ com dominio
D (C) = [0;1), tal que:

1. C & uma fungo aderente @-crescente.

2. C possui marginai€”y, k = 1,...,d, que satisfaZ’j, (u) = u para todo
u € [0;1].

Copulas podem ser interpretadas como funcdes de digtbies com marginais
uniformes.

Teorema 4 Sklar SejaF uma fungao de distribuicad®dimensional com mar-
ginaisFi, ..., F;. Assim, existe uma copuladimensional’, tal que, para todo
x € R4,

F(xla"'amd):C(Fl(xl)v"'aFn(xd)) (2
SeF,, ..., F; sao todas continuas, ent&ce Gnica, caso contrari¢; sera unica-
mente determinada e (C') =7 (F1) X ... x I (F,). De maneirainversa, $¢
€ umad-copula eFy, . .., Fy sao fungdes de distribuicdes, entao, a funEade-
finida pela equacgao (2) & um funcgao de distribui¢abmensional com marginais
Fi, ..., Fy.

Conforme Kolev et alii (2005), uma conseqiiéncia da Diimig, &€ possibili-
dade de escrever a Copulaimensional da seguinte maneira:

d
C(Fi (1), Fo(za)) = [[ B (@) + D(Fi (1), Falea))  (3)
1=1
paraD (Fy (z1),--,Fq(zn)) € [0:1]* e D (Fy (21),--- , Fy (z4)) representa
toda a informacao da dependéncigdé, - - - , X4}
Uma classe de copulas ordinarias bastante usada em &&mé@ne Arquimede-
ana, que pode ser definida pela seguinte proposi¢ao:

Proposigo 5 Seja¢ : [0; 1] — [0; oo] uma fungdo continua estritamente cres-
cente, entao,

C (u,v) = ¢~ (6 (u) + ¢ (v))
& uma copula Arquimediana se e somente $er convexa e (0) £ 1. ¢ & co-
nhecida como a funcao geradora da familia.

Uma prova desta proposicao pode ser encontrada em NelS88,(p.90).
Para a familia Claytony (t) = (¢~¢ — 1) /¢ e para a copula independerdte ,
¢ (t) = —In(t). Para conhecer outras familias de copulas pertencermiasse
Arquimedeanas consultar Nelsen (1999, pp.94-97).
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3. Dependncia para Processos deévy

Vamos agora discutir a modelagem multivariada concebidadso Processo
de Lévy. Modelamos a estrutura de dependéncia separatiugias marginais
e para empreender a primeira parte usamos a copula. Porugstaq didatica
vamos inicialmente desenvolver o caso bidimensional e idefamos a versao
multidimensional.

Para cada > 0 fixado, temos que o processo de Lévy bidimensi¢ial ;)
€ um vetor aleatorio. Assim, a estrutura de dependémstedetor pode ser pa-
rametrizada pela coputd; associada &X,, Y;) para cada > 0. Entretanto, esta
abordagem apresenta desvantagens:

1. Salvo no caso dos processos estaveis, a c@putede depender de C,
para certos # t nao pode, em geral, ser calculada a partitiepois ela
também depende de suas marginais.

2. Para uma dada distribuicao infinitamente divisivekge Y;, ndo & possivel
definir em quais circunstancias a copularepresentara uma distribuicao
bidimensional infinitamente divisivel.

3. As distribuicdes dos componentes de um processo de hm@ltidimensio-
nal sdo usualmente especificadas pelas suas medidasyleAssim, seria
estranho usar copulas de distribuigdes de probab#idad

A propriedade da copula de variaveis aleatorias sergariantes as transfor-
macoes estritamente crescentes das marginais, nZgéaxth para caracterizar o
conceito de dependéncia no contexto dos processos de Lépyopriedade de
divisibilidade infinita de uma variavel aleatoria & dagla por transformacdes es-
tritamentes crescentes sobre simesma. Assim, & neicagsiefinir o conceito de
dependéncia, estabelecendo alguma outra forma de traagko, que mantenha
as propriedades da estrutura dinamica de um processosgte Lé

Uma maneira de driblar essas dificuldades & recorrer aseuiagao de Lévy-
Khintchine de forma a descrever a dependéncia em termaptia(ty, 3, v) do
processo.

Claro que usando esta representacao & possivel caractedependéncia via
subordinacao de um MB por um processo de Lévy crescemi@mcoe mencio-
nado na introducao. Aqui, o interesse € fazer a caraeigio via copulas.

Sabemos pela Decomposi¢ao de Lévy-1td que o termaroamtio processo de
Lévy é independente do termo que produz os saltos. Comégsmssivel modelar
a dependéncia dos saltos de maneira separada da parteieoi@omo a estrutura
de dependéncia da parte continua de um processo de L&y &Nhteiramente
caracterizada pela matriz de covariancias e como estddipependéncia & muito
bem conhecida, a partir deste ponto vamos considerar apspascessos de Lévy
sem o componente gaussiano, i.e., cm= 0. Em outras palavras, usaremos
cOpulas para caracterizar dependéncias dos saltosajetdtias do processo.
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Para dar uma nocao de como a dependéncia pode ser daeatdguela tri-
pla (v, 3, v) do processo mostramos em seguida como suas marginais e-a inde
pendéncia entre elas podem ser representadas em termasmedida de Lévy.

Proposigio 6 Marginais do Processo deévy Seja(X;,Y};),-, um processo
de Lévy com trip&v, X, v). A marginal{X;},., possui tripla caracterizadora
(vx,Yx,vx), dada por: B

YXx = X,
vx (B) = v(Bx]|—-o0;0[), VB € B(R)
X = M +/ T (1{x2§1} - 1{w2+y2§1}) v (dx x dy) (4)
RQ

Isto significa que as marginais de uma medida de Lévy podecasriladas
da mesma maneira que as marginais de uma medida de proadeilid

O resultado segue diretamente das propriedades de umttraagao linear
de um processo de Lévy como vistas em Cont e Tankov (2004yeifea 4.1,
p.105.

Proposigao 7 Independncia dos Processos dely

Seja(X¢,Y:),~, um processo dedvy com medida deévy » sem o termo
gaussiano. Seus component@s fndependentes se e somente se o suporte de
esh contido no conjuntd¢{z,y} : zy = 0}, i.e., se e somente se 0os componentes
nao apresentam saltos no mesmo instante de tempo. Neste caso,

v(B) =vx (Bx) + vy (By) (5)

sendo queBx = {z : {z,0} € B} e By = {y:{0,y} € B}, evx evy sd0 as
medidas de &vy de{X:},5, e {Yi};5¢-

Para uma prova do resultado veja Cont e Tankov (2004), Pigimos. 3, p.144.

3.1 Copulas para Processos deévy de Saltos Positivos

Conforme Cont e Tankov (2004, p.145), para parametrizapart#ncia entre
os saltos de processos de Lévy, a medida de Lévy exeaitae®smo papel que a
medida de probabilidade executa para as variaveis aleatéssim, para modelar
a dependéncia, & necessario criar copulas para as asedidLévy. A principal
diferenca da copula ordinaria para a copula de uma raedidLévy €& que esta
Gltima nao é necessariamente finita, i.e., ela tem ungukndade no zero que
nao é integravel. Também, copulas de Lévy sao defsnan intervalos infinitos,
ao invés de intervalos eff; 1]2. Copulas bidimensionais de Lévy para processos
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com saltos positivos sao fungdes : [0; 00> — [0; o0] e, de uma forma geral,
elas sao funcdeS” : R? — R.

Para o caso de processos de Lévy com saltos positivos, bgemfiencdo de
distribuicao é exercido pelategral caudal

3.2 Integral caudal e medidas de Evy

Para toda medida de Léwy em [0; oo[, definimos a sua integral caudal da
seguinte maneira:

U(xy,22) = 0Sexr; = 000Uz =00
U(xzy,22) = v ([x1;00[,[x2;00]) para{zi,za} € Ri\{O}
U(0,0) = o

Uma integral caudal bidimensional, com as propriedadesutégnzidade apre-
sentadas na Definicao 2, define uma medida positemR?2 \ {0}. Entretanto,
para que seja uma medida de Lévyleve satisfazer a condicao de integrabilidade
apresentada na Decomposicao de Lévy-Ito:

/[0.00]2 (|33|2 A 1) v (dz) < oo <= - (|:c|2 A 1) Ulds) <0 (6)

sendo qué/ & uma medida de Lebesgue, que existe potdéeuma funcao cres-
cente. O seguinte lema mostra quando esta condi¢ao dedhtkdade € satisfeita.

Lema 8 SejaU uma integral caudal bidimensional com margindise Us. U
define uma medida de Lévy eRt. \ {0}, i.e., a condicao de integrabilidade apre-
sentada na equacao (6) € satisfeita se e somente se asaizadgl/ correspondem

a medidas de Lévy efii, , i.e., parak € {1, 2},

1
/ Uy, (dz) < o0 (7)

0
Aos interessados na prova referenciamos Cont e Tankov (206ma 5.2,
p.147.

Teorema 9 Seja(X;,Y;),~, um processo de Lévy bidimensional com saltos
positivos, integral cauddll e marginais da integral caudél e Us. Existe uma
copula de Lévy bidimensional“ que caracteriza a estrutura de depend@ncia de
(X4, Yi)>0, i-€., paratoda;, zz € [0; 00,

U (x1,22) = C* (U (21) , Ua (22)) (8)

SeU; e U, forem continuas, esta copula de Lévy é Unica. Casa@ontela
sera unicamente determinada ®n(C“) = Z (U:) x Z (Uz). No sentido inverso,
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seja{ X:},~, €{Y:}, dois processos de Lévy unidimensionais com saltos posi-
tivos que possuem integrais caudéise U e, C* & uma copula positiva de Lévy
bidimensional. Assim, existe um processo de Lévy com lzbge LeévyC* com
integrais caudais marginaig e U, sendo que a integral caudal sera dada pela
equacao (8).

A prova deste teorema pode ser encontrada em Cont e Tanko®) (28 pri-
meira parte deste teorema dispde que todos os tipos de dfspza existentes
entre processos de Lévy, incluindo dependéncia complétalependéncia, po-
dem ser representadas por copulas de Lévy e, a segundalpdgorema, mostra
gue é possivel construir modelos baseados em proceskésylmultivariados ao
especificar a estrutura de dependéncia dos saltos seperaigedas distribuicdes
unidimensionais dos componentes do modelo. A distrédmigds componentes
podem apresentar estruturas bastante diferentes e, eigulzayté possivel aco-
plar processos compostos de Poisson com os de atividademmfi

Conforme Cont e Tankov (2004, p.148), quando a dependéresaecificada
por meio de uma copula de Lévy e, a copula e as integraidatgunarginais
sao suficientemente suaves, a medida de Lévy pode setackqoela seguinte
diferenciacgao:

9*CE (y1,y2)

v(xy,x9) = 9910v2

vy (21) v2 (72)
y1=U1(z1), y1=Ua(x2)

3.3 Exemplos de 6pulas de Léevy positivas
Apresentamos em seguida as copulas de Lévy corresp@sdevarias estru-
turas de dependéncia basicas.

Exemplo 10 Indepencncia Seja(X;,Y}),-, um processo dedvy com compo-
nentes independentes. Pela Propasi7, a medida deévy deste procesgodada
por

v(B) =

v([z1;00] X [z;00]) =

N

1 (Bx) + v2 (By)

1 ([215 00]) + v ([22; 00])
([

([
(21,0) 1zp—0y + U (0,22) 14,0y
= Ui (21) 1qzy—0y + Uz (22) 14z,—0)

N

x1;00] X [0;00]) 1z,—0}

0; 00] X [2;00]) Lz, =0}

SIS

U (Zl,l'g)

A copula de levy de processos independerégsalculada usando a equag

(8):
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Ct(yy2) = U(UT (1), Uy " (12))
= U (U (n1)) L{ur (ya)=0}
+ Us (U{1 (v2)) 1{U;1(y1):o}
= 1l{y=cc} +¥2ly1=0c} (9)

QuandoU; e U, nao forem corihuas, a equado (9) seéd apenas uma das
possibilidades deapulas de Evy para o processo bidimensior{&(, Y) >0

No outro extremo temos a dependéncia completa dos saltosmanotonici-
dade dos componentes de um processo de Lévy com saltasgmditara discuti-
la vamos definir o conceito de um conjunto crescente.

Definicdo 11 Um subconjuntes ¢ R? & denominado crescente se para todo dois
vetores{vy, va} € S e{ui,us} €5, 0Uv < uy, OUVE > uy paravk.

Um elemento de um conjunto crescente & completamentenageto por ape-
nas uma coordenada, o que motiva a seguinte definicao eéadi&pcia dos saltos:

Definicdo 12 SejaX = (X/, X7),., um processo de Lévy com saltos positi-
vos. Seus saltos sao perfeitamente dependentes ou cdmimostse existir um
subconjunto crescent® € ]0; oo[*, de modo que, todo salth X & um elemento
desS.

Se os saltos de dois processos de Lévy que se movem purapoeergealtos
forem perfeitamente dependentes, a trajetoria de um gelds ser reconstruida
por meio do conhecimento da trajetoria do outro.

Proposicio 13 (Depenéncia Perfeita) SejaX = (X/, X7),. , um processo de
Lévy com saltos positivos. Se os seus saltos forem conmpéette dependentes,
entao, a (possivel) copula de Lévy deé uma copula de Lévy completamente
dependente, que & definida por:

C’f (21, 22) = min (21, z2)

De maneira inversa, se uma copula de LévyXde dado pon e, as integrais
caudais de seus componentes forem continuas, entadtasdaX sao comple-
tamente dependentes.

Demonstraggo Os saltos deX sao perfeitamente dependentes se e somente se
existir um subconjunto crescentec ]0; 00[2, tal que, a medida de Léwy esta
concentrada erfi. Desta maneira, para todo= (z1,z2) ey = (y1, y2),

U<x>=u<{yzx}ms>=/ v (dy)

{y>z}n s
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Por meio desta igualdade & possivel obter as desigualgada as marginais:

Us () = v ({ye > 21} N 5)=/ v(dy), ke {1,2}

{yr>zr}N S
Conforme Kallsen e Tankov (2006) & possivel verificar §ue:) < Uy, (z),
para qualquek e,
{yeS:yy >apin S={yeS:y>z}nSs

para algunk, o que implica em

U (z) = min (Uy (z1) , Uz (22)) (10)

Por outro lado, quando a integral caudal de apresenta a forma da
equacao (10) a medida de Lévy esta concentrada no (Ion{l(ml,xg) :
Ui (1) = Us (ZQ)}. Se as integrais cauddig§ e U, forem continuas, entao este
conjunto é crescent@

Exemplo 14 Dependncia de Processos Esteis Copulas de Evy de processos
eshveis satisfazem

C* (cxq,cas) = cC* (x1,22), Ve >0
ou seja, elas® fun@®es homogneas de orderh. Portanto, pela Decomposio
de Levy-1D, para a medida deévy de processos éskis vale
v(B) = c*v(cB), Ve >0, VB € B(R?)

de modo que a integral caudal satisfaz

U (cx1,cxs) =c¢ U (x1,22)

Concluimos que aapula de levy de um processo éastl &€ homognea de
ordem1, ao substituir as marginaia-estwveis nestdiltima formula. Antecipamos
gue este exemple uma épula de levy da farilia Arquimediana com gerador
¢ (z) = Lﬂ‘}} (Proposi@o 16).

l1—exp{—=x

3.4 Construgao de dpulas de Levy positivas
A formula

C* (y1,y2) = U (U7 (1), Us * (2)) (11)

nao coopera na interpretacao das copulas de Lévygmizao é construtiva. Isto
motivou desenvolver outras maneiras de obté-las:

82 Revista Brasileira de Finangas 2008 Vol. 6, No. 1



Copulas Dinamicas de Lévy e suas Aplicagdes

Proposiggo 15 SejaC uma?2-copula (ordinaria) € (x) uma fungdo convexa
crescente definida comyo: [0; 1] — [0; o0].
CE (zy) = F(C(f (=), " () (12)

define uma copula de Lévy positiva bidimensional.

Demonstrago C* ser uma funga@-crescente provém da Definicao G- ser
aderente e ter as propriedades das marginais sao de egastahediatall

Um exemplo de fungag : [0;1] — [0; 0] que pode ser utilizada nesta
proposi¢ao é dada pgi(x) = = . Por analogia, copulas Arquimedeanas permi-
tem construir copulas de Lévy Arquimedeanas.

Proposicgo 16 Seja¢ (u) uma funcdo convexa estritamente descrescenie
[0; 00] — [0; o], tal que,p (0) = oo e ¢ (00) = 0. Ent&o,
O (z,y) = ¢~ (6 (2) + 0 (y)) (13)

fornece-nos uma copula de Lévy positiva bidimensional.

Demonstra@o Segue novamente da Definigao 3, dadogué(—u) & crescente
e convexa.

Exemplo 17 Familia Clayton de @pulas de levy Para¢ (u) = v~% comé > 0,
obttm-se a seguinte fdlia paramétrica de ©pulas de Evy:

~1/0

C¥ (u,v) = (u79 + 1)70) (14)

gue relembra a faitia de dpulas de Clayton (veja Nelsen (1999, p.96)). Como
casos limites temos a completa depemcla ¢ — o) e a indepenéncia ¢ | 0).

|
Exemplo 18 Familia Frank de copulas de levy Para ¢(u) = —log(1 —
exp(—60u)) comd > 1, tem-se a seguinte faha de cdpulas de Bvy:

C¥ (u,v) = %1 log {1 — (e — 1) (e — 1)} (15)

gue relembra a faifia de ddpulas de Frank (veja Nelsen (1999, p.97)). Nos casos
limites temos a completa depémtia ¢ — oo) e aindepenéncia @ | 1). B

Até onde sabemos esta proposta de extensao da famihié Beacopulas &
inédita.
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3.5 Interpretacao probabilistica

As cOpulas de Lévy ndo sao funcdes de distribuictess as suas derivadas
possuem uma interpretacao probabilistica. Kallsemé&ada(2006), provam o se-
guinte lema:

Lema 19 SejaC* uma copula de Lévy bidimensional. Para tade [0; o0], a
funcao

CE (y) = 2CF (2,y) (16)

x ax Y

existe e & continua para togo< [0; oc] a menos de um conjunto enumeravel.
Desta maneira’~ (y) € uma fungao de distribuicio de uma variavel aléatoo-
sitiva, de maneira que;~ (y) & uma fungao crescente e satist@z (0) = 0 e
CE (00) = 1.

A interpretacao desse resultado & objeto do teoremargeggue mostra que
C* determina uma distribuico de saltos (transformadospedando componente,
condicionado ao tamanho do salto do primeiro componenta.ffEspriedade sera
util para simular processos de Lévy. Para uma prova vé@Ta997).

Teorema 20 Seja(X,Y;),~, um processo de Lévy bidimensional com saltos
positivos, possuindo integrais caudais marginaig U, e copula de Lévy igual a

C*. SejaA X, e AY; o tamanho dos saltos dos dois componentes do processo no
instante de tempa SelU; possuir uma densidade néo—negativaaerﬁ?ﬁl(x) éa

funcao de distribuicdo d€, (AY;) condicionada e\ X; = x:

Clh (o) (v) = B[U2 (AY:) |AX, = a] (17)

A extensao para o caso multivariado do que foi feito nestasé apresentada
no apéndice.

4. Copulas de Processos dedvy Gerais

Vamos estender 0s conceitos para 0s processos de Lévy @seriam saltos
tanto positivos como negativos, como segue:

Definicdo 21 C£ (z,y) : [~o0; 0] — [—o0; 0] & uma copula de Lévy se
satisfizer as seguintes propriedades:

1. C* é2-crescente;
2. C*(0,2) = C* (z,0) = 0, Va;
3. OF (z,00) — C* (z,—00) = CF (00,z) — CF (—00, x) = .
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Com isto observamos que a copula de Lévy positiva podestendida para
uma copula de Lévy geral ao estabelecermos@tiéz,y) = 0 sex < 0 ou
y < 0.

4.1 Medidas de levy com densidades

Comegamos com este caso porque ai a modelagem & simplesid€re, ini-
cialmente, a idéia de uma integral caudal de uma medidade définida enR.

Definicao 22 Sejar uma medida de Lévy efl. A integral caudal de & uma
fungaoU : R\ {0} — [0; o] definida como

Ux) = w([z;o0f), z €]0;00]
Ur) = —v([-o0z]), z €]-00;0f
U(x) = U(-x)=0

Os sinais foram estabelecidos de maneira tal que a integrdbté uma funcao
decrescente tanto parac ]0; oo[, como para: € |—oo; 0].

A construcao de densidades de Lévy bidimensionais piw decopulas de
Lévy suficientemente suaves e densidades de Lévy unidiomais sai do resul-
tado seguinte.

Proposico 23 SejaC* uma copula de Lévy bidimensional, continua & tal
20L (.1 . . . . . .- . .
que%{%ﬁ’”) existe emR? e sejanl/; e U, as integrais caudais unidimensionais

com densidades, e 5. Assim,
02C* (u,v)
dudv u=U1 (x1), v=Usz(x2)

é a densidade de Lévy de uma medida de Lévy com densidad&vyg marginais
V1 evs.

141 (xl) 120 (xg) (18)

4.2 Copulas de Levy generalizadas

No caso da copula de Lévy e as integrais caudais margifiaigomem sufici-
entemente suaves, a integral caudal multidimensional sldvstituir a densidade
de Lévy. A fim de evitar a singularidade da medida de Lévyrigem vamos des-
membrar o dominio dessa medida em regides (quadrantesntasg similares a
considerada na medida positiva e trabalha-las separadenid¢o caso unidimen-
sional sdo necessarias duas integrais caudiaise U~ e no caso bidimensional,
quatro:U*t+, UT-, U teU ~.

Definicdo 24 Sejar uma medida de Lévy efi. Esta medida apresenta duas in-
tegrais caudaid/ ™ : [0; oo] — [0; co] para a parte positiva &~ : [—o0; 0] —
[—o0; 0] para a parte negativa, definidas como:
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Ut(z) = v([z;00[), x€]0;00[,

UT(0) = oo, Ut (c0) =0,

U (z) = v(—-o0,z]), x €]—00;0],
U (—0) = 0,U (0)=—-0

Sejar uma medida de Lévy ef? com integrais caudais margindis", U, ,
U, e U, . Esta medida possui quatro integrais caudais, ife:, U=, U~
e U~ —, sendo que, cada integral caudal & definida no seu respegtadrante,
incluindo o eixo das coordenadas, como segue:

+

+

Ut (z,9) v ([z; 00 X [y; 00[), 2,y € ]0; 00

Ut (z,y) = —v([w;00[ x]=00,y]), z €]0;00[, y € |-00;0]
Ut (z,y) = —v(—ooz]x[y00]), z€]-00;0[, y €]0;00]
U (2,y) = v(-oo,z]x]-00,y]), z,y € |-00;0]

Sex ouy for igual a—oco ou +o0, a integral caudal correspondente € igual
a zero. Ser ouy for igual a0, a integral caudal satisfaz as seguintes condicdes
marginais:

(z,0) = U (v)

Ut (2,00 -U " (2,00 = Uj (x)
U0,y = U (y)

Ut (0,y) —U(0,y) = Uy ()

Quando uma medida de Lévy bidimensional precisa mensugdquger eixo
das coordenadas sua integral caudal ndo & unicamentendetda pois nao fica
claro qual das integrais caudais deve conter a densidadsgxuss Desta maneira,
conjuntos diferentes para as integrais caudais podenmsesier a mesma medida
de Lévy.

Teorema 25 Sejar uma medida de Lévy eR? com suas integrais caudais
marginaisU;" (z), U; (z), Uy (y) e Uy (y). Existe uma copula de Lévg”
satisfazendo,

Ut (z,y) = C° (U (2),U5 (v), z,y €]0;00]

Ut (z,y) = C°(U] (2),U; (y), = €]0;00[, y € ]—00;0]
U~"(z,y) Co(Ur (2),U5 (y)), = € ]=00;0][, y €]0; 00]

U (z,y) = C(U (2),U; (y), o,y €]—00;0] (19)
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Se as integrais caudais marginais sao absolutamentmgaste,y ndo mensura
os eixos das coordenadas, a copula de Lévy & Unica. Deiradnversa, s€'“

& uma copula de Levy &, (z), U; (z), Uy (y) e U, (y) s&o integrais caudais
unidimensionais de medidas de Lévy entao as formulasadefinem as integrais
caudais da medida de Lévy bidimensional.

Demonstrago A cbpula de Lévy pode ser construida em cada um dos quatro
guadrantes ao utilizar o Teorema 9 e o Lema 8. Com esta coasiré possivel
obter uma fun¢aa-crescente em cada um dos quadrantes, mas nao par&todo
Apesar disto, o fato de cada uma das quatro partes seremuasios seus res-
pectivos dominios, incluindo os eixos das coordenadassensiguais a zero nos
extremos das caudas garante Gifeé uma funca@-crescente erik>. W

Exemplo 26 Processos de &vy Independentes Dado que a medida deévy
bidimensional de um processo devy com componentes independentes tem su-
porte nos eixos das coordenadas, a correspondeipela de [evy réio & Gnica.
Neste caso, a Propos$ig 7 garante que para todo e y, tal que,xzy # 0, inte-

gral caudal correspondente igual a zero. Assim('“ (z,y) = 0 sex ey forem
finitos. Pelas érmulas (19) vemos que cadapula de levy que satisfaca esta
propriedadeé independente. Exemplos dgpalas de Evy independentefis

Tliy=oo} + Yl{a=oc} € T {y=—co} ~ Yl{z=—oc}- W

Exemplo 27 Dependncia Perfeita Para processos dedvy com saltos de sinais
arbitrarios, & possvel distinguir dois tipos de depe@édcia completa. No primeiro
(depen@ncia completa positiva) existe um subconjunto crescénte R?, tal
que, cada saltd\ X de um processo bidimensional pertence ao conjshtidesta
situa@o, ao utilizar o mesmo @todo da Proposio 13, tem-se

Ut (z,y) = min (U] (z),U5 (y))
U " (z,y) = min (*Uf (v),-Uy (y))
Ut (2,y) = U T (z,9)20 (20)

Desta maneira,Cﬁ (z,y) = min (|z] ; 1Y) Lizy>0y € uma possel dpula
para este processo. No caso de defmrmuia completa negativa, os saltos de um
processo bidimensional devem estar contidos em um subdorascrescente em
R?, i.e., 0 conjuntaS, tal que para todo dois vetorés;, v2) € S e (uy, uz) € S,
tantor, > uy evy < ug 0U, v < ug €0y > uy. Neste caso:

U (z,y) = —min (U] (z),-Us (y))
Ut (z,y) = —min(-U; (2),U5 (v))
Ut (l‘, y) = U (z,9) 20 (21)
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e CTﬁl (z,y) = —min (|z[, [y[) Tzy<oy- M

Exemplo 28 Familia Clayton Generalizada Considere a épula de levy apre-
sentada na equap (14). E posével definir uma faritia de ddpulas de Evy uni-
paranétrica, que inclui a indeperéhcia e as depemcias completas positiva e
negativa.

1/

~1/0
(|u|*“)+|v|*9) L{wosop  S€0>0

1/0
(4 [4

= (ll” +10") " Luoso)
Ao calcular os limites, tem-se que

CF (u,v) = (22)

sefd <0

Cy — Cfj, quandd — —oo

cf — C*, quandd® — 0

Cy — C/%, quandd — oo B
Exemplo 29 Familia Frank Generalizada Considere agora a@pula de levy
apresentada na equag (15). Neste caso definimos uma fitende ddpulas de

Lévy uni-pararétrica, que tambm inclui a indeperghcia e as depetécias com-
pletas positiva e negativa.

sefd >0

sefd <0
(23)

Flog {1 — (el = 1)(e=1" = 1)} 1020y

ck , U { .
o () Log {1 — (e — 1)(e®™ — 1)} Tpurcp

Tem-se, ao calcular os limites, que

Cy — Cf, quanddd — —oo
Cf — €%, quando|d| < oo
Cy — C)f, quandd® — co B

A dificuldade nessa construcao reside no fato das Prdjssit5 e 16 nao
poderem ser estendidas diretamente. Uma possivelapiiggrupar copulas de
Lévy positivas, adaptadas de forma a especificar as depeia$”dos saltos de
diferentes sinais separadamente. Ou seja, tomaros, CX~—, 04—+ eC -
copulas de Lévy positivas e as reunimos segundo a exguress”

C* (z,y)

88

C£++
cre
CC+*

C£—+

(
(
(
(

crlz]s ez [y]) 1z>0.4>0

)

ez |z) s ealyl) Lz<oy<oy

cs |zl celyl) Liz>0,y<0}
)

cr |z, cg |yl) Lz<o,y>0}
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Note queC* & 2-crescente se as constantgs. . ., cg forem positivas. As
condi¢cBes marginais implicam em quatro restricdesiadais, e.g., para >
0 tem-se queC’” (x,00) — CF (z,—c0) = c1z + csz = x, 0 que implica em
c1+c5 = 1. As outras restricbes implicamg +c7 = 1, co+cg = 1 €cy+cg = 1.
Desta maneira, € possivel reescrever a equagao acima co

C[l (x,y) _ CE++

(c1|z],e2 [y]) Lazo0,y>0

+ (calzl,calyl) Liz<0,y<0}
~(

(

- O (I —c1)lz|, (1 —ca)lyl) Liz>0,y<0}
— CFH (1 =cs) f2], (1= e2) [y]) Liw<oy>0) (25)

que define uma copula de Lévy se as constantes, cs, ¢4 € [0;1].

Vamos interpretar esta constru¢ao. As medidas de Lévginss sao denota-
das pon; evs. Olhamos cada membro do lado direito da equacgao (25 aingio
uma medida de Lévy separadamente. A integral caudal depomuadrante &

Ut (z,y) = CF (aUf (), 02Uy (y)) (26)

Isto corresponde a uma medida de Lévy associada a um poodessévy
de saltos positivos. Suas medidas de Lévy marginaiscs2o(dr) 1¢,-0} €
cavo (dy) 14,0y Os outros quadrantes s&o vistos de maneira analoga.a Dess
forma, vemos que a copula apresentada pela equacae &&)rha de quatro par-
tes independentes, cada uma delas correspondendo a uramgpeatty dominio da
medida de Lévy. A componente referente ao primeiro quaeragula apenas 0s
saltos positivos de e positivos de; com as marginais dadas acima e a estrutura
de dependéncia dada p6+*. A segunda parte independente referente ao se-
gundo quadrante regula os saltos negativos depositivos de,. Suas marginais
sao dadas pofl — c3) v1 (dz) 1{z<0y, € (1 — c2) v2 (dy) 11,~0y. Sua estrutura
de dependéncia & regulada pela copula de Lévy pogitiva®. As outras duas
partes independentes relativas ao terceiro e quarto quadrséo interpretadas de
maneira analoga.

A copula apresentada na equacao (25) & denominadéecdplévy de pro-
por¢cdes constantes porque a propor¢ao de saltos n@sawoiponentes correlaci-
onados nao depende do tamanho dos saltos (apenas do dpuEsitas Gltimas
estdo longe de representar o universo de todas a copatés) plas sdo numerosas
o suficiente para satisfazerem a maioria das aplicacdtisgs. Somado a isso, as
copulas de Lévy de processos estaveis sempre podenpeesentadas pela forma
dada pela equacao (25).

Disponibilizamos no Apéndice as extensdes necesspaes as copulas de
Lévy generalizadas multivariadas.

Revista Brasileira de Finangas 2008 Vol. 6, No. 1 89



Santos, E., Tanaka, N.

5. Aplicagbes

Apresentamos uma forma de aplicacao da copula de Lawyotho caso das
copulas ordinarias, a escolha apropriada da copulaedg pérmite distinguir a
dependéncia linear de outras formas de dependénciaspaigar os log-retornos
de ativos financeiros. Esta distincao possui aplicagia modelos de gestao de
risco, onde 0s movimentos conjuntos de saltos negativdsgastornos de ativos
financeiros sao importantes.

Incialmente, a cbpula ordinaria foi sugerida como umrimsento viavel para
modelar opcdes europérias que dependem de mais de wmoafeto, também
denominadas op¢des multivariadas (vide Cherubini 24104, capitulo 8)). Ba-
sicamente existem dois tipos de contratos de opc¢Oesvawigiiias. O primeiro
trata de uma cesta de ativos, isto &, o ativo obfat@ uma carteira, que pode ser
representada por

N
ST = Z OLZ'S%
=1

N
sujeitoa a; = lea; >0 (27)

i=1

St i=1,...,N sao os ativos da carteira que apresentam dependéndiasient
T = data de exercicio do artigo-objeto.

O outro contrato trata de uma escolha de performance, owsaij&o objeto &
o0 ativo que atingiu a melhor performance durante o prazo liaeke do contrato,
ie.,

Sp =S¥ (28)

onde

Sk . S5
p = arg 12‘?5\7 (5_8) oUp = arglglgnN (5_6) (29)
O parametrap tem como obijetivo identificar o ativo que obteve o resultado
6timo, e dependendo do tipo de contrato, i.e., se tratde-spcao de compra (call)
ou de venda (put), este argumento pode maximizar ou miniraiperformance.
Entretanto, a utilizacao de copulas ordinarias paragp opgdes que dependem
da trajetoria (path-dependent) de2 inadequada, pois estes contratos dependem
da informacao em toda a trajetéria do processo esiooagie gera os precos dos
ativos em analise (DGPs). O conhecimento da estruturagindéncia dos ativos
no instante terminal do processo nao é suficiente paraurarspreco do contrato
adequadamente. Segue abaixo a fun¢ao de ganhos e perdaximentoH - de
algumas opc¢des enquadradas na classe de dependentagadasds:
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1. opg¢ao lookback de compra padrao
Hy = Sp — min_($,) (30)

2. opcao lookback de venda padrao

Hr = max (S't) — ST (31)

0<t<T

3. opcao lookback de compra sobre o maximo
Hp = max {OgltagXT (St) - K, 0} (32)
4. opc¢ao lookback de venda sobre o minimo

Hr = max {K — min (5,5) ,0} (33)

0<t<T

5. opcao asiatica de compra sobre a média do precoana@hjeto

Hy = max{<S>T _K, o} (34)
6. opcao asiatica de venda sobre a média do preco dea@iipeto

Hr = max {K — <S>T , 0} (35)
7. opcao asiatica de compra sobre a média do preco deiere

Hy = max {ST - <S>T , o} (36)
8. opcao asiatica de venda sobre a média do preco deierer

Hr = max {<S>T s o} (37)

ondeS representa o ativo objeto que pode depender de mais de um Atio

valor de exercicio<§> a média do ativo objeto ao longo do tempo até o instante
T

T. Existem duas maneiras de calcular esta média, em detalfiseticamente

<S>T —715°T 5, ou geometricament<S>T = (HtT:O St)Til
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O preco do derivativd; sera dado pela expressao

e

onde Hr ndo necessariamente esta limitado as formas apresemasl@quacdes
(30) até (37), ey representa a taxa livre de risco.

Observe que a esperanca do lado direito da equacao (88)zda na medida
neutralizadora do risco, isto &, na medi@a Diferentemente da medida que
pode ser estimada objetivamente ou subjetivamente pordeaiados historicos,
a medida) & medida sintética, ou seja, &€ construida por algum foadtatistico
de modo a possuir a propriedade que, sob ela, o processovdmbjeto divido
pelo numerarid S;/B;},~, &€ um martingaf.

Podemos interpretar a propriedade martingal de um processo, dada toda
a informacao disponivel etfi;, ela determina que o melhor previsor do preco no
futuro & o preco de hoje. Entretanto, seria interessameagnformacao contida
na medidaP contribua para a construcao @e tornando o modelo descrito pela
equacao (38) economicamente interpretavel.

A derivada de Radon-NikodyriQ/dP (vide Shiryaev (1999, p.434)) nos per-
mite calcular a esperanca no lado direito da equacaan@@)edida observady

como seqgue:
dQ St
_ P
V;=E [_dIP h (—T) ‘ ft} (39)

Para quelQ/dP faga sentido, as medid&se Q devem ser equivalentgésou
seja, a medid& nao deve atribuir probabilidade zero para nenhum evewto- (¢
junto) ondeP atribua probabilidade positiva, e vice e versa. Isto sigaifie existe
a possibilidade de ocorrencias de eventos adversos ofidmn&@les devem con-
tribuir para a formacao do pre¢®, o que nao ocorre se atribuir probabilidade zero
a estes eventos sob a medi@a

1Devido as propriedades dealguns autores a denominam de medida EMM, ou medida martinga
equivalente.

2Podemos definir um processo martingal como:
Definicao 30 Seja{X:},~, um processo de Lévy definido no espaco de probabilidadediit
(Q, Filio ,IP‘). Dizemos que{ X}, & um processo martingal em relagao a medida medida
P se

EF [XitadlFi] = Xt,q.c.
ondeAt > 0.
3pPodemos definir medidas equivalentes como:
Definicdo 31 Sejamv en duas medidas de Lévy definidas no espaco mensut@vef) e A C F
um conjunto nao vazio. Dizemos quee n sdo medidas equivalentes, ou simplesmente; 7, se e
somente se, para todb C F,

V(A)=0<=n(A)=0
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Sem muita formaliza¢ao, temos qu@&eorema Fundamental de Aprecamento
de Ativogvide Shiryaev (1999, p.413)) nos diz que a existéncia dea nnedidaQ
garante as propriedades de nao arbitragjerpeloSegundo Teorema Fundamental
de Aprecamento de Ativogrside Shiryaev (1999, p.481)) temos que a unicidade
da medida) implica completitude do mercado, ou seja, existe um Unieg@li-
vre de arbitragem. Desta maneira, caso exista mais de umdadgequivalente
a P entdo nao teremos um prec¢o Unico, mas um intervalo deeslde precos
gue o derivativo podera assumir. O pre¢o que sera pdatina mercado, depen-
dera, assim, das preferéncias (propriedades dasdsmigbutilidades) dos agentes
financeiros.

Esta questao pode ser resolvida estimando-se a derivadadia-Nykodim
dQ/dP. Fajardo e Mordecki (2006) abordaram a questéo da mudingeedida
no contexto bivariado. A metodologia sugerida por eles fierm desenvolvi-
mento de férmulas analiticas para alguns tipos de ap¢dés como: opcao de
inadimpléncia, opcdes de Margrabe, opcOes de swapp@es quanto. Entre-
tanto, esta metodologia esta fundamentada na hipotese fungao de payoffs
do derivativo € homogénea nos ativos-objetos, o quedimiua aplicacao.

Desta maneira, seguiremos a abordagem mais comum, preuuoseerber e
Shui (1994), que utiliza a transformada de Esscher e penogdidar de maneira
mais objetiva com a questao da existéncia de um prege digrarbitragem, con-
forme & mostrado pelo seguinte teorema:

Teorema 32 Seja{Xt}ogth um processo deévy definido no espaco de pro-

babilidade fiItrado(Q, {Filocier ,]P’) e caracterizado por pela triplgy, X, v).
Paraumé € R, se

EF {eG(XT)} < 00 (40)
en@o
dP? efXr 0Xr
>z _ — —@(0)(T—t) 41
dP  EP[efXr]  © (41)

ondeE? [e/X7] = @ (T=t) EF [qP/dP] = 1, eP? define a medida de proba-
bilidade, tal queP e P? séo equivalentes, £X;},., sob a medid®’ é caracteri-
zado pela tripla(+?, £%, %) dado

o0

~° :’y+92+/ ("% = 1) @ 1z <1yv (dx) (42)

— 00

4Mais tecnhicamente, no contexto dos processos de Lévys esteem ser-martingais e a
existéncia de uma medidaque atenda esta propriedade garante a condicao de NRMlWRrée Lunch
with Vanishing Risk isto &, ndo existe almogo gratis quando o risco segia#i, condicao equivalente
a de nao arbitragem. Para maiores detalhes vide Delbadmeel&rmayer (1998).
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=3 (43)

VW idz) = €%v(dx) (44)

A prova deste teorema pode ser encontrada em Hubalek e $2006). A
condicao descrita pela equacao (40) garante a existéle uma medid&’? equi-
valente aP, e, peloTeorema Fundamental de Aprecamento de Atigasantimos
que o preco sera livre de arbitragem (ndo existe almogtsy. a transformada
de Esscher & descrita pela equacao (41) e possui a frageee alterar nao so a
tendendécia deterministigacomo também a medida de Léwy Observe que 0
componente que descreve o processo de diftisado se altera, sendo que o Teo-
rema de Girsanov torna-se um caso particular desta tramaétz, correspondendo
ao caso quande =0

Entretanto, o processo, sob a medida equivalBAtendo & necessariamente
um martingal. Assim, conforme & apontado em Nelsen (199%agio 33), ou
Shiryaev (1999, p. 698), devemos introduzir a condicaciawaial

pO+1)—p(0)=0 (45)

e se seguirmos a mesma linha de raciocinio da equacgmét@ssitamos também
que

EP e(@(9+1)—7'f)(T—t):| < 00 (46)

Resolver a equacgao (45), significa obter as raizes de Uimbpuo, que em
geral ndo sao iguais. Desta maneira, quando houver duasisuraizes distintas
temos peldsegundo Teorema Fundamental de Aprecamento de Afiv®se mer-
cado é incompleto, ou seja, havera mais de um preco lerarditragem sendo
negociado pelos agentes de mercado.

Existem algumas abordagens para lidar com a incompletudeedeado, en-
tretanto, nao nos aprofundaremos na discussao paraugiodb escopo deste
trabalho. Apenas para ilustrar, podemos citar 0s seguintésios:

e medida martingal de minima entropia (vide Frittelli (2DO0

Q=argminl (Q,P)

ondel é a entropia relativa (vide Cover e Thomas (1991)) eGteelP, que
mede o quanto a distribuicdd diverge em relacao &, e pode ser expressa
como:

P [dQ dQ
I(Q,P):{ EogdPIOg<dP)]a 22528
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e medida martingal do méaximo preco (vide Karoui e Quene®%)p

Q = argmaxE? {h <S—T) ‘ ft}
Br

Este critério avalia o preco sob a perspectiva do vendgglam derivativo,
visando, assim, obter o preco maximo.

e medida martingal de maxima utilidade (vide Karoui e Ro®{0)):

0 = argmaxi? [u {1 (22} 7]

ondewu & uma fungdo de utilidade que orientara o comportameatom-
vestidor, ou agente representativo do mercado. Esteioré@alia o preco
sob a perspectiva do comprador, ou seja, 0 comprador quémizar a sua
satisfacdo ao comprar um intrumento financeiro.

5.1 Modelo do log-retorno

E facil observar que os ganhos e perdas destes contrateadip de toda
informacao da trajetoria. Neste caso, a copula de [E&vynstrumento adequado,
pois ela & capaz de modelar toda a informacao desejadmaplecar a teoria apre-
sentada no aprecamento dos contratos acima mencionaess assumir que as
hipoteses referentes aos processos de de Lévy saawalid seja, temos estaci-
onariedade, incrementos independentes e continuidaoleAstita. Note que as
duas primeiras hipoteses podem ser testadas, respeetit@mor testes de raizes
unitarias (vide Maddala e Kim (1999)), e pelo BDS (vide Be@t alii (1996)).
Seja o processo do log-retorno dado pelo modelo

V) =In ( ft ) = X" xp! (47)
St—l

ondeXZ’“ € um processo gama do ativoque orientara o0 comportamento dos
saltos positivosi() eXZ’d um processo gama que orientara os saltos negatiyos (

O processo gama & um processo da classe de Lévy, onde aardediévy & dada
por

u,d 7}\u,d
c, €exp ;X

T

(@) =

lies0) (48)

onde)\;."d > 0 determina a taxa de decaimento dos saltos, ou seja, a plidbebi

de ocorrerem saltos grande&;fed > (0 determina a freqUiéncia dos saltos, sejam
pequenos ou grandes, (veja Cont e Tankov (2004)). O modsnéado como a
diferenca de dois processos gamas, haja vista que praga&ssoé um subordina-
dor e possui apenas saltos positivos. Adicionalmente, goseda de generalidade,
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0 modelo assume qu?é"d — ), isto &, as frequiéncias de saltos positivos e nega-
tivos por unidade de tempo sao iguais. Fizemos estas escopdit conveniéncia e
para facilitar a ilustracao da teoria apresentada.

5.2 Estimag@o

Existem varias abordagens econométricas para estimanaaelo, destre as
quais as mais frequentemente utilizadas em financas a&iond Verossimilhanca
(MLE) e Método Generalizado dos Momentos (GMM). O GMM é etado mais
robusto, quando comparado com o MLE, sendo preferivel gudrspectiva dos
econometristas. A necessidade da robustez ocorre porenéantiecer a verda-
deira distribuicao que gera ou produz os log-retornosséass financeiras. Esta
robustéz tem como custo a perda da eficiéncia do estimadodg se considera o
critério do erro quadratico minimo (MSE). Entretantstagperda de eficiéncia nao
prejudica a consisténcia do estimador GMM, mesmo na ¢aéodle especificacao
incorreta do modelo (distribuicao dos log-retornos).r Betro lado, o método
MLE gera estimadores eficientes, considerando-se oiort8E. Entretanto, er-
ros na especificacdo do modelo podem afetar seriamentesistémcia do esti-
mador, qualidade indispensavel para as aplicacdes amcts. Adicionalmente,
guando o nimero de observacdes é relativamente greome, &€ o caso das séries
diarias de log-retornos, o problema de eficiencia passasesundario, pois utili-
zamos, em tal situacao, as propriedades assintoticasstionadores.

Outra questao a ser levantada & que para muitas distésiitdo-gaussianas
produzidas por atividade infinita de saltos de um processioégg podem nao
apresentar expressoes analiticas que permitam cadcfuacao de maxima veros-
similhanc¢a, o que inviabilizaria a utilizacao do mé&ddLE. Em contrapartida,
pelo método GMM, podemos obter estimativas dos paramérzendo uso de um
namero finito de momentos, o que &€ sempre possivel obtempi dos dados
observados. Dado estas consideracdes, fica evidentesquantagens do GMM
guando comparado com o MLE, desta maneira adotaremos amé&lM em
nossas aplicacoes.

Considerando o modelo descrito na subsecao anteriogaegso do log-re-
torno apresentara incrementos ostentando a seguintéupgg de densidade de
probabilidade) sob a medida

Yit ~ piAﬂz (xu)plA‘i (zq), ©, >0€20 >0 (49)
onde
~( u,d
i, )‘(C AY el AL) —1 N
PRy = Zidmi,ﬁz D7 exp {_)\imu,d} (50)
T (c?’ Aﬁ)

eI (-) & a funcdo gama. Como decorréncia, temos 0s seguintegntos-cen-
trados:
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i G — C'fl
Hoat = ( 5\1 > At

i o +¢f
/’LQ,At = ( 5\2 ) At

U d
i Ci — ¢
2

i e +ced)" At +2 (et + ¢

Pane = 3 ( ) I ( ) At (51)

Temos queAt representa a unidade de medida do tempo, que em geral, na
pratica, & um dia til (base 252). Também, usualmege vélidas as seguintes
propriedades’* (T') = T'¢™* (At) eX; (T) = \; (At). Observe que o parametro
\; n&o é influenciado sobre a mudanca de escala, ou sejahiiidade de sal-
tos grandes continua a mesma. Por outro Ia(ﬁéi, depende do tempo, i.e., a
frequéncia dos saltos é diretamente proporcional aoderkgsim, mesmo qua;
nao dependa do tempo, a medida uaumenta, uma maior quantidade de saltos
ocorrem, e consequentemente, espera-se, uma maior aiisedeasaltos grandes.
Levando em consideragao os resultados analiticos gareomentos d&)’, & re-
lativamente facil estimar os parametros dos processe$ogeretornos por meio
do método GMM (vide Hall (2005)), que pode ser expresso como

arg Héan (gz (Ci, }/ti))Tt (Wi)—l gi (CZ7 Y;Z) (52)

onde¢? = (c” cd S\i) e

(2RE 2

! ZtT=1 Y — #6,At (CZ)
TS (- TS - s ()
Pyl (Y- T ) s ()

Tyl (- T L) - i ()

A matriz de pesodV? pode ser estimada pelo procedimento sugerido por
Newey-West (vide Newey e West (1987)) utilizando o truncatmgue depende
do tamanho da amostra para determinar quantas matrizesdafede covariancias
devem ser incluidas no procedimento, no caso, a partedrteil (100T)2/9.

Note que os parametros estimados por GMM s&o obtidos piordaequacao
(52), que envolve necessariamente algum método de ofvza que pode en-
volver questdes numeéricas. Entretanto, se houverenig@ss impostas aos para-
metros a serem estimados, o ponto de partida ou solugdalidd problema de

g (¢LYY) = (53)
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otimizacao pode nao atingir um minimo global, ou sefaparametros estimados
representam uma soluc¢éo subb6tima, i.e., um minimd.loca

Para exemplificar, considere as séries temporais diddadog-retornos das
acOes Petrobras PN (ticker: PETR4 = 1) e Vale do Rio Doce PNA N1 (ticker:
VALES5 e i = 2), para o periodo de 2.01.2002 até 2.10.2008, ou seja, omostea
de tamanhd@” = 1533 e intervalo de tempat¢ = 1 (dia Gtil). Para termos certeza
gue os parametros obtidos fossem resultantes de um mgiohal, utilizamos a
funcaoMinimize do Mathematica 6.0, evitando a questao do paragrafoianter
Esta abordagem produziu as seguintes estimativas para&dsgieos do modelo
sob a medid@: ¢} = 1.28047, ¢f = 1.17862, \; = 1.73504, ¢y = 3.74614,
cd = 3.50189, e \y = 2.96173.

Uma questao que surge & como realizar a mudanca de medidaja, como
obter uma medida marting@ equivalenté”. A solucao esta em estimar a derivada
de Radon-Nykodim por meio da transformada de Esscher, nnefabordagem
sugerida na subsecéo anterior (equacgdes (41) e (4bpere que as condicoes,
apresentadas pelas equacdes (40) e (46), sao sasisfisia-vis a pdf apresentada
na equacao (50), pafa > 6;, produzindo o seguinte resultado

u d
EP [697’(Yait_"‘f)} = egﬂf 5\5—63+C?)At (5\Z — 91) e (S\L + 91) e < 0
(54)
Assim, garantimos a existéncia da medida martingal e deregopivre de ar-

bitragem Teorema Fundamental de Aprecamento de Ajivieer outro lado, pela
equacao (45) temos uma Unica raiz finita, #lg.= —0.48407 e f; = —0.50384,
gue atendem a condicag > 6;. Desta maneira, temos um mercado complgts (
gundo Teorema Fundamental de Aprecamento de Atevaspreco do derivativo
V; podera ser obtido pela equagao (39), onde

dQ _ GiYAtfw(Oi)At _ 1 P 0YA
ﬁ—e —ElogE {e t}

5.3 Simulago de Monte Carlo

Conhecendo os parametros que descrevem o processo dadiéy a tripla
(v,%,v), sob a medid®, que podem ser obtidos pelo procedimento sugerido na
subsecao anterior, podemos, por meio do método de sjamutte Monte Carlo cal-
cular numericamente os prec¢os dos derivativos discutidete artigo. Utilizamos
o procedimento sugerido Rosinski para gerar os processoa (jade Rosinski
(2001)). Adaptamos os algoritmos para que seja possimela os processos de
Lévy para qualquer unidade de tempo, i.e., fazemos,

i,u,d s u,d -1 F:,Jd u,d
Xprt =3 () ew (s (Vi ey 69

j=1
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ondect? e \}"” 4 530 0s parametros do processo gama medidos para umaeinidad
de tempo7’ € o valor terminal(vencimento do contrat({I]“ d (0, T)} 0
i=1,....,n(j
e {Vi”]fd( )} 0 sao seqiiéncias I.1.D. de valores observados, respectiv
’ 7j=1,....n(J

mente, de uma distribuicdo uniforme no intervfloT] e de uma distribuicao
exponencial com parametiia " = 37 W, onde{W” ‘1 )} "
? z=1,...,n(J

1,2 !
€ uma seqiiéncia I.1.D. de valores obtidos de uma distdloexponencial padro-
nizada en (j) = sup {j : FZ’JFI < ’7'} € o truncamento da somatoria que teorica-
mente deveria ser indexada em todo conjunto dos naturaigin@amento: (j)

depende do parametraque determinara a precisao do processo. Quanto maior for
T teremos uma maior quantidade de terrﬁ@jﬁ influenciando o processo. Como

Ty 4 & um processo estritamente crescente, a medidg gue oo, temos que

F%ﬁd — 00 €, consequentementesp (—F?".d) — 0. Assim, comor limita os

valores aceitaveis dg entao significa que ele define a partir de qual magnitude os
saltos passam a ser desprezados para coipbf.

O procedimento de Rosinski refere-se exclusivamenteesag@mivariadas mar-
ginais, sendo necessario, portanto, incluir uma estudarcopula de Lévy para
gue se possa gerar as séries multivariadas. Consideraguicgagnas o caso biva-
riado, i.e.i=1,2.

(0] parametrd“ pode escrito como uma funcao Eﬁé por meio da fungao
inversa da equagao (17),1.e.,

ryd — (CF“ d) - (Fjd) (56)

P

onde F*? representa uma distribuicao acumulada, ou s{a@“ d} 5 ¢
3=1,...,n(j
uma sequéncia I.1.D. de variaveis uniformes padroragadNote que neste ponto

estamos introduzindo a dependéncia entre 0s processtisarqp as copulas de
Clayton (equacao 14) e de Frank (equacao 15), temgsctgamente, que,

__gwd gud
Clayton : Fng =T7 d { (Fj%d) premd 1} (57)

1 P
Frank : Iy¢ = Fud log (1 + exp {ﬁu’d Fi’f}) (*1 JFu7d> (58)
j

Em nossa analise foram utilizados dois softwares: Matlieen&.0 e Ma-
tlab 7.4. Este (ltimo mostrou-se bem mais veloz na gerags séries bivari-
adas acima. Um procedimento de Monte Carlo cem= 102 repeticdes com
uma precisdo = 103, custou algumas fragoes de segundos no Matlab 7.4 num
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computador Pentium Duo 2 Core. As Figuras 1 e 2 nos permitsaalizar as
diferentes estruturas das cépulas de Clayton e Frank.id&yasmos os seguintes
parametros;? = ¢4 = A% = X4 = 10, m = 103, T = 1, eT = 10®. Po-
demos ver claramente que a medida que os parantettas respectivas copulas
variam&™*? = (1073, 1072, 10, 10°, 10*, 10%, 10*,10%), a estrutura de de-
pendéncia entre as variaveis log-retornos dos ative® assumem formas que
podem afetar bastante os precos dos contratos de opgdtganmados com de-

pendéncias nas trajetorias.

9u=10'3,ed=10'3,p=lndeterminado

0,=1 0'2,9d=1 0'2,p=lndeterminado

0.5 0.5
o (V)
S Ofe e S ofe .o
< <
05 05
-1 L . . 1 . . .
2 -1 0 1 -2 -1 0 1 2
Ativo 1 Ativo 1
8,=10"",6,=10"",p=Indeterminado 8,=1,8,=1,p=0.13835
0.4 2
I
[ d
0.2 w e ¢ .
~ .  ° 0, o O o
_g 0 e o 2 oo | _g
= . 2
< . o PN’ < 2
0.2 ° .
L]
-04 L 1 ! L -4 L
3 2 -1 0 1 2 1 0 1 2
Ativo 1 Ativo 1
8,=10,8,=10,p=0.16505 6,=10%,8,=10%,p=0.16764
2 2
1 1 % oa8ad e
~ ~ ...."' °
o ° L °
é 0 § 0 RS -
-1 -1 .
° .
2 2 * s
2 2 1 0 1 2
Ativo 1
4 4
6,=10%,8,=10%,p=0.15512
2 2
1 1 o X S
[ . N ° %
o 1 So .
< <
1 -1 .
L] L]
2 ‘ 2 ‘
2 1 0 1 2 1 0 1 2
Atvivo 1 Ativo 1
Figura 1

Analise da influéncia dos parametros da copula de Lev@ldyton
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1038 =103 A 1028 =102 A
Bu-10 ,ed_1o ,p=0.00713 eu_1o ,ed_10 ,p=0.0045723
2 4
2
(2} (2] .
s g0
< <
-2
-4 .
-2 1 0 1 2
Ativo 1
8,=1.8,=1,p=0.095318
4

Ativo 2
Ativo 2
o

-4
-2 2
Ativo 1
,=10,8,=10,p=0.13066
4 2
2 1
N N
. R
< <
-2 -1
-4 2 L
-2 2 2 -1 0 1 2
Ativo 1
1040 =104 n i
9,=10",8,=10",p=Indeterminado
2 0.5
L]
) o0
o 1 o o g0 o °® 0;':,. g .
N oanad® N Sgp°
> 0 2% > 0 e o o
E © ® ° 2 ‘: 00..0
-1 ° ° b e o o
L) L]
2 ; : - : ; -0.5 . .. .
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -1 0 1 2
Ativo 1 Ativo 1

Figura 2
Analise da influéncia dos parametros da copula de Leviyrdnk

Das op¢des mencionadas neste artigo, consideramosatisaste compra e
venda sobre a média do preco do ativo-objeto, que nestesesid uma carteira
composta pelos dois ativos em analise. Observe que foremadas as médias
aritméticas e geométricas. Os resultados apresentaddabela 1, referem-se
aos precos das opcdes asiaticas de compra usandosnsdiaética (AmC) e
geométrica (AgC) e das opgdes asiaticas de venda usaneldias aritmética
(AmP) e geomeétrica (AgP), que sao obtidos pela equa88p pnde o preco
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de cada ativo & dado ps¥; = S{exp {Y/'}, paraS; = 40 e Sg = 60. Fo-
ram considerados ambas as copulas (Clayton e Frank)0 pdec exercicio
K = (20, 30, ..., 80), a propor¢cdo de cada um ativo na carteiiga =
(0,0,20, ...,1)eas = 1 —aq, ry = 0,08 T = 1. Apesar da taxa livre
de riscory ter sido considerada de maneira deterministica, istm@stante ao
longo do tempo, € relativamente facil flexibilizar estpétese para o contexto
local ou estocastico, isto €, a taxa livre de risco & nmemtBepor uma funcao deter-
ministica do tempo (local) ou por um processo estocastico reversao a média
(estocastica). Note que os precos das opcdes de conmpiraudm a medida que
0 precos de exercicios aumentam e os precos das opg®esda diminuem. Em
relagao as copulas, vemos que, para os parametrosieonsos, i.e %4 = 1071
para copula de Clayton&-? = 10° para a copula de Frank, a copula de Frank
gera distribuicdes menos volateis para os log-retodassséries, considerando
uma dependéncia linear semelhante, i.e., a mesma aglzgdo serial do pro-
cesso dos log-retornos, o que implica pregcos menores paspgdes utilizando
a copula de Frank (vide Tabela 1). Nos casos extremas;de 0 oua; = 1,
temos que a carteira & formada apenas pelo atie® respectivamente, sendo
portanto, os casos de opc¢des univariadas, casos paréisul No que se refere
as médias aritméticas e geométricas, temos que aggpigdcompra apresentam
precos maiores para as médias aritméticas e as opedesnda apresentam precos
maiores para as médias geomeétricas. Isso se da primepsg pelo fato da média
aritmética ser sempre maior ou igual que a média geotagtou em outras pa-

Iavras,<§> > <§> . Deixamos para os interessados o manuseio dos outros
A G

contratos apresentados no inicio desta secao, cujaglexidades sao bem me-
nores que as opg¢oes asiaticas avaliadas aqui. Poro{dmalisamos o efeito da
dependéncia sobre o valor das opg¢Oes asiaticas coasdiea média aritimética,
vide Tabelas 2 e 3, onde as autocorrelacdes seriais degzoacos log-retornos
foram obtidas considerando os parametfvg = 10 (p = 0,187), -4 = 0,8
(p = 0,0943), e = 0,5 (p = 0, 0482) para a copula de Claytons? = 102

(p = 0,1259), €% =10 (p = 0,1068), e =1 (p = 0,0741) para a copula
de Frank. Note que a medida que a dependéncia linear difaintocorrelacao
serial do processo), temos que o preco das op¢des aumeBtse resultado vai
em conformidade com os principios de diversificacao deoridiosincratico das
ac0es, haja vista que o ativo objeto & uma carteira desatiuanto mais diversi-
ficada for esta carteira, havera uma tendéncia maior darescer apenas o risco
sistémico, e conseqiiéntemente, o preco da opcagiratio valor maximo dado
uma mesma estrutura de dependéncia. Este Gltimo resudet ser analisado
com bastante interesse pois ele permite uma melhoria rééema processo gestao
do risco de mercado. Os programas computacionais utilizaeste trabalho estao
disponiveis no sitesww.ime.usp.br/ nitanaka/
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6. Concludes

Uma maneira sistematizada de descrever a estrutura dedégmementre duas
variaveis estocasticas & por meio de funcdes de aspuom a necessidade de
melhores instrumentos de gestao de risco, verifica-seapida ‘desenvolvimento
da necessidade de instrumentos financeiros mais sofisticedpazes de mode-
larem derivativos que dependem nao so6 da trajetoria doegso do pre¢o, como
também, de uma quantidade finita de ativos. Neste contexstudo apresentou
o desenvolvimento recente da teoria de copulas realizadcipalmente por Cont
e Tankov (2004) e Kallsen e Tankov (2006), que estende o ttordzecodpula or-
dinaria, que lida com um vetor aleat6rio, para o contexd@ubcessos de Lévy.
Passamos para a copula de Lévy que permite mitigar de umeairaanais efi-
ciente o processo de precificacdo dos intrumentos finasatcima citados. A
construcao de modelos por meio de copulas de Lévy é tnoalagem que per-
mite especificar a estrutura de dependéncia entre os fogios de maneira bas-
tante flexivel. Aqui apresentamos um modelo relativameidéatico, conside-
rando as suas preocupacdes economeétricas e utilizaadicas de estimacgao e de
simulagcado de Monte Carlo. Os exemplos visaram estabeleca conexao en-
tre a teoria desenvolvida e a sua aplicacao na area @égapento de contratos
derivativos, mostrando que o método sugerido neste agtigidvel e conputa-
cionalmente eficiente. Uma das limitacdes da analiseptieagao realizada no
artigo € a utilizacao de uma medida de dependénciarliaedocorrelacao serial),
dada a inexisténcia de uma medida de dependéncia do poo@slogo ao Tau
de Kendall para variaveis aleatorias. Uma tentativa daioar essa medida para
processos seria utilizar

o0 o0 o0 o0
° = 2/ / / / L, -x)(Yamv)>0} fyiixy fxi Jyvalx, X0
o Jo Jo Jo
dX1dXodY1dYs — 1

onde
2
fY|X = (—ayQC (30719))

e fx (z) seria a distribuicdo marginal do log-retorno 8e Apesar de ser uma
extensao natural do tau de Kendal ela nao se concretiga phitencao de solugcdes
analiticas & relativamente dificil.
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Por Gltimo, a aplicacao desta teoria também poderi@sndida na gestao
de outros riscos, sendo que o novo Acordo da Basiléia lle(Bdnk of Interna-
tional Settlements (2005)) vem orientando as institescfinanceiras a realizarem
analises quantitativas de riscos de mercado, crédioidéz e operacional, exi-
gindo que os modelos de risco sejam robustos as hipotesisionais de mer-
cado, principalmente em paises emergentes como o Bradi, @ economia nao
é considerada estavel, o que significa que os modelosigaassiem sempre sao
adequados.
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Apéndice
Extensbes de @pulas Positivas de [evy aos Casos Multivariados

Segue um sumario das definicdes e resultados estendid@sisos multivari-
ados:

Definicdo 33 (Dpula de Lévy Positiva Uma dpula de levy positival-dimensi-
onalé uma fungo d-crescente e aderen€&’ : [0; oo]* — [0; o0] com marginais
CE,k=1,2,...,d, que satisfazer@’¥ (u) = u para todou € [0; ] .

Teorema 34 Sejal/ uma integral caudal de um processo d&/ly com saltos posi-
tivosd-dimensional e, sej&’y, . .., Uy as integrais caudais de seus componentes.
Existe uma opula de levy positivad-dimensionalC’* | tal que, todos os vetores
{z1, -+, x4} em]Ri7

U(xla"' 7xd> :C[: (Ul (Z1>’.“ ,Ud(lEd))

Sel\, ..., U, sao contnuas, erfio, C'* & unica, caso conéirio, & unicamente
determinada enD (C*) = Z (Uy) x --- x I (Uy). De maneira inversa, s€'“
€ uma ©pula de lévy positivad-dimensional /1, ..., Uy Sa0 as integrais cau-
dais de medidas de&vy em [0; oo, enfio, a fungéo U definida acimaé uma
integral caudal de um processo déuyn-dimensional com saltos positivos pos-
suindo marginaig/y, ..., Ug.

A copula de Lévy independente no caso multivariado passeguinte forma:

Cf_ (xlv T axd> = xll{JCQZOO,...,:Cd:OO} +eee xdl{wlzoo,...,wd,1=oo}
e a copula de Lévy no caso de dependéncia perfeita &

Cf (1, -+ ,xq) =min (x1, - ,xq)

Finalmente, & possivel apresentar uma versao multitiioeal da Proposicao
16:

Proposicdo 35 Seja¢ (u) uma fun@o estritamente descrescente [0; co] —
[0; 0], tal que,¢ (0) = oo e ¢! possui derivadas de ordem iguakaem]0; oo

. . kdPo (1) .
com sinal se alternando coli.e.,(—1)" =57~ > 0. Assim,

C (w1, ,za) = ¢ (o (x1) + - + ¢ (2a))

define umaapula de vy positivai-dimensional.
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Extensdes aos Casos Multivariados deapulas de Lévy generalizadas
Damos a seguir um sumario das definicdes estendidas smsmalltivariados:

Definicao 36 pula de Levy Uma dpula de levyn -dimensionake uma
fungio C* : R® — R com as seguintes propriedades:

1. C* én-crescente;
2. C* éigual a zero se pelo menos um dos seus argumentos for igeed;a z

3. C* possui marginais uniformes.

Para construir uma medida de Lévy multidimensional poondei copulas de
Lévy, & necesséario introduzir o seguinte intervalo:

B [x;00[, sex>0
I(aj){]—oo;ac]7 sex <0

Ao utilizar esta notagdo, & possivel construir as irgisgcaudais de uma me-
dida de Lévy em qualquer ponto, salvo naqueles que estite ss eixos, como
segue:

V(I (z1) % - x I(z,)) = (—1)9nzexxsonan)
CE (U™ (21),..., U8 (2,,))
sendo qué/;", U, ,..., U, U, sdo as integrais caudais marginais unidimensio-

nais. O fato da ndo unicidade nos eixos pode ser resolvicho ¢oi feito no caso
bidimensional.
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Tabela A.1
Analise da influéncia das copulas de Lévy de Clayton aelEsabre os precos de opgdes asiaticas (venda e compra)
considerando médias artiméticas e geométrica

[ AmC AgC AmP AgP |
a Strike Clayton Frank Clayton Frank Clayton Frank Clayton  arfk
0 20 29.1272  29.1178 29.1223  29.1178 0 0 0 0
30 21.8472  21.8378 21.8423  21.8378 0 0 0 0
40 145672  14.5579  14.5624  14.5579 0 0 0 0
50 7.2944 7.2779 7.2902 7.2779 0.0071 0 0.0078 0
60 0.1133 0 0.1103 0 0.1059 0.0021 0.1079 0.0021
70 0 0 0 0 7.2726 7.282 7.2775 7.282
80 0 0 0 0 14.5526 14.562 14.5575 14.562
0.2 20 26.3975 26.39 26.2615  26.2579 0 0 0 0
30 19.1175 19.11 18.9815  18.9779 0 0 0 0
40 11.8376 11.83 11.7016  11.6979 0 0 0 0
50 4.5675 4.5501 4.4324 4.418 0.0099 0 0.0108 0
60 0.0687 0.0626 0.0548 0.0496 2.791 2.7925 29131 2.9116
70 0 0 0 0 10.0023  10.0098  10.1383  10.1419
80 0 0 0 0 17.2823  17.2898  17.4183  17.4219
0.4 20 23.6678  23.6621  23.4006  23.3979 0 0 0 0
30 16.3878  16.3822  16.1207 16.118 0 0 0 0
40 9.1079 9.1022 8.8407 8.838 0 0 0 0
50 2.2706 2.2474 2.1502 2.1299 0.4427 0.4251 0.5895 0.5718
60 0.124 0.1253 0.0984 0.0993 5.576 5.5829 5.8176 5.8211
70 0.0088 0.0088 0.0048 0.0048 12.7408 12.7464  13.0039 068.0
80 0 0 0 0 20.012 20.0176  20.2791  20.2818
0.6 20 20.9381  20.9343  20.5398 20.538 0 0 0 0
30 13.6581  13.6544  13.2599  13.2581 0 0 0 0

40 6.4584 6.4565 6.2103 6.2103 0.0802 0.0821 0.2304 0.2322
50 1.4244 1.4183 1.3026 1.2972 2.3262 2.3238 2.6026 2.5991
60 0.1869 0.1879 0.1479 0.1489 8.3686 8.3734 8.7279 8.7307

70 0.03 0.0301 0.0181 0.0182 15.4917  15.4955 15.8781 18.879

80 0.0067 0.0067 0.003 0.003 22.7484 22,7521  23.1429 2B.144
0.8 20 18.2084  18.2065 17.679 17.6781 0 0 0 0

30 10.9548  10.9532  10.5845 10.584 0.0263 0.0266 0.1855 59.18

40 4.497 4.4968 4.2607 4.2618 0.8485 0.8501 1.1416 1.1436

50 1.1733 1.1724 1.045 1.0442 4.8047 4.8058 5.2058 5.206

60 0.25 0.2505 0.198 0.1985 11.1614  11.1638 11.6388  11.6402

70 0.0668 0.0664 0.0443 0.0443 18.2582  18.2596  18.7651 6@8.7
80 0.0176 0.0176 0.0096 0.0096 254889  25.4908 26.0103 1PB.0
1 20 15.4905 15.4905 14.9759  14.9759 0.0118 0.0118 0.1577 157D.
30 8.5391 8.5391 8.1784 8.1784 0.3403 0.3403 0.6401 0.6401
40 3.409 3.409 3.1708 3.1708 2.4902 2.4902 2.9126 2.9126
50 1.0815 1.0815 0.9425 0.9425 7.4426 7.4426 7.9642 7.9642
60 0.3131 0.3131 0.2481 0.2481 13.9542  13.9542  14.5498 498.5
70 0.1123 0.1123 0.0786 0.0786 21.0334 21.0334 21.6602 6@2.6
80 0.0343 0.0343 0.0204 0.0204 28.2354  28.2354  28.8819 8P8.8
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Tabela A.2
Analise da influéncia da dependéncia (linear) sobre pgpde opc¢des asiaticas (compra e venda) considerando a
média aritmética e a copula de Lévy de Clayton

AmC AmP |
a Strike /p 0.187 0.0943 0.0482 0.187 0.0943 0.0482
0 20 30.2216 30.4886 30.7076 0 0 0.0009
30 22.9622 23.2132 23.4386 0.0205 0.0045 0.0118
40 15.9056 16.1152 16.2451 0.2439 0.1865 0.0983
50 9.6632 9.8058 9.6717 1.2814 1.1571 0.8049
60 5.186 5.1585 4.7653 4.0843 3.7897 3.1784
70 2.5303 2.4476 2.0408 8.7085 8.3588 7.7338
80 1.1742 1.1361 0.8775 14.6323 14.3272 13.8505
0.2 20 27.2313 27.5794 27.6216 0 0 0
30 19.9689 20.3037 20.3484 0.0175 0.0042 0.0068
40 12.934 13.2025 13.1556 0.2626 0.183 0.0939
50 7.0536 7.1098 6.8331 1.6621 1.3702 1.0514
60 3.245 3.143 2.7405 5.1335 4.6834 4.2388
70 1.3336 1.2596 0.9581 10.502 10.08 9.7363
80 0.541 0.5058 0.3654 16.9894 16.6061 16.4236
0.4 20 24.2411 24.6702 24.5364 0 0 0
30 16.9792 17.3989 17.2592 0.0181 0.0086 0.0028
40 10.0402 10.3494 10.1225 0.359 0.2391 0.146
50 4.7369 4.6989 4.3318 2.3356 1.8685 1.6352
60 1.751 1.6584 1.3534 6.6297 6.108 5.9368
70 0.5947 0.5507 0.3775 12.7534 12.2803 12.2409
80 0.1815 0.1476 0.125 19.6201 19.1572 19.2683
0.6 20 21.2509 21.761 21.4512 0 0 0
30 14.0071 14.4966 14.179 0.0362 0.0156 0.0078
40 7.3431 7.6338 7.2608 0.6521 0.4327 0.3695
50 2.8697 2.8377 2.4572 3.4587 2.9165 2.8458
60 0.8527 0.7905 0.6382 8.7216 8.1493 8.3068
70 0.2224 0.1927 0.1523 15.3713 14.8315 15.1009
80 0.0443 0.0441 0.05 22.4731 21.9628 22.2786
0.8 20 18.2615 18.8518 18.366 0.0008 0 0
30 11.0871 11.6352 11.1442 0.1064 0.0633 0.0581
40 5.0073 5.3085 4.848 1.3066 1.0166 1.0419
50 1.6736 1.688 1.4378 5.2529 4.676 4.9116
60 0.451 0.445 0.4029 11.3102 10.7131 11.1567
70 0.1013 0.1071 0.1056 18.2405 17.6551 18.1394
80 0.0078 0.0303 0.0271 25.4269 24.8583 25.3408
1 20 15.2919 15.9581 15.3003 0.0215 0.0155 0.0194
30 8.3882 9.0045 8.405 0.3978 0.3418 0.4041
40 3.3621 3.7285 3.3253 2.6517 2.3459 2.6043
50 1.1278 1.2336 1.085 7.6973 7.1309 7.644
60 0.3393 0.3883 0.3684 14.1887 13.5655 14.2073
70 0.0741 0.109 0.1195 21.2035 20.5662 21.2384
80 0.0062 0.0255 0.0433 28.4155 27.7627 28.4422
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Tabela A.3
Analise da influéncia da dependéncia (linear) sobre pgpde opc¢des asiaticas (compra e venda) considerando a
média aritimética e a copula de Lévy de Frank

[ AmC AmP

a Strike p 0.1259 0.1068 0.0741 0.1259 0.1068 0.0741
0 20 32.1586 32.7549 36.6994 0.0041 0.0013 0.0387
30 24.977 25.6092 29.824 0.1025 0.1356 0.4433

40 18.3596 19.0198 23.6615 0.765 0.8261 1.5607

50 12.8714 13.4749 18.4543 2.5567 2.5612 3.6335

60 8.7148 9.1665 14.2188 5.6801 5.5328 6.6779
70 5.711 6.1052 10.8583 9.9563 9.7515 10.5973
80 3.6876 4.0198 8.2757 15.2128 14.946 15.2947

0.2 20 28.7777 29.3913 32.3945 0 0 0.0098

30 21.5626 22.1944 25.3658 0.0649 0.083 0.261

40 14.9378 15.5583 19.114 0.72 0.7268 1.2892

50 9.6596 10.1849 14.0518 2.7218 2.6334 3.5069

60 5.93 6.3276 10.1315 6.2722 6.056 6.8665
70 3.4866 3.8035 7.2442 11.1087 10.8119 11.2592
80 2.0066 2.2586 5.1765 16.9087 16.547 16.4714

0.4 20 25.4008 26.0292 28.1109 0 0 0.0021
30 18.1736 18.8099 20.9816 0.0527 0.0607 0.1527

40 11.5988 12.1563 14.6581 0.7579 0.687 1.1093

50 6.6259 7.1084 9.7925 3.065 29191 3.5236

60 3.5049 3.8174 6.3629 7.2239 6.908 7.3739
70 1.7264 1.9676 4.0943 12.7253 12.3383 12.3853
80 0.7961 0.996 2.5822 19.075 18.6466 18.1532

0.6 20 22.0247 22.667 23.8331 0.0007 0 0.0003
30 14.8179 15.4451 16.6603 0.0739 0.0581 0.1074

40 8.3947 8.9204 10.348 0.9306 0.8134 1.0752

50 3.9692 4.3549 5.8393 3.785 3.5278 3.8464

60 1.6299 1.8564 3.1523 8.7257 8.3093 8.4393
70 0.5841 0.7355 1.6387 14.9599 14.4683 14.2057
80 0.1719 0.2934 0.8893 21.8276 21.3062 20.7362
0.8 20 18.6526 19.3064 19.5571 0.0054 0.0017 0.0003
30 11.5127 12.1276 12.4071 0.1454 0.1028 0.1302

40 5.4779 5.954 6.3275 1.3906 1.2091 1.3306

50 1.9897 2.2404 2.6267 5.1824 4.7755 4.9098
60 0.6039 0.7148 0.9946 11.0765 10.5299 10.5576
70 0.1338 0.1944 0.3688 17.8864 17.2894 17.2118
80 0.015 0.0451 0.1694 25.0475 24.4201 24.2923

1 20 15.2919 15.9581 15.3003 0.0215 0.0155 0.0194
30 8.3882 9.0045 8.405 0.3978 0.3418 0.4041

40 3.3621 3.7285 3.3253 2.6517 2.3459 2.6043

50 1.1278 1.2336 1.085 7.6973 7.1309 7.644
60 0.3393 0.3883 0.3684 14.1887 13.5655 14.2073
70 0.0741 0.109 0.1195 21.2035 20.5662 21.2384
80 0.0062 0.0255 0.0433 28.4155 27.7627 28.4422
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