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Aplicacao das Op@es Compostas na
Avaliacao da Opco de Venda Americana

Jo< Ferreira Marinho Junior*
Mauro Antonio Rincon**

Resumo

Neste artigo, um método numérico & desenvolvido parasengrar o valor de uma opc¢ao
de venda americana, baseado na solucao de Black e Schol&) para opcdes européias
e na extrapolacdo de Richardson, que calcula o limite de sequéncia de opg¢des, cujos
intervalos de tempo tendem a zero. No inicio da década de, Black e Scholes (1973)

e Merton (1973) desenvolveram uma equacao diferencialgacuja solucao determina

o valor de uma opg¢ao européia. A condicao de fronteaaleterminar o tipo de opc¢ao

(compra ou venda). Valores para a opgao de venda ameséanealculados, tabelados e
comparados com os métodos da integracao numérica eadrapcao binomial.

Palavras-chave opgdes compostas; extrapolagao de Richardsonpapnaricana; método
de Newton-Raphson.

Codigos JEL:C02; C15; C63.

Abstract

In this article, a numerical method is developed to deteerttire value of a put, based in the
solution of Black and Scholes (1973) for European option@nRichardson extrapolation,
that calculates the limit of an options sequence, whose itteevals tend to zero. In the
beginning of the 70’s, Black and Scholes (1973) and Mert®73) they had developed
partial differential equation, whose solution it detergsrihe value of an European option.
The boundary condition will go to determine the type of opt{purchase or sale). Values
for the put are calculated, priced and compared with metlbtlse numerical integration
and the binomial approach.

Keywords compound options; Richardson extrapolation; american lgetvton-Raphson
method.

1. Introdugao

Merton (1973) mostrou que opc¢des de venda americana agodificeis de
calcular o valor do que opg¢des de venda européia porquEpgao americana
existe uma probabilidade positiva de ser exercida premiateinte. Black e Scho-
les (1973) derivaram uma equacao diferencial que deveaisfeita pelo preco
de qualquer derivativo dependente de uma acao sem ddaderd solucao desta
equacao diferencial fornece o preco de uma opgao éiaop

0P g 0L 10P e p, (1)
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ondeP & o valor da opcads & preco do ativo-objeta, € a volatilidadey & a taxa
de juros livre de risco €& o tempo para o0 vencimento.

A equacao (1) é a equacao diferencial de Black e Sclip#43), cuja solucao
depende das condi¢des de fronteira utilizadas.

Para uma opc¢ao de venda européia, a principal condgdimnteira €:

P =max(S — X,0) (2)

ondeX & o preco de exercicio.
A solucao para a condigao (2), demonstrada por Blackel8s (1973), &€ dada
por,

P= Xe_l"tN(—dQ) _ SN(—dl) (3)
onde 5
dlln(S/X);r\(/ngg /Q)t, dy =dy — o/t

e N(z) & a funcdo de distribuicao de probabilidade acumugsda uma variavel
gue é distribuida normalmente, com média zero e deswdddpaum, ou seja, € a
probabilidade da variavel ser menor que dado por,

1 o
N(z) = E/ e_yz/Qdy.

2. Formulagao

Para solucionar o problema de avaliacao da op¢ao deavamericana, seja
P(Sy,0%,r, T, X) o prego da opgao de venda americana.

Segue-se as hipbteses utilizadas por Black e Scholes)1@&iderando o
mercado perfeitor e o constantes e movimento browniano geométrico para o
ativo-objeto. O tempo atual & definido como zero e o0 processzastico para as
mudancas no preco do ativo-objeto é:

ﬁ = pdt + odz 4)
S
ondey € o retorno esperado do ativo-objetdeé o processo de Wiener. Como
apenas o preco do ativo e o tempo sao considerados viaréwepreco do ativo é
estocastico, entdo as mudancas no pre¢o da opcamde aenericana podem ser
caracterizadas pelo Lema de 1td. Do mesmo modo utilizadd®fazk e Scholes
(1973), constroi-se uma carteira protegida com uma posiendida no derivativo
e outra comprada emP/9S ativos.

Seguindo todo o processo utilizado em Black e Scholes (1978)eco da
opcao de venda americana € descrito pela equacaermiifat parcial do tipo pa-
rabolico,
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2
— =rP—rS—= — 0?5 — (5)

sob a seguinte condicao final:

P(S,T) > max(X — S,0), vT >0 (6)

Como a opgao de venda americana pode ser exercida a quialsfa@te até o
vencimento, o titular sempre iré se perguntar se um detewhoiinstante & 6timo.
Num primeiro instante ele verifica o valor do ativo-objetousda no futuro um
valor menor. Caso encontre, nao ira exercer a opcaotecan verificando até o
vencimento.

Pode-se dizer entdo que esta situacao € equivalenta aeguéncia infinita de
opcdes sobre opcdes, ou opgdes compostas.

Existem quatro tipos de op¢des compostas: uma opcaordpra sobre uma
opcao de compra, uma opc¢ao de compra sobre uma opgZnda, uma opcao
de venda sobre uma opcao de compra e uma op¢ao de verréausod opcao
de venda. As opg¢bes compostas possuem dois precos décaxerduas datas
de exercicio (ou dois tempos para o vencimento). Considera movimento
browniano geomeétrico para o preco do ativo, o valor de upgio de compra
sobre uma opg¢ao de compra € avaliado analiticamenteremogeda distribuicao
normal bivariada. O valor desta op¢cdo composta, semeitidds, & dado, como
em (5) por:

P SNo(dy, —kq) (7)
— \/Tl/TQ) 7X267TT2N2(d2,7k2
- \/Tl/T2>+€7TT1X1N(d2)
onde,P & o valor desta opcao composh, € o preco de exercicio no instarte
X5 € 0 preco de exercicio no instarte

~ In(S/8) + (r+02/2)T1

dy = do =di — T
1 oI5 ) 2 1—0 1
1 X 2T
klz H(S/ 2)+(T+J/>27 k}g:kl—o' T2
oV'Ty

SendoN;, a fungao de distribuigao normal bivariada acumuladaasavel S
€ o preco do ativo no instanfg, pelo qual o preco da opcao se iguda Se
o preco do ativo estiver abaixo d&em T}, a opcao sera exercida nesse ins-
tante. No(dq, —ki;—+/11/T>) representa a probabilidade acumulada de uma
distribuicdo normal bivariada padronizada do preco timabjeto, no primeiro
instante, estar acima dg§ e, no segundo instante, ser menor que 0 preco de
exercicio, X, quando o coeficiente de correlagao entre as variavgis @7 /Ts).
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Como a opgao de venda americana pode ser exercida a quialsfaate até o
vencimento, ela & equivalente a uma sequéncia infinitgpdées compostas.

Para encontrar a solucao do problema considera-se qaeleasao de exerci-
cio & um evento discreto. Entao a formula devera ser wh&do em tempo
continuo para a equacao (5) sujeita a condicao dedian{6) aplicada a um
namero infinito de eventos discretos.

Em cada instante, a opcao sera exercida se:

e N3ao foi exercida anteriormente;

e O pagamento pelo exercicio for maior ou igual a op¢cao edsmao seja
exercida.

Portanto, em cada instante discreto, no qual ha possitigide exercicio (cha-
mado de ponto de exercicio), & calculado um valor paravo.aftste valor sera
chamado de preco criticé) e determinara se havera ou nio exercicio naquele
instante. A opcao seréa exercida se num determinadoiiesta prego do ativo for
menor que o0 precgo critico deste instante, dado que o pfe@ivo sempre foi
maior que 0 preco critico nos instantes anteriores, padishouve exercicio. O
preco critico do ativo & independente do preco atualtdo & &€ determinado a
partir da fronteira livre, dada pela equagao (6), sempee q

X -S=r(@S,T)

para algums = S e qualquefl.
Esquematicamente, tem-se:

0 t1 to ts... t, =T

Emt; observa-se o seguinte:

St, = valor do ativo ent;
S, = prego critico ent;; Sy, € (¢;,T]

A opgao sera exercida no instamteseS;, < Sy, €Sy, > Sy,,Vj < i.

A discretizacao utilizada seréa uma sequéncia em que @agjunto de oportu-
nidades inclui a anterior, isto &, a oportunidade da oggén1 ponto de exercicio
deve estar contida na op¢ao com 2 pontos de exercicias eygortunidades de-
vem estar contidas na opcao seguinte. A proxima opc@&oirgq conter todas as
oportunidades da opc¢ao com 2 pontos de exercicio &€ acopgm 4 pontos de
exercicio. Portanto, deve-se utilizar passos geonestno tempo. Utilizar pas-
sos geométricos significa discretizar o tempo em 1, 2, 4,iBtervalos de tempo
iguais.

SejaP; a opcao que sb tenha um ponto de exercicio e suponha gueoEs0
seja no vencimento. Nesse cad@, &€ equivalente a opgao européia e 0 preco
critico para o instant@ &€ o proprio preco de exercicio.
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Portanto, por Black e Scholes (1973):
Py = Xe "IN (~dy (So, X,T)) — So N (—dy (So, X, T)) (8)

onde:

In (S/E) + (7"+ (1/2)02)t . p _
2(S,5:,t) = dy — o/t
7! (9)

Antes de calcular o valor da op¢ao com dois pontos de exeyconsidera-se

dl(saght) =

?z{?t,gtzo, t e [O,T]}

o conjunto dos precgos criticos que denota uma fronteite anexercicio ante-
cipado, ou seja, antes do vencimento & 6timo. A fungd8;,t) € Ct ! em
[S, 0] x [0,T] e & de class€?! em (S, o] x [0,7T]. Como a condigao de fron-
teira da opcdo de venda americana no vencime®0%-, 7)) = max(X — 5,0)
entao:

Jim P(S,, 1) =0 (10)
St—>St
lim 22000 (12)

S — S, 85,5

Seguindo a direcao dada por Carr et alii (1992), a expoepsfa a opcao de
venda americana sem dividendos é:

T f—
P =po+ rX/ e "N <—l"(5t/50> p2t> dt (13)
0 avt

ondepy € o valor da opcao de venda européi& ) € a funcao de distribuicao
de probabilidade acumulada.
Esta equacao pode ser interpretada da seguinte maneira:

e A primeira parcela, valor da opgao européia, € o valgpagamento garan-
tido da opcao de venda, ou seja, no minimo a op¢ao deavandricana vale
0 Mmesmo que a européia no caso do vencimento ter sido 0 mo@iEmb
para o exercicio;

e A segunda parcela & o valor presente dos beneficios doiexeantecipado
da opc¢ao, ganhos através dos juros recebidos com oiererc’
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Seja, agora, a op¢ao que sb tenha dois pontos de exercicio e suporha qu
estes pontos sejam no vencimento e na metade do tempo pareimegato.

No instantel’/2 ndo existe a probabilidade da opg¢ao ja ter sido exeguidke:
riormente entao calcula-se a probabilidade da opcaexsmcida neste instante.
No vencimento2° ponto de exercicio, deve-se calcular a probabilidade ¢amp
ser exercida neste ponto, dado que para chegar até eatgénsta nao foi exercida
no ponto de exercicio anterior. Dai, temos:

~ rXT =
P,=P + TefrT/QJ\H(*dz(So, St/2,T/2)) 14)

ondeP; é a probabilidade da op¢ao ser exercida no primeiro pdatexercicio,
ou seja, ent = T'/2, calculada por Black e Scholes (1973), para um intervalo de
tempoA¢ = T'/2 com o preco de critico deste instante denotado?pgg.

Seja, agoraP; a opcao que tenha quatro pontos de exercicio e suponha que
estes pontos sejam em 1/4 do tempo, na metade do tempo, em @hpo e no
vencimento. No instant€/4 ndo existe a probabilidade da opcao ja ter sido exer-
cida anteriormente entdo calcula-se a probabilidade dacoper exercida neste
instante. N@° ponto de exercicio, instanf®/2, deve-se calcular a probabilidade
da opgao ser exercida neste ponto, dado que para chegsstatinstante ela nao
foi exercida no ponto de exercicio anterior. Boponto de exercicio, instante
3T /4, deve-se calcular a probabilidade da op¢ao ser exer@si ponto, dado
gue para chegar até este instante ela ndo foi exercidaoipahtos de exercicio
anteriores. E no vencimentd, ponto de exercicio, deve-se calcular a probabili-
dade da opcao ser exercida neste ponto, dado que para akfegate instante ela
nao foi exercida nos trés pontos de exercicio anteridas temos:

~ rXT

Py = P+ T[G_TTMNI(*d?(SO’gT/‘l’T/4>>
+ 6—7'T/2N1(7d2(S(),§T/27T/2>>
+ TNy (—dy(So, Sz, 3T/4))] (15)

Os precos criticos podem ser determinados em qualguantegara toda data
futura antes do vencimento. No vencimento o preco criicoproprio preco de
exercicio, pois & o ltimo instante em que pode havercésier Portanto para
calcular o valor de”; (que somente tem um ponto de exercicio), basta usar direta-
mente a formula de Black e Scholes (1973). No valoPgé& necessario calcular
0 preco critico do instant&/2 e isto & feito utilizando-se a fun¢d® e consi-
derando qu@T/Q seria 05, da fungdoP; com intervalo de tempd\t = T'/2.
Assim, St/, € solugéo da equagao:

P (S, X, T/2)=X 8 (16)

Seguindo esta formulagéo, calcula-se os precos @sifig. s, St/2 € S37/4
necessarios para calcular o valoride
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Para encontrar 0s precos criticos utiliza-se o métoddateton-Raphson onde
f(S) =X — S — Pdetal forma que:

_f(S)
f1(S:)
e a aproximacao iniciad, sera o valor de&, ou seja, 0 preco inicial do ativo.

Conhecidos os precos criticos, o0 objetivo agora &€ enaoatvalor deP. O
valor da opcao de venda americana sera o limite da se@gugR,, n € N}.
Existem varias técnicas para calcular este tipo de linitéecnica aqui utilizada
sera a extrapolagao de Richardson.

A extrapolacdo de Richardson permite a determinagaeattyr limitante de
alguma sequéncia conforme o “comprimento do pagsee aproxima de zero.
Neste problema, o comprimento do passo é o intervalo dedemipe 0s pontos
de exercicio. Esta extrapolacao leva a uma equac@mopoill que pode ser usada
para determinar os valores da opcao de venda americana.

Para aplicar esta extrapolacao no problema de apre¢am@iopcao de venda
americana, considera-§¢ = F(h) a funcao com passo de tamanh@om a
seguinte forma:

Si+1:Si i:071a27"'

F(h) = ag + alh —+ a2h2 -+ O(h5> (17)
O objetivo & determinar o valor dg), Pois}hmO F(h) = ao.
11—

Desta forma, pode-se escrever= F (%) tal que:

2
F <g) =agp +ay <g> + a2 <g> + O(h?) (18)

E tambémpP; = F (%) da seguinte forma:

h h h\? [
F (Z) :a()+(111 + as <Z> +O(hd) (19)
Eliminando os termos de ordem superior a dois, chega-segamnge sistema:

P1 = ag+ a1h+ (12h2
2

Py = a()+a1}—2l+a2%
h h?

Py= ap+a1y+axig

Resolvendo o sistema para encontrar o valardefazendd® = ag, chega-se
a seguinte equacao polinomial:

8

1
P=3Pi—2P+ 3P (20)
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3. Resultados

Nesta secao € realizada uma simulacao para calculatoo de uma opcao
de venda americana, utilizando para isto, uma acao dalPatr como sendo o
ativo-objeto. Ultiliza-se o historico dos precos desteoato periodo de um ano
(01/04/2004 a 31/03/2005), cujas informacdes forandalstno site da Petrobras,
www.petrobras.com.br. O tempo para o vencimento sera des@se o preco de
exercicio & definido no contrato. A taxa de juros considengara a simulacao
sera ataxa SELIC (Sistema Especial de Liquidacao eodizstio periodo corres-
pondente. Para se determinar a volatilidade & necessagdeaanalise dos valores
passados dos ativos.

Neste trabalho, a volatilidade & obtida pela formula dsvitepadrao, dada
por:

1 n 1/2

o= (=Y (w—-w?) (21)

=0

ondey € a média dos retornos dada por:

p= s> (22)

Para esta simulacao, cujo ativo objeto & a acao daltespPETR4-PN, su-
ponha que a op¢ao sera comprada no dia 01/10/04, ou sejaetade do tempo
no qual os valores foram colhidos. Como foram observadaseslem 247 dias
Uteis, a data de compra da op¢ao sera o dia 28/09/200te N& a acao fechou
com o preco dek$ 93,84. O preco de exercicio sera d& 100,00. A data de
vencimento sera o dia 31/03/2005, ou seja, 0 tempo para@mento sera de 6
meses. A taxa SELIC anual neste periodo eratjé2%, segundo informacdes
obtidas no site do Banco Central (www.bcb.gov.br). A taxgudes transformada
para taxa de juros continua livre de risco sera:

r=1in(1+0,1612) = 0,1495 = 14, 95%.

Para determinar a volatilidade, utilizam-se os valore®etmados nos 6 pri-
meiros meses colhidos, ou seja, nos primeiros 122 dias. Gtei
E a volatilidade historica anual seréa de:

Oanual = V 2500dia = 0, 3037.

Para esta simulag@o os valores iniciais sgo= 93,84, T = 6 meses=1/2
ano, X =100,00, r=14,95% e o =0,3037.
Pela equacao (20), o valor da op¢éao de venda americadia 86/10/2004, da
acao PETR4-PN é:
P = R$ 8,89
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4. Comparages

Nesta secao sao feitas comparagdes, com dois mgteaistentes para cal-
cular o valor de uma op¢ao de venda americana, 0 modelaidghe o modelo de
inequacdes variacionais, com a finalidade de testar édauia do modelo baseado
na extrapolacao de Richardson.

Em 1979, Cox e Ross (1976) desenvolveram o modelo binonsét. rBodelo
considera a vida da opcao dividida em pequenos interdiddempo de extensao
At. Em cada intervalo de tempo, o valor do ativo pode aumentazes, com
probabilidadep ou diminuird vezes com probabilidade— p, ondeu e v estdo
relacionados com a variancia.

As opcOes sao avaliadas do fim ao comeco da arvore. pede® americanas
€ necessario verificar em cada no da arvore, se o ekeeitecipado sera melhor
gue manter a opcao por um mais um periodo de tefpdsto significa que para
um intervalo de tempo muito pequeno, o nUmero de anal&éssuito grande.

Aplicando o modelo binomial aos valores da simulagadzadh, cujo ativo-
objeto & a acao da Petrobras, o valor encontrado pargéa ojgcvenda americana
foi:

P = R$ 8, 86.

A tabela 1, a seguir mostra a comparagao entre o resulttmosétodo da
extrapolacdo de Richardson e o modelo binomial para ada@&o anterior.

Tabela 1

Ativo extrapolagao  Binomial
acao da Petrobras  RS$ 8, 89 R$ 8,86

Em 2004, Israel (2004) calculou o preco da opcao de venamieana, mos-
trando que o sistema de inequacdes variacionais abaxdensoussan e Lions
(1978), possui solugao Unica.

LW H+AU-rU<0 e U>v, em R*"x[0,7]
(%—?+AU—¢U)(¢—U)=07 em R x [0, T]
UX,T)=vy(X,T), em R™.

onde,U & o valor da op¢ao de venda americaiaé o pre¢o do ativo-objeta,é
0 tempo para o vencimentp,é a taxa de juros livre de risco4 & um operador
dado por:
At) = i a; (X 13)872 + Y b (X t)i
= T0X,0X; = X

onde,a;; (X,t) = £ ou(X,t)ox(X,t) eb(X,t) & o vetor diregao do movi-

k=1
mento do ativo-objeto &(X, ¢) & a matriz volatilidade.
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Nesse trabalho, o preco da opcao de venda americanddolado utilizando
0 método de elementos finitos e o método de diferencagdimio tempo para
resolver a inequacao variacional

WU (x,0)+

02 oU
2v2 9 v oY . <
5 * X o5 (Xot) 4+ rX S (X1) —rU(X, ) <0

1
2 ot?
com obstacula) tal queU (X, t) > ¢ (X, t), onde(X,t) € R x RT.
Calculando o valor da opcao de venda americana, cujo-abjeto & a acao da

Petrobras PETR4-PN, pelo modelo de inequacao variagionalor encontrado
para a op¢ao de venda americana foi de:

P =~ R$8,87.

A tabela 2, a seguir mostra a comparacao entre 0 métodrtagpelacao de
Richardson e 0 método da inequagao variacional pararagagao realizada.

Tabela 2

Ativo Extrapolagdo Inequacao
acao da Petrobras R$ 8,89 R$ 8,87

5. Conclusio

Pode-se concluir, através da simulacado realizada e ataparagcdes com os
outros métodos ja desenvolvidos que, apesar de naoserma solucao analitica,
o0 modelo baseado na solugao dada por Black e Scholes (@ 8a3xtrapolacao de
Richardson encontrou valores bem préximos dos valoresgrazios pelos outros
métodos.

A vantagem deste novo modelo em relacao ao modelo bin@émustamente a
discretizacao. O modelo binomial oferece melhores tadas conforme aumenta-
se a discretizacao no tempo, o que o torna mais lento catipnglmente. Usando
a extrapolagao de Richardson, foi necessario dividitervalo de tempo em ape-
nas quatro intervalos iguais.

Se comparado com o modelo de inequacoes variacionaisgeodezer que
este novo modelo & mais facil de implementar pois o redoléaobtido de uma
simples equacao polinomial ao invés de um sistemas dgiagdes variacionais,
cuja resolucao envolve Espaco de Sobolev com pesosdméte compacidade
e regularizacao de dominio, ver mais detalhes em BeraouwsLions (1978) ou
Marcozzi (2001).

De uma forma geral, as grandes contribuicdes do modekadasa solucao
dada por Black e Scholes (1973) e na extrapolacéo de Risharsao a sua sim-
plicidade e rapidez computacional.
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