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Apreçamento de Ativos Referenciados em
Volatilidade

Alan De Genaro Dario*

Resumo
Um swapde volatilidade é um ativo contingente que negocia a volatilidade realizada no fu-
turo. Umswapde variância é um contrato similar que negocia a variância de um ativo. Dife-
rentemente de uma opção, cuja exposição à volatilidade está contaminada pela dependência
ao preço do ativo, umswapde volatilidade fornece uma exposição pura à mesma. Adota-
se uma forma funcional para descrever a dinâmica da variância, conforme sugerido por
Heston (1993), permitindo a determinação, sob uma medidaQ-martingale, do preço livre
de arbitragem para osswapsde volatilidade e de variância. Como um resultado adicional, o
modelo de Heston é calibrado as opções de dólar negociadas na BM&F e seus parâmetros
são utilizados para o apreçamento dosswapsde volatilidade e variância para a taxa de
câmbio R$ / USD.

Palavras-chave: apreçamento de ativos;swapde volatilidade; volatilidade estocástica; mo-
delo de Heston, calibração do modelo.

Códigos JEL:G12; G13.

Abstract
Volatility swaps are contingent claims on future realized volatility. Variance swaps are si-
milar instruments on future realized variance, the square of future realized volatility. Unlike
a plain vanilla option, whose volatility exposure is contaminated by its asset price depen-
dence, volatility and variance swaps provide a pure exposure to volatility alone. This article
discusses the risk-neutral valuation of volatility and variance swaps based on the framework
outlined in the Heston (1993) stochastic volatility model.Additionally, the Heston (1993)
model is calibrated for foreign currency options traded at BM&F and its parameters are
used to price swaps on volatility and variance of the BRL / USDexchange rate.

Keywords: asset pricing; volatility swap; stochastic volatility; Heston model; model cali-
bration.
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1. Introdução

Nos últimos dez anos o interesse em produtos e estratégiasque permitam a
negociação da volatilidade realizada de um ativo, ou carteira, cresceu considera-
velmente, haja vista a vasta quantidade de textos acadêmicos, bem como a oferta
destes produtos por parte das grandes instituições financeiras. Remonta a este
perı́odo a criação e difusão dos ı́ndices de volatilidade, em que oVIX, calculado
pelaChicago Board Option Exchange, CBOE, é o mais notório expoente desta
famı́lia de ı́ndices que ao longo dos anos teve oVDAXdaDeutsche B̈orsee oVXN
da própriaCBOEcomo novos integrantes. O objetivo destes ı́ndices é expressar
de modo bastante sucinto a volatilidade implı́cita de uma carteira de opções com
maturidade fixa. OVDAX reflete a volatilidade implı́cita de uma carteira de ações
de empresas européias, enquanto oVXN referencia-se em uma carteira teórica de
opções de empresas que pertencem aoNASDAQ-100.

Dentre as formas mais utilizadas para assumir uma posiçãoem volatilidade,
pode-se considerar ostraddle, por meio de posições estáticas em opções; as opera-
ções dinâmicas de deltahedge, ou por meio de contratos deswape/ou futuros
de volatilidade. Enquanto os dois primeiros instrumentos sofrem influência do
nı́vel do ativo subjacente os últimos permitem uma exposic¸ão pura à volatilidade
e passam a ser denominados derivativos de volatilidade.

Os swapsde volatilidade são contratos a termo que negociam a volatilidade
realizada do ativo subjacente durante um perı́odo de tempo no futuro. Analoga-
mente, osswapsde variância são contratos que negociam o quadrado da volatili-
dade realizada em um perı́odo. Ambos os instrumentos fornecem uma alternativa
aos investidores que desejam assumir uma posição em relac¸ão ao nı́vel de incerteza
do preço de um determinado ativo.

Historicamente, segundo Gatheral (2002), osswapsde volatilidade apareceram
após a crise envolvendo oLong-Term Capital Management, LTCM, no final de
1998, quando a volatilidade implı́cita dos ı́ndices de aç˜oes elevou-se abruptamente
a nı́veis nunca dantes observados. Oshedge fundsiniciaram uma operação de
venda de volatilidade realizada através dosswapsde volatilidade. Estas operações
se deram por meio deswapsde variância, mas poderiam ter sido realizadas através
de uma operação estruturada por meio de uma venda de uma opc¸ão. Entretanto, a
última alternativa envolve rebalancear oportfolio dinamicamente para a obtenção
de uma estratégia delta neutra. Osdealersestavam satisfeitos com a compra do
vega, mesmo em nı́veis elevados, uma vez que, estruturalmente, estavam vendidos
emvegaem outras operações e precisavam neutralizar este risco.

No que se refere ao apreçamento de derivativos de volatilidade, em especial
dosswapsde variância, este foi tratado de maneira pioneira em Demeterfi et alii
(1999), por meio da construção de umportfolio replicante. Desde então, as litera-
turas acadêmica e profissional sobre o tema têm crescido demaneira consistente e
dentre os trabalhos de qualidade sobre o tema, podem ser citados, Carr e Madan
(2002), Carr e Lee (2003), Carr e Lewis (2004).
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O primeiro trabalho voltado ao mercado brasileiro, em particular, ao mercado
acionário, foi Kapotas et alii (2004), focaram unicamenteno apreçamento deswap
de variância. Como veremos a seguir, a estratégia de tentar sintetizar opayoff
doswapde volatilidade com o uso de umswapde variância pode gerar resultados
insatisfatórios caso a volatilidade realizada situe-se afastada de seu valor esperado.
Por esta razão, é necessária a determinação do valor justo deswapde volatilidade
quando o propósito for a negociação de volatilidade e não a da variância.

Como será visto ao longo deste artigo, o apreçamento dosswapsde variância
pode ser feito por meio da construção de umportfolio replicante, enquanto que os
swapsde volatilidade dependem fundamentalmente da especificação de uma forma
funcional para descrever a variância instantânea do ativo subjacente. Para tanto,
adota-se a estrutura padrão para descrever modelos com volatilidade estocástica
introduzido por Heston (1993).

Desta forma, o objetivo deste artigo é derivar o preço livre de arbitragem para
osswapsde variância e de volatilidade assumindo que a variância instantânea as-
sume a especificação desenvolvida por Heston (1993). Comoum objetivo comple-
mentar, o modelo de Heston (1993) é calibrado para as opções de dólar negociadas
na BM&F e seus parâmetros utilizados para o apreçamento deswapsde variância
e de volatilidade com prazos variados.

Além desta introdução o artigo é composto de sete seções e um anexo. A seção
dois define conceitualmente osswapse os futuros de volatilidade e de variância.
Na seqüência, a seção três, mostra como é possı́vel replicar opayoff de umswap
de variância por meio de operações em um contrato a termo eum continuum de
opções. A seção quatro descreve os fundamentos subjacentes ao apreçamento sob
a medidaQ-martingale, bem como, o preço livre de arbitragem dosswapsde
volatilidade e de variância. A seção cinco apresenta o gerenciamento de risco
de umswapde variância. Por sua vez, a seção seis apresenta um exemplo com
dados calibrados do mercado brasileiro. Ao final, na seçãosete, reportam-se as
considerações finais.

2. Derivativos em Volatilidade

Nesta seção apresentam-se os principais derivativos quenegociam diretamente
a incerteza futura de um determinado ativo. Dentre os mais conhecidos temos os
swapsde variância e de volatilidade, sendo que recentemente aCBOEautorizou
a negociação dos futuros de volatilidade. Enquanto osswapssão tipicamente ne-
gociados entre as partes (OTC) e algumas vezes registrados em umaclearing, os
contratos futuros, basicamente sobre ı́ndices de ações,são negociados em pregão.
Até o momento, não há negociação de nenhum dos instrumentos acima no Brasil,
entretanto, devido ao grande volume negociado no exterior,é provável que dentro
em breve comece a ser negociado no Brasil, justificando a existência deste artigo.
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2.1 O que s̃aoswapde volatilidade eswapde variância?

Teoricamente, umswapde volatilidade não é estruturalmente definido como
um swap, mas como um contrato a termo de volatilidade realizada em base anual,
uma vez que seupayoff na maturidade é igual a:

N (σR (S) − Kvol) (1)

sendoσR(S) a volatilidade realizada cotada em termos anuais no perı́odo de vi-
gência do contrato, algebricamente:

σR (S) ≡

√

√

√

√

√

1

T

T
∫

0

σsds (2)

em que:
σS é a variância instantânea do ativo;
Kvol é a volatilidade anual contratada;
N é o valor nocional da operação.

Enquanto que umswapde variância é estruturalmente equivalente ao de vola-
tilidade com a seguinte alteração para:

N
(

σ2
R (S) − Kvar

)

(3)

em queσ2
R(S) é a variância realizada cotada em base anual ao longo da vida do

contrato, calculada como:

σ2
R (S) ≡ 1

T

T
∫

0

σsds (4)

Em ambos os casos a ponta ativa doswap recebe a diferença entre a vola-
tilidade ou variância realizada e o valor contratado. Dessa forma, em uma cir-
cunstância neutra ao risco umswapde variância é apreçado segundo a seguinte
expressão:

Pt = EQ
{

e−rT
(

σ2
R (S) − Kvar

)}

(5)

A determinação do valor livre de arbitragem de um contratoa termo no mo-
mento de sua contratação é tal que o valorKvar é escolhido de forma que o fluxo
financeiro seja nulo, isto é, escolhe-se o valor deKvar de forma que:

Kvar = EQ
{

σ2
R (S)

}

(6)
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Então, para calcular o valor deswapde variância, é necessário determinar a
seguinte esperançaEQ

{

σ2
R(S)

}

, ou seja, o valor esperado da variância acumu-
lada. Analogamente, para o apreçamento de umswapde volatilidade faz-se uso da
seguinte expressão:

Pt = EQ
{

e−rT (σR (S) − Kvol)
}

Da mesma maneira que oswapde variância, o valor da ponta fixa,Kvol, do
swapde volatilidade deve ser tal que no lançamento do mesmo, seucusto seja
nulo. Isto ocorre quando:

Kvol = EQ {σR (S)} (7)

Nas circunstâncias em que um processo para a volatilidade seja definido, o
valor de umswappode ser calculado por meio das expressões (6) e (7). Este
procedimento está incluı́do na seção quatro a partir da adoção de um processoCIR
para descrever a dinâmica da variância.

Adicionalmente, como será feito na seção três, a seguir, é possı́vel calcular
o preço livre de arbitragem de umswapde variância através da construção de um
portfolio replicante, sem a necessidade de assumir um processo para a volatilidade,
exigindo apenas que o processo de preço seja difusivo.

2.2 Futuros de volatilidade

Outra possibilidade de negociação de derivativos com exposição pura à vola-
tilidade são os contratos futuros de volatilidade. Neste caso, o ativo subjacente é
a volatilidade realizada esperada de certo ativo e/ou ı́ndice em uma data futuraT1

para um horizonte de tempoT2 > T1. O principal exemplo destes contratos são os
contratos futuros deVIX e VDAX negociados, respectivamente na CBOEFutures
Exchange(CFE) e naEUREX. Assim como no caso de umswapde volatilidade,
um contrato futuro de volatilidade não pode ser sintetizado por meio da construção
de umportfolio replicante.

Dessa forma, quando o propósito for determinar um preço livre de arbitragem
para o contrato futuro de volatilidade, tem-se, numa circunstância neutra ao risco,
a seguinte expressão:

F0 = EQ
0

(

σT1
(S)

)

Em queσT1
(S) é a volatilidade realizada esperada no instanteT1, isto é:

σT1
(S) ≡ EQ







√

√

√

√

√

1

T2 − T1

T2
∫

T1

σsds






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Finalmente, o preço de um contrato futuro de volatilidade ´e dado por:

F0 = EQ
0











EQ







√

√

√

√

√

1

T2 − T1

T2
∫

T1

σsds

















Até o momento não está disponı́vel uma forma fechada parao preço de um
futuro de volatilidade. Entretanto é possı́vel estabelecer limites de preços para o
futuro de volatilidade. Para tanto, basta utilizar a desigualdade de Jensen e a lei
das expectativas iteradas para obtermos os limites de preço:

EQ
0







√

√

√

√

√

1

T2 − T1

T2
∫

T1

σsds






≤ F0 ≤

√

√

√

√

√EQ
0

1

T2 − T1

T2
∫

T1

σsds

Em que o limite inferior pode ser identificado como umswapde volatilidade
forward e o limite superior como umswapde variânciaforward. Para aplicações
destes limites na prática veja EUREX (2006).

3. Apreçamento deSwapsde Variância por Meio de umPortfólio Replicante

Conforme o arcabouço teórico desenvolvido, pioneiramente, por Demeterfi
et alii (1999) e adotado desde então como referência, discuti-se o apreçamento
de umswapde variância por meio da construção de umportfolio replicante, sem
a imposição de uma forma funcional para a dinâmica da volatilidade. Torna-se
necessário apenas assumir que o processo determinante do preço seja contı́nuo à
direita. Portanto, tem-se o seguinte:

dSt

St
= µ (t, . . .) dt + σ (t, . . .) dwx

t (8)

A essência de umportfolio replicante é a construção de uma carteira que no
instante de tempo posterior a sua construção seja capaz degerar umpayoff pro-
porcional ao incremento da variância do ativo durante aquele perı́odo, conforme
colocado de maneira pioneira por Derman et alii (1996).

Ao aplicar o Lema de Ito emlog St, tem-se o seguinte:

d (log St) =

(

µ − σ2

2

)

dt + σdwx
t (9)

Subtraindo a equação (9) de (8), obtém-se:

dSt

St
− d (log St) =

σ2

2
dt (10)
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Integrando ambos os lados, tem-se a variância continuamente amostrada:

σ2
R (S) ≡ 1

T

T
∫

0

σ2
sds (11)

σ2
R (S) =

2

T





T
∫

0

dSt

St
− log

ST

S0





A expressão acima é a representação de uma estratégia que replica a variância
realizada de um ativo. O primeiro termo entre colchetes representa o resultado
do rebalanceamento contı́nuo de uma posição de quem está, instantaneamente,
comprado em1/St ativos de valor unitário. O segundo termo representa uma
posição do tipo estática vendida em um ativo, conhecido como contrato log (log
contract), que no seu vencimento paga o logaritmo do retorno total.1

A expressão (11) acima fornece um outro método para calcular o valor de um
swapde variância sem a necessidade de imposição de uma forma funcional para a
dinâmica da variância.

Sob a hipótese de neutralidade ao risco, pode-se aplicar o operador esperança
na equação (11) para determinar o custo doportfolio replicante, que sintetiza a
variância do ativo no intervalo[0, T ].

Kvar =
2

T
EQ





T
∫

0

dSt

St
− log

ST

S0



 (12)

Antecipando o que será visto na seção 4.1 odrift do processo de preço sob
uma medidaQ-martingaleé expresso pela taxa de juros livre de risco. Aliado ao
fato de que a integral

∫ t

0 σdwx
s é ummartingale, implica que o primeiro termo da

expressão (12) seja dado por:

EQ





T
∫

0

dSt

St



 = rT

Como os contratos que pagam o logaritmo do retorno total (log contracts) não
são negociados em bolsa seupayoff deverá ser também sintetizado por meio da
negociação de um contrato a termo e um conjunto de opçõesde compra e venda.

Para replicar da melhor forma possı́vel opayoffde contrato logaritmo é impor-
tante utilizar os contratos mais lı́quidos. Dessa forma, opções de compra e venda
são utilizadas, sendo o novo parâmetroS∗ o limiar na escolha entre as opções de
compra e de venda. Assim, opayoff do contrato pode ser escrito como:

1Este contrato foi introduzido por Neuberger (1994).
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log

(

ST

S0

)

= log

(

ST

S∗

)

+ log

(

S∗
S0

)

Em que o segundo termo independente do preço final do ativo e pode ser tra-
tado como uma constante. Com o objetivo de sintetizar o termolog (ST /S∗) basta
utilizar a seguinte identidade matemática:

− log

(

ST

S∗

)

= −ST − S∗
S∗

+

S∗
∫

0

1

K2
max (K − ST , 0)dk (13)

+

∞
∫

S∗

1

K2
max (ST − K, 0) dk

A equação acima representa a decomposição do contrato logaritmo no seguinte
portfolio:

a) Uma posição vendida em um contrato a termo com valor de entrega deS∗

b) Uma posição comprada em
(

1/K2
)

opções de venda com preços de exer-
cı́cio no intervalo[0, S∗] ;

c) Uma posição comprada em
(

1/K2
)

opções de compra com preços de exer-
cı́cio no intervalo

[

S∗,∞
)

.

Combinando os resultados acima, é possı́vel determinar o valor doswapde
variância como o valor de mercado de cada um dos termos que compõem a ex-
pressão (12), assim:

Kvar =
2

T

[

rT −
(

S0

S∗
erT − 1

)

− log

(

S∗
S0

)

(14)

+erT





S∗
∫

0

1

K2
P (K) dk +

∞
∫

S∗

1

K2
C (K) dk





]

A equação (14) acima reflete o mesmo resultado encontrado na equação (26) do
artigo seminal de Demeterfi et alii (1999), em queC (K) e P (K), denotam, res-
pectivamente, o preço livre de arbitragem decalls e putscom preços de exercı́cio
K. Sendo os valores paraC (K) e P (K) obtidos a partir de sua negociação,
obtém-se o valor de mercado de um contrato de variância.
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A estrutura teórica utilizada para apreçar umswapde variância nesta seção
utiliza apenas o conceito deportfólio replicante, pois do ponto de vista da dinâmica
do processo de preço, foi necessário apenas assumir uma trajetória capaz de se
ajustar a um processo contı́nuo.

De forma distinta a umswapde variância, oswapde volatilidade não pode ter
seupayoff sintetizado com a construção de umportfolio replicante. Dessa forma,
para o cálculo do preço livre de arbitragem de umswapde volatilidade é necessário
adotar uma forma funcional para a dinâmica da volatilidade.

4. Apreçamentos do contrato de volatilidade e do contrato de variância em
um modelo de Heston

O objetivo dessa seção é apresentar o procedimento de apreçamento de um
swapde variância, bem como de umswapde volatilidade quando a forma funcio-
nal difundida por Heston (1993) é admitida para descrever adinâmica da variância.
Destaca-se que este último não poderia ser apreçado sem aimposição de uma
forma funcional para descrever a dinâmica da variância instantânea.

4.1 Fundamentos para o apreçamento

Da análise precedente verifica-se que para apreçar umswapde volatilidade
é necessária uma representação paramétrica que descreva a evolução da volatili-
dade do ativo. Neste ponto, inseri-se uma estrutura representativa dos processos
padrão na literatura acadêmica, quando o intuito for tratar com modelos da classe
de volatilidade estocástica. Tratam-se de processos de preço em economia em que
são caracterizados como volatilidade estocásticaalla Heston (1993). Dessa forma,
tem-se uma formulação teórica que descreve a dinâmica da volatilidade que refe-
rencia oswap.

O problema de apreçamento dos ativos contingentes referenciados em volatili-
dade e variância trata-se, inicialmente, de apreçar ativos em mercado incompletos.
Entretanto, pode ser transportado para um arcabouço de mercado completo com
a introdução de um conjunto de derivativos artificiais. Esta abordagem foi reali-
zada por Pham e Touzi (1996), Romano e Touzi (1997), Oliveira(2003) e Dario
e Barossi-Filho (2006) em um arcabouço de apreçamento de ativos em equilı́brio
geral na presença de um agente representativo.

Uma caracterı́stica importante é que os preços dos ativoscontingentes que se
deseja calcular sejam independentes dos derivativos introduzidos. Como este novo
ativo tem oferta total igual a zero, então não é capaz de modificar a utilidade mar-
ginal de equilı́brio do agente representativo em um modelo de equilı́brio geral.

De volta aos fundamentos desta economia, admite-se incerteza, descrita por
w = {wg , wx}, um movimento browniano bidimensional, definido num espaço de
probabilidade(Ω,ℑ, P ), em queℑ = {ℑt, t ∈ [0, T ]} é uma filtragem eP é uma
medida de probabilidade sendo que os processos tem uma estrutura de correlação
dada por〈dwx, dwg〉 = ρ.
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Definem-se os processos, da seguinte forma:2

dSt

St
= µdt +

√

Vtdwx
t

dVt = κV (θV − Vt) dt + σ
√

Vtdwg
t

Com estrutura de correlação dada por〈dwx, dwg〉 = ρ.
Para a utilização da teoria dosmartingaleśe necessário definir uma medida de

probabilidadeQ definida em(Ω,ℑ), que é equivalente aP, tal que o preço dos
ativos negociados na economia, descontado pelo numeraire,sejamQ-martingales.

SejaΛ o conjunto de medidas equivalentes aP, pode-se afirmar que, sob todas
as condições formuladas, se o conjuntoΛ for não vazio as oportunidades de arbi-
tragem são excluı́das (definição 0.2.3 em Karatzas (1997)) e a recı́proca também
é verdadeira (Teorema 0.2.4 em Karatzas (1997)). Finalmente, o conjuntoΛ será
unitário se e somente se os mercados forem completos.

O modelo como definido inicialmente não é completo, mas a inclusão do ativo
artificial é capaz de completar o mercado e justificar a presença de um agente
representativo em um arcabouço de equilı́brio geral.

Dessa forma, define-se uma medida únicaQ pertencente aΛ por:

Q(A) =

∫

Ω

1{ω∈A}ηtP (dω) A ∈ F (15)

sendoηt = dQ
dP a derivada de Radon-Nikodym.

Segundo Fouque et alii (2000) é possı́vel caracterizar a derivada de Radon-
Nikodym como:

ηt =
dQ

dP
= exp







−
T

∫

0

λsdW x
s −

T
∫

0

vsdW g
s − 1

2

T
∫

0

λ2
sds − 1

2

T
∫

0

v2
sds







(16)

em que(λ, v)
′

é um processo adaptado em relação a filtragem{ℑt} e adicional-
mente atende as condições de integração

∫ T

0
λ2

sds < ∞ e
∫ T

0
v2

sds < ∞. O vetor

(λ, v)
′

é o prêmio de risco associado a cada fonte de risco dessa economia.
Pode-se mostrar como em Dario e Barossi-Filho (2006) que a derivada de

Radon-Nikodym expressa acima pode ser obtida como um processo endógeno em
um modelo de equilı́brio geral em que ostate price deflatoŕe a taxa marginal de
substituição intertemporal do agente representativo.

2Em relação à notação anterior, tem-se queσ
t
≡ Vt denota a variância instantânea do ativo.
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Dessa forma, para prosseguir com a mudança de medida, é necessário determi-
nar os prêmios de risco associados. Para que o processo de preço, descontado, do
ativo de risco seja umQ-martingale, isto é, um processo semdrift sobre a medida
risco neutraQ, pode-se afirmar que:

Proposiç̃ao 1O prêmio de riscoλs deve ser:

λt =
rt − µS

σs
t

(17)

Prova Para que o processo descontado do preço do ativo seja umQ-martingale,
reescrevendo a sua dinâmica como:

S̄t = St exp (−rt) (18)

dS̄t = S̄t

[(

µS − rt

)

dt + σS
t dwx

t

]

em queσs
t =

√
Vt, que tem sua dinâmica expressa por (15).

De acordo com o Teorema de Girsanov, o processowQ =
{

wQ
t

}

, definido
por:

dwx,Q
t = dwx

t + λx
t dt (19)

é um movimento browniano padrão sob a medidaQ. Substituindo a expressão
acima em (19), resulta em:

dS̄t = S̄t

[

(

µS − rt − λσS
t

)

dt + σSdwQ
t

]

(20)

Logo, para que o processōSt seja umQ-martingaledeve-se terλtσ
s
t = rt −

µS , em queλt = rt−µS

σs
t

é omarket price of risk. �

É necessário então obter o processo descritivo da dinâmica do prêmio de risco
para a volatilidadevs

t .
Existe na literatura uma série de formulações para o prêmio de risco para a

volatilidade. Dentre essas, as mais comuns são aquelas em que o valor do mesmo
é zero, como colocado por Hull e White (1987) e Stein e Stein (1991), ou como
uma função afim da própria volatilidade, conforme adotado por Heston (1993).
Entretanto, diferentemente dos trabalhos anteriores, seuvalor pode ser endogena-
mente determinado em um modelo de equilı́brio geral. Dessa forma, apresenta-se
a seguinte proposição:

Proposiç̃ao 2Em um modelo de equilı́brio geral, o pr̂emio de risco para a volati-
lidadeé obtido endogenamente por:

vs
t = ρ

√

V s
t (21)
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Prova Ver Dario e Barossi-Filho (2006).�

O valor do prêmio de risco encontrado é uma função afim da volatilidade, o que
facilita sobremaneira os cálculos para o apreçamento dosativos contingentes em
um arcabouço neutro ao risco. Diante dos resultados acima,pode-se lançar mão

do Teorema de Girsanov, para afirmar que o processoWQ
t =

(

W x,Q
t , W g,Q

t

)
′

,

definido por:

W x,Q
t = W x

t +

T
∫

0

λsds e W g,Q
t = W g

t +

T
∫

0

vsds

é um movimento browniano bidimensional sob a medidaQ e adaptado à filtragem
{ℑt}.

Dessa forma, semelhante a Davis (2001) e Fouque et alii (2000), pode-se defi-
nir o drift para o processo de volatilidade sob a medidaQ-martingale, como:

β = κV (θV − Vt) + σ
√

Vtρ

(

r − µ√
Vt

)

+
√

1 − ρ2ρ
√

Vtσ
√

Vt (22)

Finalmente, pode-se descrever a dinâmica dos processos para o ativo de risco
sob a medidaQ-martingalecomo:

dSt

St
= rdt +

√

Vtdwx,Q
t

dVt = κ◦
V (θ◦V − Vt) dt + σ

√

Vtdwg,Q
t

em que

κ◦
t = κt + σρ

√

1 − ρ2 e θ◦t =
κθ + ρσ (r − µ)

κt + σρ
√

1 − ρ2

Dessa forma, os processos estão definidos em um arcabouço neutro ao risco e
os parâmetros corrigidos em relação ao prêmio de risco.Pode-se então prosseguir
com o apreçamento doswapde volatilidade.

4.2 Preço livre de arbitragem de umswapde volatilidade e de varîancia

Seja a seguinte representação para a dinâmica do preço de um ativo, admitindo-
se neutralidade ao risco:

dSt

St
= rdt +

√

Vtdwx,Q
t

dVt = κ◦
V (θ◦V − Vt) dt + σ

√

Vtdwg,Q
t
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Com uma estrutura de correlação dada por
〈

dwx,Q, dwg,Q
〉

= ρ.

Utilizando os resultados anteriores envolvendo medidas risco-neutras, sabe-se
que o apreçamento de umswapde variância, em condições de neutralidade ao
risco, é dado por:

Pt = EQ
{

e−rT
(

σ2
R (S) − Kvar

)}

(23)

Dessa forma, é necessário calcular a esperança acima, para o apreçamento do
swap. Entretanto, como visto anteriormente, o cálculo da esperança, assumindo
uma estrutura temporal da taxa de juros estocástica, mas independente das demais
variáveis de estado da economia, resume-se aEQ

{

σ2
R (S)

}

, ou seja, o valor espe-
rado da variância entre os instantes zero eT . Com a representação admitida para
a variância do preço, pode-se enunciar a seguinte proposição:

Proposiç̃ao 3 O valor de um swap de variânciaé dado por:

Pt = EQ
{

e−rT
(

σ2
R (S) − Kvar

)}

(24)

sendoKvar = EQ
{

σ2
R (S)

}

=
1 − eκT

κT
(Vt − θ) + θ.

Prova Valendo-se do Teorema da Convergência Dominada:

EQ
{

σ2
R (S)

}

=
1

T

∫ T

0

E (Vt) dt

Para calcular a esperança da variância, deve-se reescrever o processo na forma
de integral:

Vt = V0 − κ

∫ t

0

(Vu − θV ) du + γ

∫ t

0

VtdwV

A média do processo de Wiener é zero, logo a esperança da expressão acima é
dada por:

E [Vt] = V0 − κ

∫ t

0

(E [Vu] − θV ) du

que pode ser expressa em uma forma diferencial por:

∂

∂t
E [Vt] = −κ (E [Vt] − θV )

que é uma equação diferencial separável e solucionada por:

dE [Vt]

E [Vt] − θV

= −κdt
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Resolvendo a expressão acima, tem-se:

E [Vt] = e−κt (V0 − θV ) + θV

Finalmente, utilizando:

EQ
{

σ2
R (S)

}

=
1

T

∫ T

0

E (Vt) dt

Obtém-se:

EQ
{

σ2
R (S)

}

=
1

T

∫ T

0

[

e−κt (V0 − θV ) + θV

]

EQ
{

σ2
R (S)

}

=
1 − eκT

κT
(V0 − θV ) + θV

Ao substituir a expressãoEQ
{

σ2
R (S)

}

na fórmula, obtém-se o seguinte:

Pt = EQ
{

e−rT
(

σ2
R (S) − Kvar

)}

que é a expressão para o apreçamento de umswapde variância.�
Entretanto, para apreçar umswapde volatilidade o cálculo é um pouco mais

complexo. Conforme já colocado, não é possı́vel de maneira trivial sintetizar o
payoff de umswapde volatilidade por meio da construção de umportfolio repli-
cante a partir do uso das opções disponı́veis, uma vez que ´e a variância que emerge
naturalmente de uma operação dehedgecom opções.

Segundo Demeterfi et alii (1999), ao visualizar o problema doapreçamento de
derivativos em volatilidade, sob a ótica de um ativo contingente, pode-se dizer que
é a variância o ativo subjacente a todos os outros derivativos que negociam vola-
tilidade, por exemplo,swapde volatilidade. Neste caso, osswapsde volatilidade,
por serem uma função não linear das variâncias dos contratos de volatilidade, são
mais difı́ceis de serem apreçados e utilizados para ohedge, tanto de forma teórica,
como prática.

Para ilustrar as questões acima, considere a estratégia de aproximar umswap
de volatilidade com o uso de umswapde variância. SejaKvol o strikede umswap
de volatilidade que gera, na maturidade, o seguintepayoff σR − Kvol. Assim
incorre-se na seguinte aproximação:

σR − Kvol ≈
1

2Kvol

(

σ2
R − K2

vol

)

(25)

que representa a posse de12Kvol
swapsde variância comstrikeK2

vol.
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Apreçamento de Ativos Referenciados em Volatilidade

Seguindo a aproximação adotada, o preço livre de arbitragem de umswapde
volatilidade é dado por:

σR =
√

Kvar (26)

A figura 1 abaixo compara os dois lados da equação (25) comKvol = 20%
para diferentes valores da volatilidade realizada.
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Figura 1
Comparação depayoff entre osswapsde variância e de volatilidade

Percebe-se da análise acima que a estratégia de sintetizar o payoff do swap
de volatilidade com o uso de umswapde variância pode gerar resultados insatis-
fatórios, se a volatilidade realizada ficar distante deKvol.

A diferença nopayoff que surge sistematicamente entre os contratos de vo-
latilidade e de variância é proveniente da convexidade, uma vez que, implicita-

mente, adota-se a seguinte aproximaçãoEQ
{

√

σ2
R(S)

}

≈
{

√

EQ {σ2
R(S)}

}

para apreçar o contrato e, sabe-se que pela desigualdade deJensen3 o valor espe-
rado de uma função convexa é menor ou igual à função do valor esperado.

Caso seja desejável internalizar uma correção para a convexidade, pode-se se-
guir Brockhaus e Long (2000) e realizar uma aproximação deseu valor por meio
de uma expansão de Taylor de segunda ordem4 aproveitando os resultados encon-
trados no apreçamento doswapde variância:

EQ

{

√

σ2
R(S)

}

≈
√

EQ {σ2
R(S)} − V ar

(

σ2
R(S)

)

8EQ {σ2
R(S)}3/2

(27)

3Seh(.) é uma função convexa eE(X) < ∞, entãoE (h(X)) ≥ h (E(X))
4O anexo I apresenta a derivação para esta expressão, a qual consta no anexo por se tratar de uma

aproximação e o objetivo deste artigo é a obtenção de f´ormulas fechadas.
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Finalmente, sendo o objetivo calcular o valor exato de umswapde volatili-
dade, sem a necessidade de incorrermos em aproximações como a dada pela ex-
pressão (27) pode-se adotar a transformada de Laplace da variância totalσ2

R(S) ≡
1
T

T
∫

0

σ2
Sds, quando a variância instantânea segue um processoCIR. Dessa forma,

pode-se enunciar a seguinte proposição:

Proposiç̃ao 4O valor de um swap de volatilidadeé dado por:

Pt = EQ

{

e−rT

(

√

σ2
R (S) − Kvol

)}

(28)

sendo

KV OL = EQ

{

√

σ2
R (S)

}

=
1

2
√

π

∞
∫

0

1 − EQ
[

e−sσ2

R(S)
]

s3/2
ds (29)

EQ
[

e−sσ2

R(S)
]

= A (t, T ) e−B(t,T )V s (30)

com

A (t, T ) =

[

2γe(γ+κ)T/2

(γ + κ)
(

eγ(T ) − 1
)

+ 2γ

]
2κθ

σ2

(31)

e

B (t, T ) =

[

2
(

eγ(T−t) − 1
)

(γ + κ)
(

eγ(T−t) − 1
)

+ 2γ

]

Adicionalmente,γ =
√

κ2 + 2sσ2.

Prova Define-seΓ (α) ≡
∞
∫

0

tα−1e−tdt como uma função gama comα > 0.

Sabe-se queΓ
(

1
2

)

=
√

π, ou seja:

√
π =

∞
∫

0

e−t

√
t
dt

Considere a mudança de variávels = t
q . Então:

√
π =

∞
∫

0

e−sq

√
sq

qds =
√

q

∞
∫

0

e−sq

√
s

ds

Resolvendo em função de
√

q, tem-se:
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√
q =

√
π

∞
∫

0

e−sq√
s

ds

Realizando a integração por partes, resulta em:

u =
1√
t
⇒ du =

1

2t3/2
dt

dv = e−tdt ⇒ v = 1 − e−t

Assim:

√
π =

1 − e−t

√
t

∣

∣

∣

∣

t=∞

t=0

+
1

2

∞
∫

0

1 − e−t

t3/2
dt

ou

2
√

π =

∞
∫

0

1 − e−t

t3/2
dt

Usando a mudança de variávels = t
q e resolvendo a expressão acima se tem:

√
q =

1

2
√

π

∞
∫

0

1 − e−sq

s3/2
ds

Ao avaliar emq ≡ σ2
R (S) ≡ 1

T

T
∫

0

σ2
sds e tomando a esperança sob a medida

risco neutra, encontra-se:

EQ

{

√

σ2
R (S)

}

=
1

2
√

π

∞
∫

0

1 − EQ
[

e−σ2

R(S)s
]

s3/2
ds

O termoEQ
[

e−σ2

R(S)s
]

pode ser obtido com a transformada de Laplace da

variância total e pode ser encontrado em Cox et alii (1985) ou na proposição 3.1
de Dario e Barossi-Filho (2006), assumindo que o prêmio de risco, λ, é igual a
zero. Substituindo o seu valor na expressão acima, o resultado desejado é obtido.
�

O valor encontrado na expressão (29) acima representa a ponta fixa doswapde
volatilidade, que foi calculada de tal forma que o contrato tenha custo zero em sua
emissão. A integral da expressão (29) pode ser calculada rapidamente por meio de
integração numérica.
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5. Gerenciamento de Risco para Derivativos de Volatilidade

Nas seções anteriores verificou-se como é possı́vel sintetizar opayoff de um
swapde variância por meio de umportfolio composto por uma posição estática
em opções e uma dinâmica em ações, sendo dessa forma possı́vel imunizar o risco
de variância realizada no vencimento doswap. Entretanto, para o gerenciamento
do risco entre a data da contratação doswapaté o seu vencimento é necessário
realizar a marcação a mercado doswape, conseqüentemente, determinar oProfit
and Loss, P&L, da posição.

Dessa forma, apresenta-se nesta seção, segundo Chriss e Morokoff (1999),
o valor de mercado de umswapem um instante de tempot que se situa entre o
momento da emissão t0 e o vencimentoT . SejaV (t0, t) a variância realizada entre
os instantest0 e t. A variávelV (t0, T ) obedece a seguinte relação de linearidade:

V (t0, T ) (T − t0) = V (t0, t) (t − t0) + V (t, T ) (T − t) (32)

Logo, é justamente a linearidade da variância realizada oque a torna mais fácil
de ser modelada do que a volatilidade realizada. Reescrevendo a expressão acima
como:

V (t0, T ) (T − t0) = λV (t0, t) + (1 − λ) V (t, T )

em queλ é a fração de tempo doswaptranscorrida até o momentot; i.e.:

λ =
t − t0
T − t0

Dessa forma, o valor de mercado doswapé dado pelo valor da variância reali-
zada até o instantet e um termo adicional que reflete a variância futura. Esta fonte
de risco remanescente pode ser imunizada, se um novoswapcom valor nocional
de(1 − λ)N e valor deKt for admitido.

Portanto o valor de mercado doswapé dado por:

MTM = Ne−r(T−t) [λ (V (t0, t) − Kvar) + (1 − λ) (V (t, T ) − Kvar)]

em quer é a taxa de juros livre de risco. A expressão acima fornece uma forma
intuitiva para interpretar o valor de mercado de umswapem um instantet ao longo
da sua vida. Assim, o valor de mercado doswapé dado por uma média ponderada
entre a variância realiza doswape a mudança nofair price do swap, em que o
fator de ponderação é o tempo transcorrido da vigência do swap.

Dessa forma, podem-se identificar as principais fontes de incerteza que im-
pactam no valor deK alterando o valor de mercado doswap. Considerando a
construção de umswapde variância por meio de um conjunto de opções, o valor
deK é determinado por:
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Kvar =
2

T

[

rT −
(

S0

S∗
erT − 1

)

− log

(

S∗
S0

)

+ erT





S∗
∫

0

1

K2
P (K) dk +

∞
∫

S∗

1

K2
C (K) dk





]

Desconsiderando os termos que permanecem constantes pode-se reescrever a
expressão acima como:

Kvar = f









S∗
∫

0

1

K2
P (K, σ (k)) dk +

∞
∫

S∗

1

K2
C (K, σ (k)) dk









em quef ()define uma função implı́cita da volatilidade implı́cita das opções ne-
cessárias para calcular a ponta fixa de umswapde variância. Verifica-se da ex-
pressão anterior que o risco doswapde variância pode ser mapeado na superfı́cie
de volatilidade implı́cita. Logo, alterações no formatodo smile afetam o valor de
mercado doswapde variância e, conseqüentemente, oP&L da posição.

6. Calibragem para os Dados Brasileiros5

Usando dados do dia 16/12/2005 da operação estruturada devolatilidade de
dólar (VTC), negociado na BM&F, o modelo de Heston é calibrado. A negociação
na BM&F da operação estruturada de volatilidade de taxa decâmbio (VTC)6 dá-
se da seguinte forma: a BM&F informa o preço do contrato futuro de dólar de
mesmo vencimento da opção e seu respectivo delta. As operações realizadas, como
mencionado, são transformadas em negócios de opções dedólar, na quantidade de
contratos de VTC negociada, e em negócios de futuro de dólar, cuja quantidade
será igual ao resultado da multiplicação do delta pela quantidade de opções. Dessa
forma, não há posições em aberto de VTC, sendo que as operações realizadas sob
esse código serão automaticamente desmembradas em operações de opções e em
operações de futuro de taxa de câmbio.

Por meio da operação estruturada de volatilidade, realizada por meio da cons-
trução de umportfolio instantaneamentedeltaneutro, tem-se que ao comprar vo-
latilidade o titular recebe uma opção com o delta escolhido e uma posição vendida
no contrato futuro de dólar. Adicionalmente, esta estrat´egia de negociação de vola-

5Todos os procedimentos foram implementados em MATLAB e est˜ao disponı́veis por solicitação
ao autor.

6Para maiores detalhes ver: http://www.bmf.com.br/portal/pages/frame.asp?idioma=1&area=
contratos&linkchar=financeiro9
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tilidade pode ser feita na BM&F utilizando as opções com ajuste.7 em detrimento
das opções convencionais, sendo negociadas por meio de operação estruturada de
volatilidade de dólar com ajuste (VCA).8

O processo de calibragem consiste em determinar os parâmetros do modelo
de Heston (1993), que geram os prêmios teóricos mais próximos aos valores ne-
gociados para as opções de dólar, provenientes da estratégia de VTC. No caso
do modelo de Heston (1993), para o conjunto de parâmetrosΨ = {κ, θ, σ, ρ},
escolhe-se um valor inicial,Ψ0, calculando-se o erro resultante da aplicação deste
vetor no modelo em relação ao valor de mercado. Prossegue-se, então, com este
processo até que o erro seja minimizado. Na prática, uma vez obtido os parâmetros
Ψ = {κ, θ, σ, ρ}que minimizam o erro para uma data arbitrária, deve-se recalibrar
o modelo de tempos em tempos.

Utilizando os valores oriundos da negociação com VTC paraopções com delta
entre 10 e 90 e maturidade de até 200 dias úteis o modelo de Heston (1993) é
calibrado para o dia 16/12/2005 obtendo os seguintes resultados:

Tabela 1
Modelo de Heston calibrado às opções de dólar negociadas na BM&F

Parâmetro Valor
V0 0,0234
θ 0,039
K 2,108
σ 0,5348
ρ 0,4463

Com os dados do modelo calibrado é possı́vel reconstruir toda a superfı́cie
de volatilidade, endogenamente, a partir do modelo de Heston (1993), sem a ne-
cessidade de recorrer a métodos de interpolação tais como cubic spline. Estes
métodos puramente numéricos são notoriamente caracterizados por não preservar
as relações de não-arbitragem, necessárias em qualquer modelo de apreçamento de
ativos. Uma alternativa à interpolação da superfı́cie de volatilidade, capaz de pre-
servar as relações de não-arbitragem pode ser encontrada em Wang et alii (2004).

7A BM&F autorizou em 24/11/2005 à negociação das opçõescom ajuste sobre dólar disponı́vel, as
quais representam uma nova classe de ativos contingentes que são caracterizados por fluxos financeiros
diários, assim como os contratos futuros, mas que sintetizam opayoff de uma opção. Uma descrição
quanto às principais caracterı́sticas e exemplos de negociação, bem como em relação ao apreçamento
deste produto podem ser encontradas em Dario (2006).

8Para maiores detalhes da operação estruturada com volatilidade envolvendo as
opções com ajuste: http://www.bmf.com.br/portal/pages/framehome.asp?idioma=1&link=
http://www.bmf.com.br/portal/pages/contratos1/Financeiros/PDF/DOLvolatilidadeajuste.pdf
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Figura 2
Superfı́cie de volatilidade do dólar em 16/12/2005 considerando o modelo de Heston

Os valores marcados com cı́rculos representam a volatilidade implı́cita nego-
ciada na estratégia de VTC. A partir dos valores obtidos na tabela acima é possı́vel
calcular a ponta fixa de umswapque vence em 21 e 189 dias.

Tabela 2
Ponta fixa dosswapsde volatilidade e de variância

Maturidade Volatilidade Variância
21 15,69% 18,18%
189 18,92% 19,78%

Assim, para umswapde volatilidade que vence em 21 dias, calculado pela
equação (29), encontra-se que a ponta fixa é 15,69%. No entanto, utilizando a
aproximação de umswapde volatilidade por meio deswapde variância, expresso
pela equação (26), o valor da ponta fixa é de 18,18%.

Pode-se calcular a ponta fixa de umswapde volatilidade com maturidades va-
riadas com uso da expressão (29) e seu valor calculado pela aproximação expressa
em (26), representado na figura 3.
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Figura 3
Ponta fixa dosswapsde volatilidade e de variância para maturidades variadas

Adicionalmente, utilizando os valores calibrados para o modelo de Heston
(1993), obtém-se os seguintes parâmetros:

Tabela 3
Volatilidade do dólar de curto e longo prazos, segundo o modelo de Heston

Parâmetro Valor
σinicial 15,30%

θ 19,75%

Assim, considerando o modelo de Heston (1993), calibrado às opções de Dólar,
têm-se que as volatilidades: de curto e longo prazos, expressas em base anual são,
respectivamente, 15,30% e 19,75%.

Por último, é possı́vel comparar os valores calculados doswapde volatilidade
com os valores negociados nas operações de volatilidade (VTC).

Tabela 4
Operação estruturada de volatilidadeversuso swapde volatilidade

DU VTC Delta
18 15,08% 50
200 18,10% 75
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Ao comparar os valores calculados peloswapde volatilidade com os valores
negociados na operação de volatilidade (VTC) das opções at-the-money, ATM,
percebe-se que são próximos, portanto, alinhados ao resultado apresentado em
Carr e Lee (2003), que afirma ser a volatilidade implı́cita das opções ATM um bom
previsor para a volatilidade realizada. A vantagem doswapde volatilidade está em
fornecer uma exposição pura à volatilidade, enquanto que a operação estruturada
sofre a influência do valor do ativo subjacente.

7. Consideraç̃oes Finais

O desenvolvimento de novos contratos contingentes visa prover meios alter-
nativos à negociação de determinado ativo, que pode ser opreço de um ativo ou,
como neste artigo, o nı́vel da incerteza futura. De acordo com essa filosofia, os
contratos deswapde volatilidade e de variância, apresentam-se como uma sa´ıda
viável aos investidores que tenham por objetivo negociação pura da incerteza de
um ativo.

Para o apreçamento doswapde variância não é necessária a imposição de
nenhuma forma funcional para a dinâmica da variância instantânea, uma vez que é
possı́vel sintetizar seupayoff no vencimento por meio de umportfolio replicante
estático composto por um contrato a termo e umcontinuumde opções. Entretanto,
os swapsde volatilidade não são passı́veis de apreçamento de forma semelhante
aos contratos de variância sendo necessária a imposição de uma forma funcional
para a volatilidade.

Dessa forma, adotou-se a forma funcional usual na literatura pertinente aos
modelos em que a volatilidade é estocástica. Tratam-se deprocessos de preço
em economia em que são caracterizados como volatilidade estocásticaalla Heston
(1993), permitindo que o preço livre de arbitragem dosswapsde variância e vola-
tilidade sejam obtidos com o uso de uma medida de probabilidadeQ-martingales.
Implı́cito à adoção desta metodologia, está a determinação dos prêmios de risco
associados a cada fonte de incerteza da economia.

Ao final, têm-se expressões para determinar a parte fixa (fixed leg) de swaps
de volatilidade e de variância de tal maneira que seu valor na emissão tenha custo
igual a zero. Opayoff final do swapdependerá do valor da ponta flutuante
(floating leg), que será expressa por meio da volatilidade e da variância realizadas,
respectivamente, para osswapsde volatilidade e de variância.

Por último, com as informações disponı́veis, o modelo deHeston (1993) é
calibrado às opções de dólar futuro e os parâmetros encontrados são utilizados
para calcular a ponta fixa de umswapde volatilidade com várias maturidades. Ao
comparar o valor calculado peloswapde volatilidade com os valores negociados
na operação de volatilidade (VTC), com as opçõesat-the-money, ATM, percebe-
se que os valores são próximos, portanto, alinhado ao resultado apresentado em
Carr e Lee (2003), que afirma ser a volatilidade implı́cita das opções ATM um
bom previsor para a volatilidade realizada. A vantagem doswapde volatilidade
é que este fornece uma exposição pura à volatilidade, enquanto que a operação
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estruturada sofre a influência do valor do ativo subjacente.
Alternativamente, Carr e Lee (2003) argumentam ser possı́vel apreçar umswap

de volatilidade sem a determinação da forma funcional para a variância instan-
tânea, mas em contrapartida impõem a restrição de que a correlação entre a vo-
latilidade e o ativo deve ser nula, isto é,

〈

dwx,Q, dwg,Q
〉

= ρ = 0. Entretanto,
conforme os resultados da calibragem do modelo de Heston (1993), expressos na
tabela 1, a correlação entre os processos tende a ser, significativamente, diferente
de zero justificando a adoção da estrutura expressa neste artigo para o apreçamento
dosswapsde volatilidade.
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Anexo

O objetivo é aproximar a seguinte função:

F (x) =
√

x (A.1)

Utilizando uma expansão de Taylor de segundo ordem deF (x) em torno de
x0 tem-se:

F (x) ∼= F (x0) + F
′

(x0) (x − x0) +
1

2
F

′′

(x0) (x − x0)
2 (A.2)

sendo

F
′

(x0) =
1

2
√

x
eF

′′

(x0) =
1

4x3/2

Substituindo os valores acima na expansão:

F (x) ∼= √
x0 +

(x − x0)

2
√

x0
− (x − x0)

2

8x
3/2
0

(A.3)

F (x) ∼= (x − x0)

2
√

x0
− (x − x0)

2

8x
3/2
0

Assumindo quex = V ex0 = E [V ], obtém-se:

√
V ∼= (V + E [V ])

2
√

E [V ]
− (V − E [V ])

2

8E [V ]
3/2

(A.4)

Aplicando o operador esperança em ambos os lados da expressão acima, en-
contra-se:

E
[√

V
]

∼= (E [V ] + E [V ])

2
√

E [V ]
−

E
[

(V − E [V ])
2
]

8E [V ]
3/2

(A.5)

Resultado finalmente:

E
[√

V
]

∼=
√

E [V ] − V ar [V ]

8E [V ]
3/2

(A.6)
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