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Mensuracao do Risco de Sorteio em ifulos

de Capitalizacao
(Raffle Risk Valuation in With-Raffle Savings Account)

Eduardo Fraga Lima de Melo*
Sergio Luis Franklin Jr.**
César da Rocha Neves***

Resumo

Neste artigo, apresentamos uma abordagem para mersul@g¢éco de sorteio presente
em titulos de capitalizagcdo comercializados por s@ded de capitalizagao. O risco de
sorteio & aquele relacionado a possibilidade de perdasdas do compromisso de pagar
premiacao acima do valor esperado, associadas & eleatusenda da série completa de
titulos e/ou com o sorteio de titulos cujo valor pago pelbssritor tenha sido elevado.
Os resultados obtidos fornecem uma formula de simplesagdld que pode ser facilmente
utilizada na gestao de riscos em sociedades de capjtadizac

Palavras-chave: risco de sorteio; titulo de capitalizagdo; sociedadeaggtalizacao.
JEL code: C13; G29.
Abstract

In this paper we present an approach for the assessmenflefrigk found in with-raffle
savings account, a type of product offered by with-rafflérsgs societies. This risk can be
defined as the possibility of losses due to the commitmenayoopizes above the expected
value. It concerns the selling of the product to few investord the uncertainty in the value
paid by them, which is positively related to the prize theisgy society must pay. Our
results provide a simple valuation formula for practioriaw®lved in this specific industry.
Keywords: Raffle risk; with-raffle savings account; witlffl@savings society.
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1. Introdugao

Neste artigo, derivamos uma férmula para mensuragaaldahiamamos de
risco de sorteio, presente na operacao de venda destitelcapitalizacao, reali-
zada por sociedades de capitalizacao. Um exerciciomdatao e uma aplicacao
com dados reais sao executados. O risco de sorteio & aglmt®nado a pos-
sibilidade de perdas advindas do compromisso, por part@dadade, de pa-
gar premiacao acima do valor esperado, associadas tualefio venda da série
completa de titulos ou com o sorteio de titulos cujo valmg@pelo subscritor
tenha sido elevado. A abordagem desenvolvida segue, em, par{passos de
Franklin Jr.et al. (2011). Entretanto, naquele trabalho os autores abordéom r
de subscricdo de uma sociedade de capitalizacdo contodonsem estudos de
simulagcédo nem aplicacdo com dados reais.

Tendo em vista ser um mercado com operagdes nao tao hepreendidas
guanto o mercado bancério, de previdéncia e de segures)cesmos ser impor-
tante uma descricao mais detalhada da operacao e dazetlas sociedades que
comercializam titulos de capitalizacdo. Alias, pontzodeste fato, a literatura
sobre risco nestes produtos praticamente inexiste nol Brésmbém no mundo,
até porque nao se tem noticias sobre produtos similagsteagque sejam comer-
cializados em outros paises. Apesar de ter sido exausiv@npesquisada, nao
foi possivel reunir literatura sobre mensuracao dessestes produtos. Por isso,
entendemos que este artigo representa uma importantécigéo para este mer-
cado.

Em um contexto onde & cada vez mais exigido de institsi¢g@®nceiras,
que lidam com poupanca popular, praticas de gestao desrimais eficientes,
a mensuracao adequada do risco de sorteio, de forma siraptiireta, ajuda
de forma relevante na manutencao de companhias soligapassam cumprir
com 0s compromissos assumidos junto aos poupadores. Essgd® o foco
das atuais diretrizes de supervisao e de gestao de rigscesgiiradoras, elabo-
radas tanto pela |AlSifternational Association of Insurance Supervigarganto
pela comunidade européia, por meio do SolvénciaAtualmente, no mercado
de capitalizacdo, nao ha previsao de requerimentapliéat regulatério ou econd-
mico para cobrir os riscos associados as operacdes de dertitulos de capitali-
zagcao. A mensuracao destes riscos tem o intuito de aedguos interesses dos
subscritores/titulares de planos, a solvéncia e a estattd financeira do mercado
de capitalizacdo como um todo.

Por conta da escassez de literatura sobre o tema, faremag)secao 1.1, um
historico sobre os planos de capitalizacao, incluindores dados sobre a evolucao
deste mercado no Brasil. Na Sec¢ao 2, descrevemos o madeaido para men-
surar a incerteza associada as despesas com sorteiogarrdéd Secao 3, com
base em algumas premissas, o0 modelo desenvolvido é aplzad quantificar
o risco de sorteios de uma sociedade de capitalizacao ebioS!, com base em

1para mais detalhes sobre diretrizes de solvéncia de stegesae entidades de previdéncia, con-
sultar IAIS (2011), UE (2009) e Sandstrom (2011).
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experimentos de simula¢ao, comparamos perdas advindaxd de sorteios a re-
alizar com os resultados obtidos com a formula¢ao prepuste artigo. Na Se¢ao
5, uma aplicacado com dados reais & apresentada e, apdgitas consideracdes
finais.

1.1 Historico sobre planos de capitaliza&o

De acordo com Funenseg (2010), a concepgao inicial déatiapgao é atri-
buida a Paul Viget (por volta do ano 1850), diretor de umaecativa de mineiros
da Franca. Seu objetivo inicial foi montar um sistema qupg@rcionasse auxilio
financeiro aos sbcios por meio de suas proprias poupabea®rma muito pare-
cida a de algumas modalidades de planos existentes hogemai da época era
baseado em contribuicdes mensais. O objetivo tambérmoarstituir um capital,
previamente definido, a ser pago no final do periodo combinag por meio de
sorteio, de forma antecipada.

No Brasil, a primeira sociedade de capitalizacao foi a/Sukrica Capitali-
zacgao (Sulacap), fundada em 1929, mas a oficializa¢dorionamento das so-
ciedades de capitalizacdo s6 se deu em 1932, atravésatetD 21.143, regula-
mentado em 1933 com o Decreto 22.456, que determinava-osquésitos para o
funcionamento das sociedades de capitalizacao (afoysw 6rgao competente,
constituicdo de capital minimo e prazo).

Segundo Contador & Ferraz (2003), em apenas 10 anos déatna@rasil,
entre os anos 30 e 40, a carteira de capitalizacdo passawparaim importante
destaque na economia do pais. Sua carteira representatamdh producao de
café no pais, o equivalente a 0,2% do PIB (Produto Intenutofp. Na década
de 1950, a inflagao se acelerou, comprometendo a viathdidas planos. Como
ainda nao existia a corre¢cao monetaria, as reservaswdadas pelos titulos de
capitalizacao nao contavam com clausulas que gasentis sua atualizagao mo-
netaria e, consequentemente, perdiam seu valor.

Na década de 1960, a inflacdo continuou, mas o Goverrituinst correcao
monetéaria em 1964, criando condi¢des para que a Capitdldo ganhasse novo im-
pulso. Apesar disto, a Capitalizacao teve o pior resaltiesde sua criagao no pais,
com a participacdo de menos de 0,01% do PIB. Com o adverggalacdo tec-
nolbgica e do novo meio de pagamento — o débito automaticdécada de 1980,
os bancos passaram a ter interesse na venda deste produés e parceiras com
sociedades de capitalizacao. O débito automaticesgmtava um meio de evitar
a inadimpléncia no pagamento das mensalidades e o titugapitalizacao, um
meio de fidelizacao de clientes.

Desde a introducdo do Plano Real, em 1994, o faturamergcenigpresas
de capitalizacdo no pais aumentou. Este crescimenmr@ecda estabilizacao
econdmica, queda das taxas de juros e do crescimento dadesadrasileiros. Na
Tabela 1, sdo apresentados os montantes de receitas sb@otécnicas de todo o
mercado de capitalizacao para os anos 2002 a 2010.
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Tabela 1
Série de valores de receita operacional e de proviséae& s totais do mercado de titulos de capitalizacae erst
anos 2002 e 2010. Os valores estdo em milhares de reais

2002 [ 2003 2004 | 2005 2006 [ 2007 ] 2008 [ 2009 [ 2010
Receitas[3.891.5894.173.9025.484.0896.169.009 6.462.022] 7.002.439 7.912.657 9.863.77911.882.185
Provisde

Técnicas| 5.486.4146.212.18 8.136.69$9.559.88 10.264.78310.687.88(11.819.62614.936.96317.253.893

Pode-se observar que em oito anos, a receita triplicounassno as pro-
visdes técnicas, 0 que tem representado um crescimestmrdé 15% a.a. Ape-
sar da crise financeira deflagrada em 2008, o mercado delizggi# continua
em expansao na economia brasileira. Com relacao asdsates de capitalizacao,
apresentamos na Tabela 2 alguns nimeros do setor, com rnaisgoemacdes
plblicas disponiveis no sitio da SUSEPara a data-base de 31/12/2010.

Tabela 2
Valores de receita operacional em 2010 e de provisdegtram 31/12/2010 de todas as sociedades de
capitalizacdo. Os valores estao em milhares de reais

Sociedade de Capitalizacao Receita | Provisdes Técnicas
Aplub Capitalizacao S/A 443.132 16.477
Bradesco Capitalizacao S/A 2.438.558 3.727.655
Brasilcap Capitalizacdo S/A 2.687.087 4.193.924
Caixa Capitalizacao S/A 1.033.140 2.097.227
Cardif Capitalizacao S/A 6.235 4.406
Cia Itau de Capitalizacdo S/A 1.737.943 2.613.937
HSBC Empresa de Capitalizacao S[A 419.837 748.269
Icatu Hartford Capitalizagao S/A 794.739 1.550.207
Lideranca Capitalizacao S/A 284.709 395.134
Mapfre Capitalizacao S/A 26.246 8.524
Santander Capitalizagcao S/A 885.203 1.531.277
Sul América Capitalizacdo S/A 922.819 365.666
TOTAL 11.882.185 17.253.893

Atualmente as sociedades de capitalizacao podem segsess em dois gru-
pos: as pertencentes a conglomerados financeiros e as mugepes. Os princi-
pais clientes das primeiras sdo os clientes do(s) bardo(spprio conglomerado.
As independentes nado dispdem de canal de distribuighodsio proprio. Geral-
mente, utilizam como canais de distribuicao: casasit@é, agéncias de correios,
corretores, lojas de departamentos e o balcédo de instsiftnanceiras com quem
firmam parcerias.

De acordo com SUSEP (2006), o titulo de capitalizagamé forma de acu-
mulacao de dinheiro pela qual o subscritor constitui upitag segundo clausulas
e regras aprovadas e mencionadas no proprio titulo (coesligerais), que sera
pago em moeda corrente em um prazo maximo estabelecidte dRer valores
dos pagamentos dos subscritores € usada para custeatadgss@uase sempre

2yww.susep.gov.br (acessado em 21/10/2011).
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previstos neste tipo de produto e as despesas adminiasraas sociedades de
capitalizacao. O titulo de capitalizacao s6 podecsenercializado por sociedades
de capitalizacao devidamente autorizadas a funcionar.

Os planos de capitalizacado podem ser subdivididos ent@uatdalidades:
tradicional, compra programada, popular e incentivo. B&8sao & consequéncia
da evolugao mercadologica do titulo de capitalivagato significa dizer que ao
longo destes anos, os titulos de capitalizacao foramspecalizando em fung¢ao do
objetivo que o consumidor buscava para o titulo, por issorea a fragmentacao
em quatro modalidades.

Os titulos mais comuns sao dos tipos PM (pagamento mea$ll) (paga-
mento Unico). O titulo PM consiste em um plano em que osrpag#os, geral-
mente, s40 mensais e sucessipossivel que apods o Gltimo pagamento o plano
ainda continue em vigor, pois seu prazo de vigéncia podaair do que o prazo
de pagamento estipulado. Ja o titulo PU & um plano em qaganpento & Gnico
(realizado uma Gnica vez), tendo sua vigéncia estiputadaroposta.

O prazo de vigéncia €& o periodo durante o qual o tituloagetalizacao esta
sendo administrado pela sociedade de capitalizacadpsercapital relativo ao
titulo atualizado monetariamente, em geral, pela TR (swpto indexador infor-
mado no plano) e capitalizado pela taxa de juros informadaoadicdes gerais.
Tal periodo deve ser igual ou superior ao periodo de pag@me

Com relagao aos prémios oferecidos, € facultada @dade de capitalizacao
a utilizacao dos resultados de loterias oficiais para agger dos seus nimeros
sorteados. Caso a sociedade opte por nao utiliza-log as bterias oficiais nao
se realizarem, a sociedade de capitalizacdo se obrigaliaaresorteios proprios
com ampla e prévia divulgacao aos titulares, prevemiysive, livre acesso aos
participantes e a presenca de auditores independentes.

As condigdes gerais do titulo deverado prever a formatiileuécao e apuragao
dos nimeros em razao dos sorteios, alem de definir ogphosltdos prémios dos
sorteios. Tais multiplos se referem ao valor do pagamenicseja, num titulo
de valor de pagamento igual a R$ 100,00, se o prémio do adaiede 40 vezes
0 pagamento, ao titulo sorteado cabera R$ 4.000,00 (40 ¥0R¥®O0). O titulo
sorteado podera permanecer em vigor ou nao, segundo Gtiwer elisposto nas
condicOes gerais. Porém, o fato de um titulo ser ou n&#eado em nada alterara
0 seu capital para resgate.

Os titulos de capitalizacao sao estruturados com padazeigéncia igual ou
superior a 12 meses e em séries cujo tamanho deve ser imformgroprio titulo.
Por exemplo, uma série de 100.000 titulos podera serirdipor até 100.000
clientes diferentes, que sao regidos pelas mesmas ¢asdjgrais e concorrerao
ao mesmo tipo de sorteio.
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O titulo prevé pagamentos a serem realizados pelo stdrs€@ada pagamento
apresenta, em geral, trés componentes: cota de capjidizaota de sorteio e
cota de carregamento. Nos planos com vigéncia igual a 18snes pagamentos
sao obrigatoriamente fixos. Ja nos planos com vigéngarsr, € facultada a
atualizacao dos pagamentos, a cada periodo de 12 mesespligacao de um
indice oficial.

2. Modelo para Mensura@o do Risco de Sorteio

Planos de capitalizacgao de uma mesma modalidade/tip@starem sujeitos
as mesmas normas regulatorias, apresentam variasag#stcas semelhantes. Por
conta deste fato e antes de apresentar o desenvolvimenicotelo modelo de
mensuracgao de risco de sorteio, podemos adotar alguraassseas a respeito do
comportamento de duas variaveis aleattrias relevates @ mensuracao deste
risco: a proporcao de titulos nao vendidos e os valoeeprémios de sorteio.
Além disso, tais consideracdes permitirdo que a a@ardo risco de sorteio seja
executada por cada modalidade/tipo de titulos de cagatd@p, tornando sua men-
suracao mais simples, ja que nao sera preciso levaoesideracao cada série e
cada plano. Considerando NSR como o nimero de sorteio$izarede séries e
planos de capitalizacdo de uma determinada modalidiadeéds duas premissas
gue adotamos sao as seguintes:

Premissa 1 No momento em que se realiza a mensuracao do risco déosarte
proporgao de titulos nao vendidaso sorteioi(i = 1, ..., NSR), de uma deter-
minada série, de um determinado plano, de uma determinadaligade/tipd,
antes da realizacao dos sorteios, & desconhéciéar isso, consideramos esta
propor¢ao como uma variavel aleatdfiacuja funcao densidade de probabilidade
€ (nica para cada modalidade/tipo de plano de capitalizaajue assume valo-
res no intervald0, 1]. Consideramos qu® possui distribuicdo Beta. O dominio
desta distribuicao & exatamente no intervalo [0,1&rmAdisso, sua parametrizacao
permite grande flexibilidade para a modelagem da propate&itulos nao vendi-
dos, afinal dependendo do conjunto de parametros (ailiaadb, a distribuicao
Beta(a, &) modela bem baixos ou altos valores médios@@pgao com alta ou
baixa variabilidade em torno da média.

3Entende-se por namero de titulos n&o vendidos, a diferentre o tamanho da série e o numero
de titulos ativos no momento imediatamente anterior lizegdo do sorteio.

4Ha quatro modalidades de plano de capitalizag&o (nuatigi tradicional, compra programada,
popular e incentivo), e trés tipos de planos (pagamenito{iflJ, pagamento mensal/PM e pagamento
periodico/PP). Portanto, o nimero de modalidades/tg@sma sociedade de capitalizagao deve ser
menor ou igual a 12.

5Do momento em que se realiza o calculo/mensuragao do discsorteio até 0 momento ime-
diatamente anterior a realizagdo de um sorteio futum uh dado plano/série), novos titulos de
capitalizagao terao sido vendidos pela sociedade diéatzapcao, outros titulos terao chegados ao
fim de sua vigéncia, outros terdo sido cancelados, e os#rt@rnarao inativos.
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A variavel I; & o indicador para o evento de haver algum subscritor sltea
no sorteia. Ou seja, &€ uma variavel aleatoria que assume o valomi"f‘guando
h& um subscritor sorteado (isto &€, o nUmero sorteadoefodido pela sociedade
de capitalizacao para algum subscritor), e o valor 0 ¢"Jequando ndao ha um
subscritor sorteado (0 nimero sorteado nao foi vendidoeswaltado do sorteio
reverteu para a propria sociedade de capitalizacagjmAs

Le- 1, com probabilidade igual a— ©
! ~ | 0, com probabilidade igual@

Premissa 2 A despesa da sociedade de capitalizacdo com cada sfuti@io
i(i = 1,..., NSR), caso haja um subscritor sorteado, ou seja, 0 prémio desort
de uma determinada série, de um determinado plano de lceggje®, de uma
determinada modalidade/tipo, &€ uma variavel aleatdrjecuja funcéo densidade
de probabilidade & Unica para cada modalidade/tipo depla capitalizacao.

Por conta da natureza dos planos de capitaliza¢ao, ondmodo sorteio &
igual ao pagamento realizado pelo subscritor sortepgld (ultiplicado por um
multiplo, a seguinte rela¢do pode ser definida:= pg;.multiplo. O “multiplo do
sorteio” (mdltiplo) & uma quantidade conhecida e car&tiea de cada modali-
dade/tipo. Aqui pode ser notado que a fonte de aleatoriedtadariavel A (des-
pesa da sociedade de capitalizacdo com cada sorteio f)itvem do valor que o
subscritor sorteado pagou (pguma vez que seu pagamento pode flutuar dentro
do intervalo[pg min, pg max].

Sejapg; | I; = 1 o valor pago a sociedade de capitalizacdo pelo subsggto
nhador do sorteio, de uma determinada série, de um determinado plano, de uma
determinada modalidade/tipo. Aqui podem ser notados dwitog importantes.
Primeiro, sua distribuicdo € apenas de interesse quaadm subscritor sorteado
(I; = 1), afinal & quando a sociedade de capitalizacao devei pagiontante
do valor do sorteio. Segundo, no momento em que se realizanauragao do
risco de sorteio, este valor & desconhecido. Portagt& uma variavel aleatoria
que assume valores no intervajg min, pg max|, ja que os limites minimos e
maximos de pagamento por parte do subscritor sdo caisities de cada modali-
dade/tipo. Sua média e variancia sao dadas p@ig; | I, = 1] = pe Var(pg; |
I’i = 1) = 0'2.

Conforme exposto por Ka&s al. (2004), a distribuicao condicionad;|I; = 0
é irrelevante, entdo por conveniéncia considera-secglavalente a distribuicao de
pg:|I; = 1. J& que as duas distribuicdes sdo equivalentes, potioser assumido
guepg; e I; sado independentes. Tal fato justifica considerarmos qugrébdicao
depg; sejaigual adeg;|I; = 1. Portanto, tendo em vista a relacéo emtfee pg;,
temos queF [A;] = p.maltiplo e Var [A;] = o2 mltiplo®.

SejaPagSort; uma variavel aleatoria que representa a despesa da adeied
de capitalizacao com o sorteiqde uma determinada série, de um determinado
plano, de uma determinada modalidade/tip&). importante conhecermos a
distribuicdo dePagSort; ou, alternativamente, calcularmoB[PagSort;| e
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Var(PagSort;), 0s quais possibilitam a aplicagao do Teorema do Limiteti@g
via aproximacao pela distribuicao Normal.

Dentro da Teoria do Risco Individual (ver, por exemplo, Eear (2002), ou
Bowerset al. (1997)), a variavel aleatoriBagSort; pode ser modelada como o
produto entre outras duas variaveis:

PagSort; = I;.A;
Sabe-se que:

o _ B
a+8 a+p

E[L;] = E[E[L; | ©]] =1 -

Var[l;] = E[Var[l; | ©]] + Var[E[I; | B]] =

E[0.(1-0)]+Var(l —0©) = E[6] — E[6?% + E[0?] - E[0)* =
ala+B) —a? _ af

(a+p)? (a+p)?

O valor esperado do montante a ser pago pela sociedade tiizapao para
o ganhador do sorteicé dado por:

a
= p.multiploE[L;] = p.multiplo | 1 — ——
w.multiploE[I;] = p.mu zpo( onrﬂ)

A variancia do valor pago pela sociedade de capitalzpeiia o ganhador do
sorteio; & dada por:

Var(PagSort;) = Var(1;.A;) = Var(E[L;.A; | I]) + E[Var(IL;.A; | I;))

onde:

of

Var(E[L;.A; | I]) = (u.multiplo)® Var(I) = (p.multiplo)? 5 (2
(a+ B)
e
E[Var(I;.A; | I)] = E[multiplo*o®.I;] = multz‘ploQgQ.% (3)
e

Com base nos resultados obtidos em (1), (2) e (3), tem-seoo &sperado
e a variancia da despesa da sociedade de capitalizagdo corteio: de uma
determinada modalidade/tipo:

204 Rev. Bras. Finangas, Rio de Janeiro, Vol. 10, No. 2, Jun€201 =



Mensuracao do Risco de Sorteio em Titulos de Capitd@izac

E[PagSort;] = p.multiplo (1 — L) @)
o+
Var(PagSort;) = (;L.multzjulo)2 af s+ multiplo®o? B (5)
(a+ a+f

3. Risco de Sorteios a Realizar

Conforme estabelecido em diretrizes de supervisio démsolf a provisao
constituida pela sociedade de capitalizacéo paraissréerealizar(ProvSR)
deve ser igual ao valor esperado do montante de despesaiddastecde capi-
talizacao com os respectivos sorteios. Seja () a perda liquida da sociedade de
capitalizacdo com sorteios de uma determinada moda&itpd. Entao:

PLIQy = PagSort — ProvSR

Ao se colocar o operador esperatigfa, tem-se:

E[PLIQ] = E[PagSort] — ProSR = 0

Uma vez queE[PLIQ] = 0, a estimativa da perda esperada da sociedade de
capitalizacao com a realizacdo de sorteios & 0 (zeaw)p que a provisao esteja
adequadamente constituida.

3.1 Resultado liquido da sociedade de capitalizag

A variavel aleatoria que representa a despesa da soeieladapitalizacao
com todos os sorteios a serem realizados das séries e planmsa determinada
modalidade/tipo & definida como:

NSR
PagSort = Z PagSort;

i=1

Deve-se notar qu&agSort; € PagSort;(i # j) sao variaveis aleatorias in-
dependentes: o resultado de um sorteio em nada altera abpidédes de resul-
tados de outro sorteio. Considerando @i€R & o numero de sorteios a realizar
de todas as séries e planos de uma determinada modalidadeéio Teorema do
Limite Central (TLC), para um nimero de sorteios suficiergete grande, pode-
se aproximar a funcao densidade de probabilidadB@gsort por uma Normal
com média e variancia definidas como segue:

(0%
E[PagSort] = p.multiplo (1 — —— ) .NSR 6
[PagSort] = p.mu zp0< (Hﬁ) (6)

6Ver IAIS (2011), UE (2009) e Sandstrom (2011).

e Rev. Bras. Finangas, Rio de Janeiro, Vol. 10, No. 2, Jun€201 205



Melo, E., Franklin Jr., S., Neves, C.

Var(PagSort) = |(u.multiplo) '04752 + multz’plo202.L

.NSR
(a+B) atf
(7)

A perda liquida da sociedade de capitalizacBd [(Q) com a realizagao dos
sorteios de uma determinada modalidade/tipo € igualexadita entre o valor a
ser pago pela sociedade de capitalizacao para os gaelsatktodos os sorteios
dos planos e séries dessa modalidade/tipo, e o total da@ogela sociedade de
capitalizacao a titulo de provisao de sorteios a raaliz

Conforme ja visto, o valor da provisao para sorteios aizaglpela propria
forma como a provisao é constituida, € sempre igual &mr esperado do valor
a ser pago pela sociedade de capitalizacéo para o gantedada sorteio. Por-
tanto, podemos aproximar a funcao densidade de prothathdide” L 7@ por uma
Normal com média e variancia definidas como segue:

E[PLIQ] =0 (8)

Var(PLIQ) = |(u.multiplo)® AQ + multiplo*o® b

o A RCLO)

3.2 Calculo do valor emrisco (VaR)

Tendo a média e a variancia da variavel aleatdtial Q, obtida a partir das
equacdes acima, pode-se avaliar a exposicao da sdeiddaapitalizacao ao risco
com os sorteios a serem realizados. Para isto, podemaswuélseguinte medida
de risco:

VaR,(PLIQ)=inf{z € R:Pr(PLIQ > z2)<a},0<a<1

Para se calcular, por exemplo, o capital econdmico nadegsara cobrir 0s
riscos de sorteios a realizar associado aos planos delzgg#o de uma deter-
minada modalidade/tipo de uma sociedade de capitabizgggdemos utilizar o
VaR:

VaR,(PLIQ) = E[PLIQ|+ Z1-o.DVP(PLIQ) = Z1_o.DVP(PLIQ)
(10)
ondeDV P(.) representa o desvio padrade ,, & o quantill — « da distribuicdo
Normalpadrao.
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O montante total de risco de sorteios a realizar € o resuliadagregacao
dos riscos de todas as modalidades/tipos de todos pland®ifu@m sorteios a
realizar. Cada modalidade/tipo tem o seu proprio riscantifigado. No sentido de
simplificar e facilitar a aplicacdo pelas sociedades gé@alizacao e profissionais
do mercado, o risco total poderia ser calculado aplicandomatriz de correlagao
linear. Embora possua deficiéncias ja documentadasnatlira (ver Denuit al.
(2005)), como a nao captura de dependéncia nas caudasulgmsitdes, o uso de
matrizes de correlacao linear possibilita o uso de ¢éscsimples para agregacao
dos riscos.

4. Simulages

Nesta secao, sao apresentados os resultados dos pneogul de simulagao
realizados com a intencao de verificar a adequacao rdaufé desenvolvida na
Seco 3. Para a simulacio Heforam considerados 3 grupos de parametros,
conforme Tabela 3. Estes grupos de parametros denotanertd#s médias de
proporgao de titulos nao vendidos e distintos valoeesall desvio padrao.

Tabela 3
Grupos de Parametros da distribuigeta(«, 3) de©®

Parametros
Grupo 1) 2 ©))
@ 1,00 | 2,00 | 15,00
Ié] 9,00 | 8,00 | 60,00
Média 10% | 20% | 20%
Desvio padrao 9,05 | 12,06 | 4,59

Para o niumero de sorteios a realizafR) de uma determinada modali-
dadeltipo, foram considerados 3 cenarios, com 5, 50 e It€le®a realizar. Para
os valores de pg.min, pg.max e multiplo, consideramos eactaisticas mais
comuns ao planos das modalidades tradicional e populaimAs&o dois con-
juntos de valores para estas variaveis, conforme desaiffabela 4. Os planos
da modalidade “Popular” costumam possuir faixas de pagersdmixas e altos
valores de mdltiplo. Ja os planos da modalidade “Tradalibgeralmente pos-
suem faixas mais elevadas de pagamento e multiplos paed@iados quanto os
da modalidade “Popular”.

Tabela 4
Grupos de parametros para a faixa de pagamentos e pardiplonGl

Parametros “Popular” | “Tradicional”
Grupo
pg.min $3 $100
pg.max $10 $1.000
multiplo 5.000 100
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Como distribuicdo do valor da mensalidade paga pelo sittwssganhador do
sorteio pg;), consideramos uma distribuicao Uniforme entgemin e pg.mazx.
Portanto, foi considerado qug; ~ U (pg. min, pg. max). O nUmero de simu-
lacOes de Monte Carlo feitas foi 5.000. A medida de risdlizata foi o VaR
com probabilidades criticas nos valores de 97,5% e 99%.mbatacdo entre 0s
3 grupos de parametros da distribuicAcale€ grupos para faixa de pagamentos e
multiplo, 3 nUmeros distintos de sorteios a realizar & ddieis dé/a R, nos pos-
sibilitou comparar 36 diferentes valores simulados conmespectivos modelados
pela Formula (10) desenvolvida na Se¢ao 3. O algoritma gianulacdo seguiu 0s
seguintes passos:

1. Geragdo d® ~ S («, 3) utilizando um dos grupos de parametros descritos
na Tabela 3.

2. Geracgao dé; ~ Bernoulli(©) onde® foi simulado no passo 1.

3. Casol; = 1, o valor do sorteio & igual amultiplo, onde u € a realizagao
de uma v.a. simulada de uma distribuicdo uniforfier Uniforme
(pg.min, pg.mazx), utilizando um dos grupos de parametros descritos na
Tabela 4.

4. Casol; = 0, entao o valor a ser pago pelo sorteio & nulo.

5. Os passos 1 a 4 sao repetiddS R vezes e os resultados obtidos de valores
de sorteio sdo somados.

Os passos do algoritmo acima sao replicados conforme @rtide simula-
cOes desejadas. Baseado nas simulagdes realizadda$: 6 calculado. O experi-
mento foi executado no pacote estatistico S-Plus, vé&<H00s resultados estio
na Tabela 5.

"Para 50 sorteios a realizar (NSR = 50) e 5.000 simulag@agooitmo (passos 1 a 5) levou pouco
mais de 1 minuto (65 segundos) em um computador com processaekR Core™ 2 Duo 3GHz e
2GB de RAM.
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Tabela 5

Valores em risco} a Rs, com probabilidades criticas de 97,5% e (99%) obtidosrio de simulacao de Monte

Carlo (Sim) e por meio da Formula (10) desenvolvida na8&;(Mod)

NSR =5
“Popular” “Tradicional”
Grupo 1: E[T]=10% ; DVP[T]=9,05% | Sim 55.145 (61.429) | 125.989 (144.771)
Mod 59.921 (71.122) | 129.991 (154.291)
Grupo 2: E[T]=20% ; DVP[T]=12,06%| Sim 64.864 (73.112) | 139.900 (159.929)
Mod 69.388 (82.358) | 140.244 (166.460)
Grupo 3: E[T]=20% ; DVP[T]=4,59% | Sim 63.848 (73.364) | 140.234 (160.118)
Mod 69.388 (82.358) | 140.244 (166.460)
NSR =50
“Popular” “Tradicional”
Grupo 1: E[T]=10% ; DVP[T]=9,05% | Sim 183.820 (215.782)| 410.316 (497.741)
Mod | 189.488 (224.910)| 411.067 (487.910)
Grupo 2: E[T]=20% ; DVP[T]=12,06%| Sim | 216.411 (250.170)| 437.526 (526.890)
Mod | 219.423 (260.440)| 443.489 (526.392)
Grupo 3: E[T]=20% ; DVP[T]=4,59% | Sim | 212.588 (251.567)| 443.238 (536.537)
Mod | 219.423 (260.440)| 443.489 (526.392)
NSR =100
“Popular” “Tradicional”
Grupo 1: E[T]=10% ; DVP[T]=9,05% | Sim | 260.801 (312.342)] 573.718 (678.856)
Mod | 267.976 (318.070)| 581.336 (690.008)
Grupo 2: E[T]=20% ; DVP[T]=12,06%| Sim | 308.472 (369.392)| 626.812 (755.864)
Mod | 310.310 (368.318)| 627.188 (744.431)
Grupo 3: E[T]=20% ; DVP[T]=4,59% | Sim | 308.292 (367.964)| 625.828 (737.222)
Mod | 310.310 (368.318)| 627.188 (744.431)

Pode-se observar que a aproximagao com o uso da Fornt)ldgdenvolvida
na Secao 3 funcionou bem, mesmo para pequenos nimerogeiesa realizar.
Alem disso, verifica-se que sistematicamente o valor ego rigoveniente da
formulagcdo desenvolvida (Formula (10)) com a aprox@eacormal excede ao
valor calculado com base nas simula¢gbes. A soma de digtdiés uniformes,
como no caso do exercicio de simulagao, tende a digtibunormal quando o
namero de termos desta soma & suficientemente granderieenéstabelece o
teorema do limite central.

Entretanto, quando se soma poucas variaveis com dig@ibwiniforme, o re-
sultado & uma distribuicao chamada de triangular (veddeo, 2011 e Evans et
al, 2000). A funcao de probabilidade acumulada destaildlistao fica acima da
funcao acumulada da distribuicao normal para persextima de 50%, quando
ambas possuem as mesmas médias e variancias.

A distribuicdo da soma de distribuicdes Uniformes fiogitada inferior e su-
periormente. O limite superior da soma equivale a somaidutes superiores
individuais de cada distribuicao Uniforme. Assim, suaraalada atinge o ponto
100% de forma mais rapida que a distribuicao Normal (queverge a 100%
de forma assint6tica), fazendo com que as medidas de bsse@adas em altos
guantis, com o uso desta aproximacao sejam maiores quedaacpaseadas na
distribuicdo da soma de Uniformes.

Por conta disto, 0 uso da aproximacao normal neste expetinde simulacao,
onde o valor do sorteio advém de uma distribuicao unitgrataba por superes-
timar o valor em risco, justificando os resultados apres@staa Tabela 5. A
e
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diferenca entre estas distribuicdes converge a zer@@dida que o nimero de
parcelas da soma cresce. Cabe ressaltar que a escolharibaigéd uniforme
foi totalmente arbitraria. Na Secao 5, é apresentada apticacao com dados
reais, onde mostramos a distribuicdo dos valores deigofpagos em uma base
empirica para um determinado caso.

5. Aplicagdo a Caso Real

Nesta se¢ao, aplicamos o modelo de mensuracao de, fBsop®sto na Secao
3, a um conjunto de dados reais de uma determinada sociedadmitializacao.
Por motivos de confidencialidade, o0 nome da sociedade maccgado. Desta
sociedade, possuimos uma amostra de 90 observacdespmlErgiies de titulos
nao vendidos, no momento do sorteio, da modalidade “fi@whit’ colhidas no
ano de 2010. Além disso, também contamos com outra amaestfd valores
de prémios pagos a subscritores sorteados desta mesmadade@o longo do
mesmo ano. As estatisticas que resumem as amostras astabetla 6.

E importante notar que, por nao termos informagdes aeresdo multiplo
utilizado pela sociedade de capitalizacdo nos planos deedalidade, tivemos
gue modelar a variavel aleatéria Ai diretamente, aosrdé& modelar pgi. Entre-
tanto, por possuirem uma relacao direta, tal fato ngmid@ em nenhuma perda
na aplicacao da formulagdo desenvolvida na Secaoi8 JA;] = p.multiplo e
Var[A;] = o?.multiplo®,

Tabela 6

Estatisticas de resumo das amostras de propor¢ddside tido vendidos e de valores de prémios pagos, reésrent
a plano da modalidade Tradicional, de uma determinadadaxéede capitalizacado, para o ano de 2010

Proporcdes de titulo§ Valores de prémios
nao vendidos pagos

Tamanho da amostrg 90 65

Minimo 4,00% $112.094

1° Quartil 10,9% $315.682
Média 21,9% $755.233
Mediana 19,0% $686.261

3° Quartil 30,3% $1.048.281
Maximo 58,0% $1.993.204
Desvio Padrao 14,5% $526.836

A partir destes dados foi possivel construir 0s histogsgpaaa a proporcao de
titulos nao vendidos e para os valores efetivamente pagasorteio, ambos para
0 ano de 2010. Esses histogramas estao mostrados, reapesite, na Figura 1.
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Figura 1
Histogramas das amostras de: (i) propor¢ao de titidosvendidos; e de (i) valores de sorteios/prémios pagos, d
plano da modalidade Tradicional, de uma determinada sadéede capitalizacdo, para o ano de 2010

Com base nas amostras, os parametros da distribuicamplarpao de titulos
nao vendidos, alem da média e da variancia dos valoesalteios pagos, foram
estimados por meio do método dos momentos. Ao contrariex@ocicio de
simulacao executado na Secao 4, onde os parametess fmmsiderados conheci-
dos, na aplicacdo com dados reais incorremos no erro ipigwe do processo
de estimacdo. De forma a levar em consideracao tal @rroensuracao do risco
de sorteio, efetuamos um procedimentddetstrapnao paramétrico com 5.000
replicacdes (ver Efron & Tibshirani (1993)). Os resutia@stao na Tabela 7.

Tabela 7
Estatisticas de resumo do procedimentddetstrapexecutado para estimacao dos parametros

Parametro Valor pontual estimado| Média Vicio Erro padrao
1,57 1,62 0,05 0,31
5,59 5,75 0,16 1,16

E[A{] 755.233 755.025 | -208 55.581

DV P(A;) 526.836 522.140 | -4.695 34.415

Para céalculo do valor em risco com probabilidade crite@d,5%, utilizamos
as replicacdes (estimativas dos parametros resuitalateeamostragem) do pro-
cedimento debootstraprealizando um ajuste para eliminar o viéioPosterior-
mente, estas estimativas foram sorteadas, com repoSi€id) vezes e utilizadas
para o calculo da variancia conforme Formula (9). A paté entao, para cada
variancia gerada, foi simulado um valor da distribuiggomal com média O (zero).
Por fim, oVaRy; 5 foi calculado com base nas 5.000 simulagdes feitas.

Caso o nimero de sorteios a realizarR) em 2011, da modalidade “Tradi-
cional”, sejaigual a 100, a estimativa de valor em riscovajeria a:V arg; 5o, =
11.318.889. Caso o erro de estimacdo nao fosse considerado, oucssa,a
Formula (14) desenvolvida na Se¢ao 3 considerasse sasnastimativas pon-

8Para este ajuste, o valor do vicio foi subtraido de cadadasaeplicacdes.
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tuais dos parametro& (= 1,57; 8 = 5,59; u = 755.233 e 6 = 526.836), 0 valor
em risco seria igual & aryr 5o, = 10.988.737.

Pelos resultados da aplicagao com dados reais, a difedsworrente da in-
clusao do erro de estimagao é relativamente pequenste Naso, o uso da for-
mulacao proposta neste artigo apenas com estimativasgsrmos parametros
nao subestimaria de forma relevante o risco. Tal fato e&itanecessidade de se
recorrer a métodos de simulacdo e/ou de reamostragem.

E pratica comum nas diretrizes de solvéncia de sociedmdgsadoras e enti-
dades de previdéncia complementar o uso de fatores apéiegarovisdes técnicas
para o calculo de requerimentos de capital regulatose&ddo nos riscos (ver, por
exemplo, o Solvéncia Il — Sandstrom (2011)) em uma ab@maghamada de
padronizada. Além disso, conforme definido também nektesizes, o valor das
provisdes técnicas deve, de forma geral, equivaler amr esperado das obriga-
cdes. Portanto, para referéncia, o valor da provisalm(\esperado) de sorteios a
realizar, considerando os dados utilizados nesta segéia,igual a $58.963.023.
O capital em relacao a provisao seria de aproximadasT&eit.

6. Considera@es finais

Neste artigo, derivamos uma formula para mensuragadsdo de sorteio,
presente em titulos de capitalizacao. O risco de sogtampuele relacionado a pos-
sibilidade de perdas advindas do compromisso, por partecdadade, de pagar
premiacao acima do valor esperado, associadas a elreatneenda da série com-
pleta de titulos e/ou com o sorteio de titulos cujo val@pelo subscritor tenha
sido elevado. Tendo em vista inexistir literatura sobre sneacao de riscos para
produtos de capitalizacao, a formula desenvolvida tigapode ser de grande
valor para ser aplicada por praticantes do mercado. Sudiciiaoe e a neces-
sidade de se estimar poucos parametros certamente a tnmexeelente opcao
para uma sociedade de capitalizacao utilizar em suasastle gestdo de riscos
ou, ainda, no estabelecimento de requerimentos de camitgbarte do regulador,
para fins de supervisao de solvéncia.
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