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Arvore Binomial Construida via Mapas
Randomicos para Aralise de Ativos
Financeiros

Antonio Airton Carneiro de Freitas*
Jo< Roberto Securato**

Resumo

Mapas randomicos podem ser construidos a partir do conbetoa priori sobre o ativo fi-
nanceiro, por exemplo, utilizando o conhecimento de eafisi@s ou informagao implicita
ao mercado. A partir do conhecimeraopriori sobre o ativo, identifica-se uma funcao
de distribuicao de probabilidades estacionaria assacao seu comportamento dinamico.
O problema inverso também & abordado, ou seja, a partindefuncao de distribuicao
de probabilidades estacionaria empirica ajusta-se upamanddmico para a construgao
de uma arvore binomial implicita com a capacidade pararparar saltosjgmpg. Uma
aplicacao relacionada com o mercado brasileiro de@pétapresentada. Ressalta-se que a
qualidade do modelo de incorporar o conhecimenfwiori sobre o ativo financeiro pode
ser afetada, por exemplo, pela visao enviesada do analigiar novas mudang¢as no com-
portamento dinamico deste ativo que o modelo nao conempl
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Abstract

Random maps can be constructed framriori knowledge of the financial assets. Itis also
addressed the reverse problem, i.e. from a function of ariraalpstationary probability
density function we set up a random map that naturally leadstimplied binomial tree,
allowing the adjustment of models, including the abilityinoorporate jumps. An applica-
tion related to the options market is presented. Itis enmpbedshat the quality of the model
to incorporatea priori knowledge of the financial asset may be affected, for exantyle
the skewed vision of the analyst.
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1. Introdugao

Na década de 1920, os modelos para ciclos econdmicostussem equacdes
diferenciais ou a diferencas apresentaram evidéncigeela teoria geral do equi-
librio era ambigua (Schenk-Hoppé, 2000). O trabalhogi® de Frisch (1933,
1936) corroborou estas evidéncias com a criacao dosgosae equilibrio esta-
tico e dinamico para caracterizar as relacdes estigterdre as variaveis que
compde um modelo dinamico. A Teoria de Newton, com focemeinista, teve
inicialmente grande influéncia sobre as teorias ecordsjae a sucederam, cul-
minando com a teoria do valor (Debreu, 1959) e da analiseodgetitividade
(Arrow e Hahn, 1971).

Os conceitos mais importantes da teoria geral do equilibFmporario
(Grandmont e Hildenbrand, 1974), que se transformou em wamgadrtes cen-
trais da teoria econdmica, inicialmente ainda foram imfti@dos pela teoria de
Newton. Nesse sentido, as pesquisas econdmicas eramaatesnmiferente-
mente do contexto atual que consideram a influéncia tengeop gor exemplo,
0s modelos econdmicos baseados em processos de MarkderiGtazente, du-
rante a concepcao da teoria geral do equilibrio, Gramdifi®77, 1982) detectou
deficiéncias no enfoque puramente determinista e coneegtilizar também con-
ceitos de processos estocasticos.

Nos primeiros anos das financas matematicas modernaraparente sem
sofrer influéncias das teorias econdmicas, Cox et aliv9lPropuseram uma
arvore binomial para o apregcamento de opcdes. Estalagem consegue lidar
com sistemas fortemente estocasticos e com o equilibréovdco temporarioE
bastante flexivel ja que permite a utilizacao de vamésodos de ajuste de arvore
binomial, transformando-se em uma das favoritas entre afspionais da area.
Este tipo de aprecamento seria uma versao discreta doslosatk Black e Sc-
holes (1973) e de Merton (1973). Entretanto, este modelsidera que a volatil-
idade & constante e isto nem sempre é verdadeiro nagréatic

Para minimizar este problema da volatilidade permaneagestante surgiram
as arvores binomiais implicitas, consistentes com asspda volatilidade, como
a apresentada em Rubinstein (1994), e depois em Derman &1084), Dupire
(1994) e Barle e Cakici (1998). Em Chang e Tabak (2002) fonsaisados dados
do mercado financeiro brasileiro e foi observado que a Vidiadie implicita possui
contelido informacional que nao & contemplado pelos fosd@seados em séries
de tempo, tais como GARCH (1,1) ou média moével (MA). Inalasa volatilidade
implicita agrega informacdes diferentes e mais efsfpara estimar a volatilidade
do ativo subjacente, que sao importantes para a coastdgtenarios.

No contexto de sistemas dinamicos estocasticos dosdjgspsmos apenas de
dados empiricos sob a forma de uma funcao de densidad®blahilidade (fdp)
expressa pof e cuja dinamica subjacente & desconhecida, o problemeteied-
nar uma transformacao deterministicque aproxima esta dinamica, sendo que a
medida invariante deste sistema & dadajfy@ referido como o problema inverso
de Perron-Frobenius.
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Assim, sejaf uma fungao de densidade de probabilidades constantes ans f
do intervalo/. O problema inverso de Perron-Frobenius consiste em determ
nar uma transformacao : I — I tal que um sistema unidimensional dinamico
x;+1 = 7(z;) tem f como a sua Unica fun¢ao de densidade invariante. A matriz
M que expressa estas transformacdes é construida deralnaque fornece uma
simples relacao entree f, ondef & qualquer funcao de densidade constante por
cada secao do intervalo unitario. O artigo de Bahsoutiig2807) apresenta a
metodologia para a modelagem e previsao de dados via meapdmicos, inclu-
sive de sistemas dinamicos caobticos (Gora e Boyarsieg,1803).

A complexidade e o esforco demandado na utilizacdo destadologia ndo
sao triviais, mas ap0s as rotinas computacionais estivegstadas, esta metodolo-
gia pode tornar-se atrativa. Este esforco para lidar coomgptexidade pode ser
recompensada com a capacidade de explanacao das &vunwasais geradas,
possibilitando analises sobre os possiveis retornoscesi A aplicacdo desta
metodologia pode ampliar a visdo do analista sobre asyeisyariacdes que
poderao ocorrer no ativo analisado.

O objetivo principal deste artigo & apresentar ao mercaafilbiro a metodo-
logia sugerida no artigo de Bahsoun et alii (2007) que tratzomstrucao de mapas
randdmicos com dependéncia da posi¢ao para a predésatvos financeiros. O
objetivo secundario € ilustrar esta metodologia com uptiaa;zao no mercado de
opcdes brasileiro.

Este artigo esta organizado como segue. Na Sec¢ao 2, as basceituais
necessarias para se alcancar os objetivos sao apraenia Secao 3, descreve-
se a metodologia adotada na construcao das arvores iaisamplicitas com a
ilustracao de exemplos. Uma aplicacao desta metodotagmercado de opgdes
brasileiro & apresentada na Secao 4. Finalmente, rioSgcapresentam-se 0s
comentarios finais sobre o método.

2. Bases Conceituais

2.1 Sistemas DiAmicos Esto@sticos

Os modelos baseados na teoria de sistemas dinamicoastos’sao tidos
como alternativas atrativas para a modelagem e analisenderienos fisicos, fi-
nanceiros e econdmicos com componentes estocasticasn{Seloppé, 2000).
Um mapa randdmico dependente do tempo & um sistema daiogamddmico
discreto no tempo, consistindo de um conjunto de transfgdesmque, a cada
iteracao, sao selecionadas e aplicadas randomicanuitizando probabilidades
dependentes da posi¢ao. Logo uma arvore binomial giasta mapas randomi-
cos pode ser inserida na teoria dos sistemas dinamicassstms.
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Entretanto, Schenk-Hoppé (2000) acredita que a utilidiedéa abordagem na
anélise do comportamento dindmico de sistemas de long&a & mais geral e
completa do que aqueles obtidos usando somente equiiéhtarkov que geral-
mente €& apenas de curta duragdo. Entretanto, as tédeagaodelagem por meio
de sistemas dinamicos randdmicos ainda estao comecenarea financeira.

Modelos explicitos de sistemas damicos estoasticos

A modelagem de variaveis econdmicas e financeiras podsdepdo entrela-
camento de condi¢des implicitas (comportamento retidos agentes, por exem-
plo, o de poupar), logo surgem dificuldades de se encontrarepresentacao por
meio de modelos explicitos. Entretanto, se a modelageuniaglg pela teoria dos
sistemas dinamicos randdmicos desde o inicio, antesalquer abstracao, entao,
acredita-se que o modelo explicito pode ser obtido.

Matematicamente, um modelo de um sistema dinamico relacéstados e
variaveis em periodos diferentes no tempo e, por definiggquer: (1) definicao
de um espaco de estados, em particular, os estados in{@piedas as equacgdes
do modelo tém solucdes diferentes para diferentes ¢oadiiniciais, gerando tra-
jetorias no espaco de estados que nunca se cruzam (pandiige de estabilidade
e a condicao para que isto ocorra &€ que as condi¢Ooésiggejam linearmente in-
dependentes); e (3) estas solu¢bes exibem uma estratteanpo adequada para
a dependéncia entre estados e variaveis. Ja a eficacra dedelo depende prin-
cipalmente das seguintes condi¢cdes: modelo satigfatjustado em tempo habil
e a custo barato; medi¢cao correta das variaveis exggeficiéncia dos mercados.
O modelo de Black e Scholes (1973) & um exemplo de sucesso.

Umarelagao estrutural é dita estatica se todas amweasiSe referem ao mesmo
instante de tempo; caso contrario a relacao & chamadaéia. Também foi sug-
erido em se classificar um sistema como dinamico se pelo srelediver uma
relacao estrutural dinamica. Esta terminologia, unatkgde Frisch (1933, 1936),
cujo trabalho foi reconhecido com um Prémio Nobel, é acaiié os dias de hoje
e tornou clara porque a teoria geral do equilibrio & umecgs dinamica, princi-
palmente depois que foram adicionadas as variaveis quesegtam os bens e os
Servigos.

Um modelo econdmico & chamado explicito, se ele podeesarito por um
sistema dinamico, de acordo com a definicdo acima; castra®m, o modelo
€ chamado implicito. A no¢ao de sistema dinamico ajanfendida como um
termo genérico para ndo autdnomos (pode ser forcaderount termo pertur-
bador). Neste trabalho, os sistemas dinamicos rand&nhieadam termos, con-
ceitos, métodos e paradigmas da teoria econdmica e desiais dinamicos.

Os modelos de sistemas dinamicos estocasticos erglipitdem incluir uma
perturbacéo estocéastica e ser representados pelastesguedidagw, £, P, 0)
gue contempla o espac¢o de probabilidétiginto com um mapeamentbmen-
suravel e inversivel tal qu&” = P. Chamamos este sistema de ergodigd <
ergodigo em relagao ao mapeamehto
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Considerando a equagao a diferencas randdmica= h(0'w, z;), ondew €
uma perturbacio, o espagd C R? e o mapeamentb(w, - --) =: h(w) : X —
X & mensuravel e o seu inverso também & mensuravel,esgpaese a seguinte
definicéo:

h(0*tw) - h(w)x parat >1
(t,w,x) =< x parat=0 (1)
h(@'w)~t (07 w) "ty parat < —1
ondey(t,w, x) & 0 estado do sistema estocastico descrito pelo mapeament
tocasticoh no tempot, o qual tem origem eny, = x Sob a perturbacao cau-
sada pow 6 = 0---0. Em particulary(1,w,-) e h € o gerador de. Quando
t < —1 entdao 0 mapeamento & inversivel, mas, na pratica,rgeraé so se define
o(t,w, x) parat > 0. Afamilia de mapeamentos ou estagds, w, x) &€ chamada
de sistema dinamico estocastico.
Para analisar os modelos explicitos de sistemas dinaragtocasticos neces-
sita-se da definicao a seguir.

Definition 2.1 Um ponto fixo ran@mico de um sistema dimico estoéstico ex-
plicito ¢(t,w, x) emX & uma varavel randmicax* : Q@ — X tal que, quase
sempre,

X" (Bw) = (1w, X", (W) := h(w, X", (w)) @)

Isto implica quex* (0! 1w) = h(flw,z*(0tw)) = p(t + 1,w,z*(w)) para
todot.

Um ponto fixo randdmico & uma solucao estacionaria da equacao diferen-
cial ou a diferencas randdmicas. Caso a perturbacdea trivial, a definicao de
ponto fixo coincide com a nocao de estado em regime perrt@pana sistemas
dinamicos deterministicos. Determinar um ponto fixo tanito é equivalente a
resolver um niumero grande de equagdes acopladas.

3. Arvore Binomial a partir de Mapas Randdmicos Dependentes da Posig

Os mapas randdmicos levam naturalmente as arvores larsocom fungao
de densidade de probabilidade estacionaria e podem ssifidados de modelos
explicitos de sistemas dinamicos estocasticos. Esbedie modelo binomial foi
primeiramente explorado na literatura em Bahsoun et &072. Entretanto, este
trabalho pioneiro deixou muitos caminhos abertos pararsesglorados, inclu-
sive ficou em aberto duas questdes importantes: quaisgdasaiveis aplicacdes
praticas para esta metodologia na area de financas?q8era esforco para se
lidar com sua complexidade sera recompensado pelosadsslbbtidos?

3.1 Mapas randdmicos

O primeiro passo no ajuste de uma arvore binomial via magadomicos é
criar as leis de formacdes de (u) e down(d) ao longo do tempo. Pode-se inclu-
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sive utilizar o conhecimenta priori dos especialistas do mercado financeiro, por
exemplo, caracteristicas observadas nos precos dos atimo uma correlacao
negativa entre os retornos do ativo e a volatilidade. No @k@ue segue foram
escolhidas leis de formacdes de d, que sao associadas as fun¢bes 7d, de

tal maneira que a variacao dos pre¢os tem uma parcekaiguersamente propor-
cional ao valor do preco do estado anterior.

A lei deup segue as seguintes regras: caso 0 ativo esteja muito degpweou
seja, seu valor esteja na faixa@e: = < 0,3, ondex & um valor normalizado do
preco do ativo, entdo ele tem potencial de valorizar 40%){ja se o ativo estiver
na faixa intermediaria de,3 < = < 0,7, ele tem potencial de valorizar 15%
(1,15) mais uma parcela que & inversamente proporciorsg@ealor, ponderada
por 1/10; finalmente, quando o ativo esta na faixa tem pa&éede valorizar 10%
mais uma parcela inversamente proporcional ao seu valodgrada por 1/5. A
lei dedownsegue a mesma logica para sua especificacao e & apdesaehtaxo.
Tanto as leis deip como dedown sao lineares por faixas dos precos do ativo,
resultando em:

1,4, 0<x<0,3
u(z) =4q1,15+ 7=, 0,3<x<0,7
L10+:, 0,7<0<1

0,9, 0<x<0,3
d(z) =40,9- 5=, 0,3<z<0,7
0,9—+, 0,7<0<1

3z

Observa-se que(z) > 1 ed(x) < 1. As probabilidades podem ser atribuidas
de acordo com o conhecimento a priori sobre o ativo, por elemgste caso
atribuem-se os seguintes valores de probabilidades:

0,75, 0<x<0,3
pu(z) =40,65, 0,3<x<0,7
0,60, 0,7<z<1

pd(x) =1 —pu(x)
Sendap,, € pq(x) um caso particular da definicdo genérica dada para unuetinj
de probabilidade$pk(x)}kK:1, mais ainda,Zlepk(x) =1, pr(z) < 0 para
qualquerz € X. A partir deu(x), d(z), p.(x) € pq(z), constroi-se 0 mapa
randomical” = {7, (), 7a(x); pu(z) €pa(x)}:

1,4z, 0<x<0,3
mu(z) = 1,152+ &, 0,3<x<0,7
1L,10z+ 1%, 0,7<z<1
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0,9z, 0<x<0,3
Ta(x) =<0,92— L, 0,3<x<0,7

10°
0,92 -1, 0,7<z<1

4)

Os valores de,(x) e pqa(x) foram definidos anteriormente. Destaca-se que
existe bastante flexibilidade para se determinar os vatteps(x) e ps(z) como
também as leis dap e down possibilitando bastante liberdade para inserir as
peculiaridades de cada ativo.

Observamos que a construcao de mapas randdmicos dedecebés defini-
cOes e aos teoremas apresentados em Gora e Boyarsky €8aBsoun et alii
(2007). Somente trés teoremas serao apresentados niggbepara uma com-
preensao melhor e mais rapida de como podemos utilizanestodologia.

Theorem 3.1 um mapa ran@mico7’ como apresentado anteriormente,;e(a:) a

derivada dery, (). Casoy -, "’,’“((‘”))l >a<le "’,’“((‘”))l pertenca ao intervalo
’TK T ’TK T

da fun@o associado ao valor de, enfio, 0 mapa randmico7’ admite um imero

finito (pelo menos uma) de medidas invariantes absolutaregidigas, ou seja,

pelo menos umddp invariante ao mapa randimico?” (Bahsoun et alii, 2007).

Este teorema garante a existéncia de pelo menosfdmavariante ao mapa
randdmical’ e faz com que a arvore se expanda na média, uma vez que &s rami
cacdes nao se concentram em um Gnico ponto. Esta & uateardstica desejavel
para uma arvore binomial, principalmente aquelas utiisano mercado finan-
ceiro.

Assim, a arvore binomial varia a partir de um estado préwio inicial) x.

A cada passo na arvore, o processo géfadiferentes possiveis valores
71(x), ..., 7 () com probabilidades, (z), ..., px (x), respectivamente para cada
posicao (estada). Os pregoss(n) do ativo analisado sao normalizados para ter
um limite superiorM, com0 < M < 1, tal que0 < s(n) < M. Estes modelos
em tempo discreto podem ser utilizados para se estimar oslasocbntinuos ao
longo de um periodo de tempo finito.

Os estados e as probabilidades dependem dos estadosspr@aipomeio das
fungdesrk (z) epr (x), portanto sdo dependentes da posicdo. Representa-se 0
conjunto destas transformacdes cddx) =71 (x), ..., 7x (x); p1(x), ..., pr(x),
onder, (z) = u(x) * x ery(x) = d(z) * x.

Por exemplo, se o prémio do risco (op¢ao) normalizadempbn = 0 € 0,3;
entdo as possiveis trajetbérias dos pre¢os nos tempos, 2 sao dadas por:

Para cada valor inicial tem-se uma arvore binomial diferexom o mesmo
formato da apresentada acima, caracterizando um sisteramido estocastico.
Dado um determinado valor dg a arvore descreve todos os possiveis passos (es-
tados) dos precos que o ativo pode assumir de uma maneiedhsare as arvores
binomiais classicas. Estas arvores se expandem e seeontte acordo como
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as variagdes dos valores iniciais, contrariamente aaketos classicos em que os
parametros, como por exemplo a volatilidade, permanenmitéiveis para todos
os valores iniciais.

As probabilidades dos precos podem aumentar (ou diminaigroximo es-
tado, dependendo, por exemplo, de como o0s precos varitintaisbém se aplica
as variacOes dos pregos, ou seja, as variacdes dgsspsao em funcao dos precos
correntes. O conceito de mapas randdémicos utilizado ¢amérmite introduzir
saltos jumpg dependentes da posicao que podem ser percebidos alpatialise
das leis daip's e dowris.

Agora, vamos aplicar o Teorema 3.1 para verificar se 0 mag®naico acima
permite umafdp f invariante &l

Pu(®) L su pa(z)

SUPx 77 PeT 7737 =
EACI *ra(@)]

O mapa randdmico anterior satisfaz os pressupostos demeads.1.

0,54 +0,44 < 1

3.2 MatrizesM,, M4 e M associadas aos mapas radnicos

As matrizesM,,, M, e M serao estimadas, de acordo com as definicdes e os
teoremas apresentados em Gora e Boyarsky (2003) e Bahisali{2007), para
caracterizar a forma da func¢ao de densidade de probathdiéstacionaria asso-
ciada ao modelo binomial ajustado via mapas randdomicts.séstorna possivel
porque uma funcao de densidade de probabilidade intartam matrizes con-
stantes em cada secao. Este & um bom recurso uma vez quérpeaproximar
facilmente qualquefdp invariante associada a um modelo binomial por meio de
mapas randdémicos.

A partir do exemplo anterior, caso seja definida uma pEsticOmum
[i/10, (i + 1)/10)]_,], podemos representar as variagdes deste processo [por mei
de matrizes de subid¥,, e de descidd/; ou através da matriz/ que representa
0 mapa randdmico das transformagdes.

Em seguida sao apresentadas as matfizgs\i, e M para o exemplo anterior.

=
-
—
=
-
—

=
—_

OOOOOOOO\]O
—
P

OOOOOOOO\]O
—

=

SO0 OO OO
—
=

SO o oo OoOoO oo
=

SO OO OO o OO
-
=

oommooo%ooo

S, e
— = =
==
3

o
C WO oo O
SIS |
(=)

H
cOoO o000 oo oo
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DO DD DO OO OO
— =

el elaeleol =l =il

coocococooo L

o O OO
— =

[t

M = p, My + paMy

Os valores de, (x) e pq(x) sao:

pu(a) = [0,750,750, 750, 650, 650, 650, 650, 600, 600, 60)] .

pa(z) = [0,250, 250,250, 350, 350, 350, 350, 400, 400, 40] .

Agora podemos encontrar a matfiz associada ao mapa randémico das trans-
formacdes apresentado anteriormente. Assim, partie s®nhecimento a priori
sobre o ativo, construimos as equacdes do mapa rand@mgora iremos estimar
a matrizM que sintetiza todas as transformagdes, ou seja, as desipossiveis
do ativo. Posteriormente vamos determinar a fdp associadacaelo do ativo
ajustado.

0, 8100 0, 5325 0 0 0 0 0 0 0 0
0, 2775 0 0, 5325 0, 5325 0 0 0 0 0 0
0 0,2775 0 0 0, 5325 0, 5325 0 0 0 0
0 0, 3885 0 0 0 0 0, 5655 0, 5655 0 0
M, — 0 0 0, 3885 0 0 0 0 0 0, 5655 0, 5655
d = 0 0 0, 3885 0 0 0 0 0, 5655 0, 5655 0
0 0 0 0, 3885 0 0 0 0, 5915 0 0
0 0 0 0 0 0 0, 4400 0, 9900 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0, 4440 0, 9840 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0, 4440 0, 9900

A partir desta matriz\/ podemos encontrar unyalp estacionarigf, a partir
da equacag' M = f, associada ao mapa randdmico apresentado anteriormente.
Seja

f = (flvf?af3af47f5;f67f7;f8;f97f10)7fi = f|IZa com; = 172a"'a9710
fazendo

fi+tfot+tfat+fatfs+fot+ frfst+fot fio=1
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Satisfazendo a equacd@d/ = f. Entao,

f1 = 0,0406, f» = 0,0278, f3 = 0,0253, f4 = 0,0025, f5 = 0,0135

f6 =0,0135, fz = 0,0445, fs = 0, 0688, fo = 0,0016, f1o = 0, 7619

Observa-se que Adp estimadaf & constante para cada intervalo, logo quanto
mais fina & a particao melhor seréa a aproximagao.

3.3 O problema inverso de Perron-Frobenius e arvore binomial implicita

Neste ponto do artigo surge a seguinte questao: sera gpedseconstruir
uma matriz\/ da qual podemos extrair um mapa randomice chama-lo de uma
arvore binomial implicita com funcao de densidade dibpbilidade estacionaria
f? Sim, casof M = f, ondeM & a matriz das transformagdes associada ao mapa
randdmicol’, entao este mapa define uma arvore binomial implicita ¢amf.
Trata-se do problema inverso de Perron-Frobenius, maa &aitd definir o con-
ceito de transformacao N-banda. O teorema que se sequ@garexisténcia desta
arvore binomial implicita.

Theorem 3.2 Seja’T’ uma transforma@o na partig@o uniforme/ — [ de N-
elementos en®, comN = 2s + 1 e matriz Perron-Frobenius dada padt,,, =
(m;;). Dado um vetor probatistico f = (fi1, ..., fx) qualquer comf; > 0,7 =
1,..., N que corresponde a uma fuig de densidade de probabilidade. Caso

fimiy = fimj (3)

Para qualquet > i, > N, entao as densidades correspondentes ao yetor
sao invariantes &'. O teorema a seguir liga Adp f ao modelo binomial con-
struido a partir de um mapa randomito

Theorem 3.3 Sejaf = (f1,..., fn) com valores constantes em cada péitic
nos reais de/ = [a, b] dividido emN intervalos iguais. Er#o existe um mapa
randdmicoT tal que

supe LDy g, IO
|7 ()] |74()]

comr,(z) < z,7q(x) > x e f sendo invariante &.
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A prova destes teoremas sao apresentadas em Bahsoun(20@¥) e eles
fornecem um caminho para construir uma matriz probaie#i$t-banda que pre-
servaf, mas nao garantem a unicidade/deque ainda & um problema em aberto.

Vamos agora apresentar um exemplo para ilustrar a coBstidegs matrizes
M, M,, M4y € dos vetorep,,, ps. Ou seja, como extrair um mapa randomico
a partir de uma funcao de densidade de probabilidadeiesta@a f. A fdp € a
gaussiana dada p@(z) = x * exp(—z/2), comz =i, ...,i + 1. Pode-se escolher
livremente as constantes> N — 1,¢1,¢a,...,cs talquec; +co + ... +cs > 1€
di,ds,...,dstalqueld < d; < 1,1 >1i > s.

Estas constantes tém um efeito direto sobre a arvore lah@justada. A
constantes € o numero de intervalos adjacentes que podem ser att@sean um
passo a partir de qualquer posicao em qualquer dirggéianto maior for o valor
des, maior & o salto que pode ser obtido em um passo. As constée!'s estao
relacionadas com as probabilidades do salto acontecetiedganma determinada
posicao. Assim, pequenos valores de c's e d’'s implicamamesnprobabilidades
de se ter o salto. Logo, pequenos valores déss d's, a0 mesmo tempo, torna
as trajetorias menos variaveis. Ja grandes valoresd¢kee d’'s geram trajetorias
com maiores flutuagdes.

Em relacdo aos valores deo's e d's, fazemos 0s seguintes comentarios adi-
cionais:

1. Estesc’s e d’s sao utilizados para produzir os valores da matriz M ta qu
fM =1,

2. Os valoreg’s e d's determinam as probabilidades de subidp) € de de-
scida lown) do mapa randémic@'. Podemos verificar que ses e d's
sao pequenos 0 mapa randdmico nao vai causar mudangasgnande. O
oposto é verdadeiro.

Em seguida apresenta-se um exemplo de matrlzanda especificada a partir
da fdp gaussiana definida anteriormente. Esta matriz & estineadaima particao
comum(i/10, (i + 1)/10)%_]:

SejamN = 10; s =3;¢1 = 0,6, co =0,2;¢3 =0,1;d; =0,9; ds = 0,85;
ds = 0,95.

Aplicando um algoritmo para a constru¢ao das matrizeso$e

1. Aescolha de,(z) e ps(z) pode ser feita dentro de um intervalo da forma
[L(ci, fi), H(ci, f3)], desde que obedecamos as condi¢cdes impostas anteri-
ormente. Nesta fase da especificacadtipode também ser incorporado o
conhecimento a priori sobre o ativo.

2. Finalmente, a matriz/ de Perron-Frobenius que define o mapa randdmico
T pode ser construida a partir dle
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A matriz M de Perron-Frobenius & definida em seguida:

0,10 0,60 0,20 0,10 0 0 0 0 0 0
0,59 0,04 0,25 0,08 0,04 0 0 0 0 0
0,23 0,29 0,05 0,29 0,10 0,05 0 0 0 0
0,15 0,12 0,37 0,04 0,22 0,07 0,04 0 0 0
A 0 008 0,17 0,20 0,05 0,28 0,09 0,05 0 0
=N 0 0 0,12 0,14 0,38 0,04 0,22 0,07 0,04 0
0 0 0 0,10 0,18 0,31 0,04 0,24 0,08 0,04
0 0 0 0 0,13 0,15 0,36 0,07 0,21 0,07
0 0 0 0 0 0,11 0,17 0,32 0,16 0,24
0 0 0 0 0 0 0,13 0,16 0,35 0,36

Como se trata do problema inverso de Perron-Frobeniuséeguesdecompor
M emM,, My, p, €pq € surge um problema de fatorac®f,, My, p, € pq de
M tal que:

M = puMu + ded

Os valores das matrizéd,, e M, sao apresentados logo em seguida.

0,07 0,61 0,21 0,10 0 0 0 0 0 0
0 0,07 0,61 0,21 0,10 0 0 0 0 0
0 0 0,07 0,61 0,21 0,10 0 0 0 0
0 0 0 0,07 0,61 0,21 0,10 0 0 0
o0 0 0 0 0,07 0,61 0,21 0,10 0 0
“TY 0 0 0 0 0 0,07 0,61 0,21 0,10 0
0 0 0 0 0 0 0,07 0,61 0,21 0,10
0 0 0 0 0 0 0 0,15 0,64 0,21
0 0 0 0 0 0 0 0 0,32 0,28
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,98 0,02 0 0 0 0 0 0 0 0
0,43 0,54 0,03 0 0 0 0 0 0 0
0,23 0,19 0,57 0,02 0 0 0 0 0 0
M- 0 015 0,30 0,53 0,02 0 0 0 0 0
0 0 0,18 0,21 0,59 0,02 0 0 0 0
0 0 0 0,16 0,30 0,52 0,02 0 0 0
0 0 0 0 0,20 0,23 0,54 0,03 0 0
0 0 0 0 0 0,17 0,27 0,49 0,07 0
0 0 0 0 0 0 0,17 0,21 0,47 0,14
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Os valores de, () e pq(x) sdo:

pu() = [0,970,400, 470, 350, 450, 350, 390, 340, 350, 25

pa(z) = [0,030, 600,530, 650, 550, 650, 610, 660, 650, 75|

Para verificar se as matrizes foram calculadas corretamititea-se a seguin-
te equacao:

Erro= M — (puMu +ded>

A matriz Erro resultou na matriz nula, garantindo que as matrizes fordm ca
culadas corretament& importante observar que as matrizes acima tiveram seus
valores arredondados, mas nos calculos computacionaiscasfo &€ de quinze
casas decimais.

Este método de transformagdes aplica-se aos mapadradeatom a mesma
facilidade com que se aplica aos mapas deterministas conidada uma den-
sidade invariantg’ para um mapa aleatoério, podemos construir uma matriz de
transformacgad/ e esta transformacao tém a sua fung¢ao densidadewsiaaif
(Gora e Boyarsky, 1993, 2003).

A matriz de transformagab/ introduzida & importante porque proporcionaum
relacionamento claro e Gnico entre a funcao de densidadeantef e a propria
transformacad/. Entretanto, no caso do problema inverso, a transformata
nao & Unica para uma dada funcao de densigiaglainda constitui um problema
em aberto. A Figura 1 apresenta a leiugigresultante do mapa randdmico extraido
sobre o intervaldo, 1].
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Figura 1
Lei deupsobre o intervalqo, 1]

Observa-se na figura anterior que os valores dos saltos ia gaihtervalo
[0, 70, 8] até[0, 91] sao menores que os anteriores, logo nesta regiao as sshiola
um pouco atenuadas.

A Figura 2 apresenta os resultados obtidos a partir da leioda @lo mapa
randdmico extraido sobre o intervaid 1].

] | 1 /S
. (171

T/ /L

Figura 2
Lei dedownsobre o intervald0, 1]
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Observa-se na figura anterior que os valores dos saltos ia gmihtervalo
[00, 1] até[0, 20, 3] sao menores que os valores dos outros intervalos, loga nest
regiao as quedas sao atenuadas. Na aplicacao angenialmente as leis dego's
e dowris apresentam saltogumpg para cima e para baixo com amplitude signi-
ficativa.

4. Aplicacdo da Metodologia no Mercado Brasileiro de Opges

O ativo analisado nesta secao & a opcao de compra VAbfesa acdo da
Vale tipo VALEPNANL1. Os dados analisados sao das cotagoealia 21/09/2009
com vencimento em 19/10/2009. O grafico das frequiénciamalizadas versus o
preco de exercicidStrike & apresentado na Figura 3, abaixo.

08 : : : : : : :

07

=
@

=
n

=
w

Frequencia normalizada
=
'S

=
)

0.1

24 26 28 30 32 k' 36 38 40 42
Preco de exercicio - Strike

Figura 3
Fdp nao paramétrica do preco de exercicio da opgao VALEI

A matriz N-banda estimada a partir da fdp extraida do ativo acimadlesn-
piricamente a capacidade do método de resolver o probleveaso de Perron-
Frobenius para um@dp nao paramétrica. Seja os valores Kdp do preco de
exercicio da opcao VALEL:

fi = 3.00089E — 07; f> = 5.03154E — 05; f3 = 9.73767E — 05;
fi = 0.015208217; f5 = 0.218798676; f = 0.708061811;

fr = 0.055301499; fs = 0.002475997; fo = 5.76575E — 06;
fio = 4.21473E — 08

Para os respectivos precos de exercicios desta opcao:
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p1 = 24;p2 = 26;p3 = 27,48; ps = 30; f5 = 31,48;
fo = 34; f7 =36; fs = 38; fo = 40; f10 = 42

A matriz N-banda é definida para uma particao confufi0, (i + 1) /10)5_]

comN =10;s=2;¢1 =0,3,¢c0 =0,1,d; = 0,5; dy = 0,4. Destaca-se que
os valores dog's, d's e s nao sao muito grandes, logo os saltos e as flutuagdes

menores.
A matriz M de Perron-Frobenius é definida em seguida:

0,60 0,30 0,10 0 0 0 0 0 0 0
0 0,60 0,30 0,10 0 0 0 0 0 0
0 0,15 0,51 0,25 0,08 0 0 0 0 0
0 0 0,002 0,60 0,30 0,10 0 0 0 0
vod o 0 0 0,02 0,60 0,30 0,10 0 0 0
0 0 0 0 0,0l 0,8 0,02 0 0 0
0 0 0 0 0 0,40 0,40 0,30 0,01 0
0 0 0 0 0 0,40 0,30 0,30 0 0
0 0 0 0 0 0 0,40 0,30 0,30 0
0 0 0 0 0 0 0 0,40 0,30 0,30

Resolvendo o problema inverso de Perron-Frobenius teraesd@compoi/
emMua Md1 Pu €Dd:

M = pyMy + paMa

Os valores das matrizéd,, e M, sao apresentados logo em seguida.
Os valores de,, (z) e pq(r) sdo:

pulz) = [0,820,820, 690, 820, 800, 640, 220, 210, 210, 21].

pa(z) = [0, 180,180, 310, 180, 200, 360, 780, 790, 790, 79].

Verificando se as matrizes foram calculadas corretamente:

Erro =M — (puMy + paMa)

A matriz Erro resultou na matriz nula, garantindo que as matrizes fordm ca
culadas corretament& importante observar que as matrizes acima tiveram seus

valores arredondados, mas nos calculos computacionaiscasfo &€ de quinze
casas decimais.

A Figura 4 apresenta a func@p que resulta desta aplicacao sobre o intervalo

0, 1].
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08

[ 1/
A

Figura 4
Funcao deip sobre o intervaldo, 1]

Fdp nao paramétrica do preco de exercicio da opcacEVAL
Ja a Figura 5 abaixo ilustra a fung@ownsobre o intervaldo, 1].

al
7]

04

0,2

i 032 04 06 03 1

Figura 5
Func&o delownsobre o intervaldo, 1]
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Os saltos sao pequenos, o0 que ja era esperado, ja queEsw@ds, ¢'s ed’s
Sao menores.

5. Comentrios

Foi apresentado que & possivel a constru¢ao de um magaméco depen-
dente da posicao a partir do conhecimeatoriori sobre uma variavel aleatoria
associada a um investimento analisado. A partir deste nap#dmico pode-
se estimar uma funcao de densidade de probabilidadeiant@re Gnica. As
transformacdes introduzidas séao importantes porgojgocionam um relaciona-
mento entre a funcao de densidade invarighte as transformacde/. Este
método aplica-se aos mapas aleatorios e deterministasnso

A aplicacao que utiliza os precos da opcao VALEI ilasirconstrucdo de uma
arvore binomial implicita a partir de uma fungao de déade de probabilidade
discreta estacionaria. Esta arvore binomial constrtéch caracteristicas de arvore
binomial generalizada (Jackwerth, 1997). Entretantatenesso, a matrid/ das
transformacgdes nao € Unica e a questao da sua siittadarainda & um problema
em aberto.
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