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Avaliacao de Op@es Americanas com
Barreiras Monitoradas de Forma Discreta

Giuliano Carrozza Uzéda lorio de Souza*
Carlos Patricio Samanez**

Resumo

Este artigo apresenta uma abordagem e modelo para avaji@@pmericanas com bar-
reiras monitoradas de forma discreta. O modelo desenwwbodsiste em uma adaptacao
do método de Grant et alii (1997), de modo a permitir incoapas barreiras. O método
Quase-Monte Carlo Hibrido foi usado nas simulacdesaadds, e 0 método de Bissecao na
definicdo das curvas de gatilho das opg¢des. Os ressladmntrados na aplicagao do mod-
elo desenvolvido foram comparados com aqueles estimadtoé\gaptive Mesh Model de
Ahn et alii (1999), observando-se uma boa aderéncia estresoltados de ambos os mode-
los. Adicionalmente, avaliou-se a sensibilidade do pdEopcdes frente a mudangas nos
parametros de entrada, confirmando-se a consisténciadelo

Palavras-chave derivativos; opcdes; métodos numéricos.
Codigos JEL:G1; G13.
Abstract

This article presents an approach and a model to valuingadésbarrier American options.
The developed model consists of an adaptation of the meth@damt et al (1997), in order
to allow to incorporate the barriers. The Hybrid Quasi-Mo@arlo method was used in the
simulations and the Bisection method in the definition of dp&ons trigger curves. The
results found in the application of the developed model werapared with the estimated
by the Adaptive Mesh Model, developed by Ahn et al (1999). ddition, the sensitivity
of the options price relative to changes in inputs parareetas analyzed, confirming the
consistence of the model.
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1. Introdugao

As opcdes com barreira sdo negociadas no mercado daobddstde os anos
60 e tornaram-se populares especialmente em funcao deusén reduzido em
relacdo a opcawanilla equivalente. A primeira solucao analitica para o aprec
mento desses derivativos foi proposta por Merton (1973)siderava a avaliacao
de op¢des de compra com barreira de monitoramento eandio tipodown-and-
out

Nao obstante, constatou-se que a formula encontradé&tarséria valida para
avaliacao de opcdes de compra americanas, ja que diereaantecipado nao seria
justificavel.

Ressalte-se que, mesmo considerando as op¢des esigpa@iie haver dife-
rengas substancias nos prec¢os entre op¢des com bateemonitoramento con-
tinuo e aquelas com monitoramento discreto, ainda quersgdsye 0 monitora-
mento discreto com base diaria, conforme demonstrado lpan¢z (1994). Out-
ros autores, como Flesaker (1992), Kat e Verdonk (1995) te Keeynen (1996),
chegaram a mesma conclusao, desenvolvendo formuleesdas para avaliagao de
opcdes européias com barreira discreta, em que a lzameida ao longo da vida
util da opgao gtepped barrier options

Heynen e Kat (1994) e Armstrong (2001) derivaram uma saldecthada para
um caso intermediario entre as op¢des com monitoranmmritinuo e aquelas
com monitoramento discreto (as chamadas opc¢des easp@m barreira valida
somente em uma janela de tempo especificajindow barrier optionsu partial
barrier optiong. Ja Broadie et alii (1999) propuseram uma corre¢ao dmodelo
para aprecamento de op¢des européias com barreifagamara estimar o preco
de opcdes com barreira discreta em que, dependendo defreig do monitora-
mento, a barreira & deslocada de forma a ajustar o model@maso discreto. En-
tretanto, os resultados obtidos indicam que a aproximaga é adequada quando
o preco de barreira € definido em valor proximo ao do atilgacente.

Assim, conclui-se que 0s precos obtidos por solucddsafites para opcdes
com monitoramento continuo nao se estendem para ag®pi monitoramento
discreto. Adicionalmente, constata-se que, quando asit@srecebem monitora-
mento discreto, torna-se mais dificil a obtencao de whego fechada ou mesmo
a solucao do problema por meio de métodos numeéricos.

Como usual, mesmo no caso das op¢des com barreira de naoméoto con-
tinuo, as opc¢des americanas eliminam quase sempre iifjdade de solucao
por meio de formulas analiticas fechadas. Por consegjuént paralelo ao desen-
volvimento de solu¢cdes numeéricas, aplicadas somentasm europeu, diversos
métodos foram desenvolvidos para avaliagdo dessestiens, seja no caso de
monitoramento continuo ou discreto. Nessa linha, desdabalho classico de
Cox et alii (1979), entre as adaptacdes de modelitise destinadas a avaliacao
de varios tipos de opcao, inclui-se aquelas direciosadevaliacao de opcdes com
barreira.
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Boyle e Lau (1994) propuseram um método lattice que fosgarecos do ativo
subjacente nos nods da arvore a coincidirem com os pregbareira. Entretanto,
a metodologia empregada pode tornar a arvore impratieavéuncao do numero
elevado de discretizagdes. Seguindo a linha de Boyle €128#4), varios outros
autores desenvolveram adaptacdes do mégitice para avaliacao de opgdes com
barreira— Derman et alii (1995), Ritchken (1995) e CheukrstMd 996) —, porém,

o problema de convergéncia persistia, principalmentecasss de avaliacao de
opc¢des com monitoramento discreto da barreira.

Na esteira dos modeldattice aplicados a avaliagao de op¢des com barreira,
Figlewski e Gao (1999) introduziram o Adaptive Mesh ModeMW), que se
destaca pela flexibilidade e melhora na eficiéncia dag@swanomiais aplicadas
a avaliacao de opc¢des européias ou americanas cairaade monitoramento
continuo. Ja no caso das opc¢des européias ou amegicanabarreira de mon-
itoramento discreto, Ahn et alii (1999) foram os primeirgsrapor uma soluc¢ao
baseada nédaptive Mesh Mod€¢AMM), apesar da dificuldade ainda maior para
avaliacao destes derivativos por meio dos métdaltise.

O presente artigo considera a avaliagao de opcdes @nes com barreiras
monitoradas de forma discreta — 0 caso mais complexo — & ganima adaptacao
do modelo GVW (Grant et alii, 1997) de forma a considerar s&gmea de bar-
reiras discretas. Cabe destacar que o modelo GVW foi dels@hvariginalmente
para avaliacao de opcdes americavenslla e opcdes Asiaticas. O trabalho com-
prova a flexibilidade dos modelos de simula¢ao de MontéoQeara avaliacao de
derivativos com maior complexidade. Além do aprecamela@mpcao, o0 mod-
elo desenvolvido permite a identificagao da curva delgatdvando em conta a
presenca das barreiras, parametro que pode ser intetegsaia 0S negociadores
desse derivativo. Uma vantagem adicional do modelo, engdelaoAdaptive
Mesh Modelble Ahn et alii (1999), € a possibilidade de sua aplicagho dificul-
dades as op¢des com monitoramento continuo da barreira

O artigo esta dividido em cinco se¢des. Ap0Os a presairteducao, o item 2
apresenta uma descricao Adaptive Mesh Mod€/AMM) de Ahn et alii (1999),
utilizado como parametro de comparacao. No item 3 ésgmtada a adaptacao
do método GVW (Grant et alii, 1997). No item 4 sao aprestagas aplicacoes e
comparacoes realizadas dos dois modelos, onde forarideoadas opgdes amer-
icanas com barreiras discretas do tipmck-out-and-dowrcomparando-se os re-
sultados encontrados por cada metodologia empregadalmieint&, o item 5 &
dedicado aos comentarios e conclusdes finais.

2. O Adaptive Mesh Model (AMM) para Avaliacao de Op@es Americanas
com Barreira de Monitoramento Discreto

Desde o trabalho classico de Cox et alii (1979), diversapi@gdes de mo-
deloslatticetem sido desenvolvidas, incluindo-se aquelas direcicnadaaliacao
de opg¢des com barreira. A vantagem desses modelos noemizlré a relativa
simplicidade e a reconhecida eficiéncia quando aplicansmis variados casos.
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Figlewski e Gao (1999) introduziram Adaptive Mesh Model/AMM), um
modelo flexivel que aumenta consideravelmente a efi@&has modelotattice
trinomiais aplicados a avaliacdo de op¢des eurgp@isamericanas com barreira
de monitoramento continuo. De acordo com essa metodoladiavore basica
(coarse meshe usada em todos os instantes de tempo discretizadospmragior
namero de discretizacdeng meshé construido nas areas em que os calculos
sS40 mais criticos, ou seja, onde o preco do ativo subfa&proximo ao preco de
barreira.

Ahn et alii (1999) propuseram uma solu¢cao baseadadaptive Mesh Model
para o caso das opgdes européias ou americanas conrddgenonitoramento
discreto. Nesse caso, as areas mais criticas, em que wnmiaiero de discreti-
zacgOes € construiddirfe mesh sao aquelas em que a barreira discreta € valida
e 0 preco do ativo subjacente & probximo ao preco de barr€omo o caso de
monitoramento discreto da barreira & mais complexo, arigésca seguir trata
justamente do modelo proposto por Ahn et alii (1999).

No modelo de Figlewski e Gao (1999) e no modelo de Ahn et 899) & im-
portante que a malha fina seja isomorfica, o que possibilgangalhas ainda mais
finas sejam adicionadas a partir do mesmo procediment@apligara constru¢ao
da primeira arvore fina. Assim, torna-se possivel methan@solucao em deter-
minada area da arvore sem a necessidade de aumentaretizbg&o em todos os
pontos da mesma.

2.1 Construgao daarvore trinomial b asica oarse mesh

Para construcao da arvore trinomial basica, assunigise preco do ativo
subjacentef) segue o seguinte processo de difusao:

0.2

dlnS:(r—T)dﬁ—i—adZ Q)

onde:

r & ataxa de juros livre de risco;

o € avolatilidade do ativo subjacente e
dZ & um processo de Wiener.

DefinindoX = inSea = (r — "72) , temos que:

dX = adt + odZ (2)
Esse processo é discretizado e aproximado pelo seguatesso trinomiat:

—a
Xipr — Xy = { m = ak, com pobabilidadep,, =1 — % (3)
d = ak — ch, com pobabilidadep; = 5~

=

u = ak + oh, com pobabilidadep, = -

1para maiores detalhes, ver Figlewski e Gao (1999) e Ahnig1an9).
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ondek representa a discretizacao do temphb a discretizacdo do preco do
ativo subjacente. As probabilidades de que haja um movonéatalta, inter-
mediario e de baixa, s39,, p.. €p4, respectivamente.

Assim, como em qualquer métodtiitice, o valor da opcao para um determi-
nado instante de tempo)( e o valor do ativo subjacenteX), V(X,t), &€ com-
putado a partir dos valores obtidos nos nos do periodargegu

V(X,t) = exp(—rk)[puV (X + ok + ah,t + k) (4)
+ V(X + ok, t+ k) +paV (X + ak — ah,t + k)]

O modelo funciona para qualquer valor positivofde k. Para que o processo
discretizado por meio do modelo trinomial possua 0s mesm@&pos cinco mo-
mentos do processo continuo lognormal, representadouzg@q 12, e que se de-
seja aproximar, os valores encontrados paga, , pq € p., devem ser, respectiva-
mente:o(v/3k), 1/6,1/6 €2/3.2 Alem das datas em que a barreira & valida, pode-
se melhorar significativamente o modelo ao se consideramgseno uma op¢ao
com a complexidade das op¢des com barreira podem seai@d@slcomo se fossem
opcdes européias no instante de tempo imediatamergga@rdgo vencimento. De
acordo com Figlewski e Gao (1999), usando-se uma formuateaefta para opcdes
européias elimina-se o erro de nao-linearidade produgala discretizacao da
arvore ao redor do preco de exercicio da opcao na dater®mento. Uma al-
ternativa para eliminar o erro de nao-linearidade é adwalata de vencimento
da opgdo o mesmo procedimento de discretizacbes adisiaitilizado nos pon-
tos em que a barreira € valida. Este foi o procedimentizatib na aplicacao do
método realizada no presente trabalho, ou seja, optoetaecpnstrucao de um
maior nimero de discretizacddmé meshpara avaliacao da opcao em sua data
de vencimento, conforme proposto por Figlewski e Gao (1999)

A seguir sao descritas as duas etapas para construcaoval@ fina. Na
primeira constroem-se as discretiza¢des adicionaie erdlata anterior a barreira
e a data da barreira, aplicando-se ramificacBes de &rtrimemiais. Na segunda,
definem-se as discretizacdes adicionais entre a datarddrba@ a data seguinte a
data da barreira, quando sao aplicadas tanto ramifisaigiemiais quanto quadri-
nomiais.

2.2 Construgo daarvore fina entre a data anterior a barreira discreta e a
data da mesma

Considerando que a arvore trinomial basicaafse meshtenha/N periodos,
a discretizacao do tempoke= T'/N, ondeT representa o prazo da opcao. Para
construgcdo da arvore fina, os nds da arvore passam @ skfinidos com base
em mudancas no preco do ativo subjacente, equivalengedaa; mudancas no

2Esses valores s&o encontrados a partir de um sistema de gaancdes, tendo essas quatro
variaveis como incognitas. Para detalhes, ver Figleeskao (1999).
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preco na arvore anterior (considerando a primeira @rfioe — modelo AMM1, a
arvore anterior € a arvore basica). Adicionalmentdpd®a a reduzir a mudanca
no preco & metade, mantendo-se a mesma relacéo entreoo &0 tamanho da
mudanca no preco do ativo subjacente, o intervalo de tetep@ser reduzido para
1 do tamanho do intervalo de tempo da arvore anterior. Assémy/ & o nivel da
arvore, sendo a arvore basica aquela emquzigual a zero, entad:™ = h/2M
ekM =k /4M.

Por conseguinte, para reduzir a mudanca no preco a metadenero de inter-
valos de tempo sera quadruplicado, e o nimero total deanésvore sera 16 vezes
maior entre a data anterior a cada barreira discreta e a@dat@sina. Finalmente,
para construcao de cada arvore fina, basta substituialosegh,; = h/2M e
kar = k/4™ na equagao 13.

2.3 Conectando cadarvore fina

O prbximo passo & conectar a arvore fina a arvore an{griccaso do AMM1,
a arvore original, para o AMM2, & arvore fina do AMM1, eiaspor diante).
Assim, considerando a arvore anterior, o procedimentegamom a divisdo, em
dois intervalos, do periodo que se inicia na data da barthbscreta e termina
na data posterior & mesma, sendo o primeiro intervalo darthmigual & /4 e
0 segundo de tamanl3d /4. Assim sendo, o primeiro subperiodo da arvore fina
equivale a} do intervalo de tempo da arvore anterior, e o segundogedquivale
as.

! ApOs a construgao dos nos no primeiro subperiodo & parérvore trinomial
(har = h/2M ekyr = k/4M), chega-se a dois tipos de nos no instante da barreira.
Para aqueles em que o preco do ativo subjacente coincide poago da arvore do
AMM anterior, aplica-se a arvore trinomial novamente gitbindo-se a mudanca
no prec¢o do ativo subjacente por h e o intervalo de temp@ppt. Isso leva as
probabilidade®,, = p; = 1/8 ep,, = 3/4. Para 0os n6s em que o preco do ativo
subjacente situa-se entre os pre¢os da arvore do AMMiantaplica-se a arvore
quadrinomial para definicao dos valores da opcao. Asmlmrsek = 3k/4 e
adotando-se 0 mesmo procedimento apresentado para @dostia arvore trino-
mial, pode-se definir os trés primeiros momentos da argaezrinomial como
sendo iguais aos da distribuicao lognormal que se degejaianar. Encontrando-
se a média, a volatilidade e a curtose, chega-se entadra ggaacdes com quatro
incognitas (as probabilidades devem somar 1). A soldggoroblema resulta em
uma arvore binomial, com apenas os dois nos intermediéia arvore quadrino-
mial, conforme apresentado nas equacdes 15.

uu = ak’ + 30h/2, com probabilidadep,,, = 0
X _x ) u=ak'+oh/2, com probabilidadep, = 1/2 (5)
1T A1/4 =Y g — k! — oh/2, com probabilidadepy = 1/2
dd = ok’ — 30h/2, com probabilidadengq = 0
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A estrutura isomorfica da arvore fina permite desenvols@réximas arvores
finas a partir do mesmo procedimento descrito anteriormétaeexemplo, para
o0 modelo AMM2, a mudanca no pre¢o e no intervalo de tempardaré fina
final passa a s€i. = h/4 e kyr = k/16 nos intervalos iniciais, é; = h/4 e
k' = 3k/64 no Gltimo intervalo ap6s a barreira.

3. O modelo de Grant, Vora e Weeks (GVW)

O modelo GVW (Grant et alii, 1997) & dividido basicamente @uas eta-
pas principais. Na primeira, a partir de simulacdes zadks recursivamente,
determina-se a curva de gatilho, que consiste nos preftasrdo ativo subja-
cente em cada instante de tempo discretizado. Esses peggesentam aqueles
Nnos quais o proprietario da opgao permanece indiferamite o exercicio imedi-
ato ou a postergacdo do mesmo até ao menos a data sequaridp nova decisao
devera ser tomada.

De forma a identificar o preco de exercicio critico pai@edcastante de tempo,
inicia-se um processo de otimizacao a partir de um prioregnjunto de trajetorias
simuladas para o ativo subjacente, realizadas a partirst@rnite anterior ao venci-
mento. ApOs estas primeiras simulagdes, sao reabzadio novas simulacoes
de periodo a periodo, sempre caminhando em direcatazadgerior, até que se
chegue a data seguinte a de emissao. Assim, as sineglagdiais definem o preco
critico do ativo subjacente no instante anterior ao veanimda opcao]” — 1.
As simulagbes seguintes, realizadas a partif'de 2, geram como resultado o
preco critico do ativo subjacente no instaiite- 2. Nas simulacdes realizadas em
sequéncia, define-se o preco critico do ativo subjacentestantel’ — 3, e assim
por diante.

Uma vez que o preco critico para todos os instantes de tégnpa sido iden-
tificado, a etapa seguinte do modelo consiste na reabizdeznovas simulacdes
a partir do instante inicial, e o valor da opgao americara a média aritmética
dos fluxos de caixa obtidos em cada trajetoria descontatasata de emissao.
Esse procedimento & analogo a estimacao do valor deopgio européia, mas
levando-se em conta que, em qualquer data, sera 6timoegx@iopcao sempre
gue o preco do ativo subjacente for superior ao precizarmbtido na etapa ante-
rior do modelo.

3.1 A curva de gatilho no modelo GVW

O procedimento para determinacao da curva de gatilhoezaprento de uma
opcao de compra americana a partir do modelo GVW pode semido por meio
das seguintes etapas:

1* etapa — Divide-se o periodo até o vencimento da opc¢aoranmumero
finito de intervalos, adotando-se como preco critico deaubjacente.§) um
valor igual ao prec¢o de exercicio da op¢ao no vencim@hypX .

2% etapa — Para o instante imediatamente anterior ao ven@nad@nbpcao
(T —1), adota-se como preco inicial do ativo subjacente um vglal ou préximo
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ao preco de exercicio da opgao, ou séjp, ; = S5 = X. Iniciam-se entao as
simulacdes chegando-se a diversos valores para a opcarstantel’. O valor

final da opcao enT’ — 1 € estimado pela média desses valores descontados por
um periodo. Se o respectivo ponto atender a condicaoditeienca entre ex-
ercer a op¢ao ou manté-la viva, ou seja, se atender &&ouay_, — X —

e "Er_1[Cr(S})|Sr—1 = S;_,] < D, ter-se-a o valor critico do ativo objeto
no instantel’ — 1, ondeD representa a tolerancia aceitavel entre os dois valores
para que se assuma o preco critico. Caso a condicadoantao seja atendida,
deve-se realizar um acréscimo no valor$fe e reiniciar o processo de busta:
Syry =85 _y+konde:Ep_y [Cp(S;)|Sr—1 = S}_,] representa o valor esper-
ado emI’— 1 do valor da op¢ao de compra dado o preco critico do atibasente
emT —1; S;_, ek sao constantes.

3 etapa — Encontrado o valor critico do ativo objeto®m- 1, S7._,, deve-
se entao continuar o processo de busca de precos critegetindo 0 2 passo
recursivamente até o instante inicial, ou seja, refazendesde o instanté — 2
até a data de emissao da opc¢ao. Para o insfant@, a opcao devera ser avaliada
em cada momento posterior ao tempo em questao, ou sejapstastes’” — 1
e T, respeitando sempre o processo decisorio de exerceraa op@ndo o preco
simulado do ativo ultrapassar a curva de gatilho. Apobdddas as simulacdes
emT — 2, partindo de um preco critico effi — 2 igual aquele encontrado para
T —1(S5_o =55_,), ovalorfinal da op¢ao el — 2 sera a média dos valores
encontrados da opcdo em cada simulagao, descontadoa gatél” — 2. Assim,
se o respectivo ponto atender a condicao de indiferengg@ exercer a op¢ao ou
manté-la viva, ter-se-a o valor critico do ativo objetoinstantel’ — 2. Caso a
condigcdo anterior ndo seja atendida, deve-se realimaaeréscimo no valor de
S*r_9 ereiniciar o processo de busesi” , = S xp_o +k.

4* etapa — Ap0s a construgao da curva de gatilho a partirdepassos ante-
riores, 0 passo seguinte consiste em realizar novas sidedacpartir da data de
emissao da opcao, considerando o preco inicial do atijeto,S,. O preco final
da opc¢ao sera o valor médio de cada trajetbria trazidda presente.

3.2 Defini@do das trajetorias de preco do ativo subjacente

Admitindo-se que o preco do ativo subjacente siga um Mortm&eométrico
Browniano, pode-se demonstrar que o modelo discreto apdupde evolugdo do
logaritmoneperianado pre¢o da a¢ao subjacente é:

St — St_le(u—a2/2)At+08\/E (6)

ondeS; representa o preco do ativo subjacente no instanteé a expectativa
de retorno do investimento no ativo subjacenté&s o desvio-padrao do retorno
logaritmico do ativo subjacentes,eeé uma variavel aleatoria que segue uma
distribuicdo normal padronizada.

3para opc¢ao de venda, deve-se realizar um decréscimdaoradess ;..
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Em uma avaliagdo neutra ao risco, a expectativa de retboriavestimento
na acao subjacente ja esta embutida no seu preco, o fgue nao se torna
necessario conhecé-la. Desta forma, antes de iniciamatagdes, deve-se substi-
tuir 4 pela taxa de juros livre de risco na equacao (6). Assimrtir pla simulacao
de valores para, sao definidas as possiveis trajetorias a serem peatosrpelo
valor do ativo subjacente ao longo do tempo.

3.3 Avaliagdo de op@es americanas de compranock-out-and-downcom
monitoramento discreto da barreira através do modelo GVW

Para avaliacao de opc¢des americanas de cokmoek-out-and-dowoom mo-
nitoramento discreto da barreira, 0 modelo GVW deve sofgermaas modifica-
cdes. Na primeira alteracao, realizada na etapa ddragée da curva de gatilho
(etapa 1 do modelo), deve haver a incorporacao da badeiipoknock-out-and-
downnas datas em que a mesma é valida. Esse procedimentoaraplivalores
distintos para a nova curva de gatilho em relacdo aqugieseriam obtidos para
a curva de gatilho da opc¢ao vanilla equivalente, ja quegiaulacdes em que
o preco do ativo subjacente atingir o preco de barreira sra data em que a
mesma é valida, terdo valor distinto daquele que sers@mwhdo caso a barreira
fosse inexistente. Cabe observar que nas aplicacdes delomealizadas no pre-
sente trabalho, o valor da op¢ao em cada trajetoria agadjue atinja o preco de
barreira sera igual ao valor presente do rebate.

Outra alteracao necessaria no modelo GVW refere-senasegdes realizadas
a partir da data inicial, apbs a curva de gatilho ja ter siei@rminada. Da mesma
forma que na etapa de construcao da curva de gatilho, asiraartambém de-
verao estar presentes nessas Ultimas simula¢cdezadadi. Assim, além da curva
de precos criticos do ativo subjacente, representandeles) precos que, caso
atingidos, resultariam no exercicio imediato da opbaaginda um vetor de precos
criticos do ativo subjacente (caso o monitoramento dabarseja continuo, have-
ria uma nova curva — barreira movel — ou uma linha reta — rarfiga), represen-
tado pelos precos de barreira nas datas em que a mesmiaa& vassim, para
gue cada trajetoria percorra a vida (til da opgao atg@to vencimento, torna-se
necessario que os precos gerados em cada instante de sgngmo-se dentro de
um tlnel de precos cujos limites superior e inferior gwesentados pela curva de
gatilho e pelos precos de barreira nas datas em que a mesiida respectiva-
mente. Caso o limite inferior do tinel de prec¢os seja amg valor da op¢ao na
trajetoria sera o valor presente do rebate. Ja no casmie superior ser atingido,
o valor da op¢ao na trajetoria sera o valor presente docceio da opcao na data
em gue o limite foi extrapolado.

4Consideraram-se opgdes em que o investidor recebe odalmbate assim que o preco do ativo
subjacente iguala-se ao preco de barreira em uma data eanmyesma é valida.
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3.4 Técnicas de aceleraip de conver@ncia

Sabe-se que o valor de alguns parametros utilizados nol;mGY&N podem
exercer influéncia direta na precisao dos resultadosexamnplo, dependendo da
maneira com que se realiza a estimacao dos preco®siiara o ativo subjacente,
pode-se incorrer em erros significativos para o valor d@opgma primeira me-
dida para reducao desses erros & adotar-se maior tiacéet para as mudancas
no prec¢o do ativo subjacente, ou ainda aumentar-se o iteesimulacdes uti-
lizadas na estimativa de cada preco critico.

Outro parametro que pode determinar a precisao do madelmiimero de
datas de exercicio antecipado (nimero de precosasitic cada curva de gatilho),
que no limite sera representado pelo nimero de instaptésntpo discretizados.
Quando este nimero é restrito, 0 modelo também podeajpiegvalores tenden-
ciosos para a opgao. Portanto, torna-se critico utilisanmero suficientemente
grande de datas de exercicio para que o resultado na@sdgntioso.

A seguir, sao descritas duas técnicas de aceleracaonstergéncia aplicadas
no modelo GVW desenvolvido no presente trabalho. O objetavaplicacao das
mesmas & melhorar a precisao dos resultados, assim compasto tempo com-
putacional a partir principalmente da redu¢ao do nUrdersimulacdes necessarias
para determinacao da curva de gatilho.

Seqencias quase-aledirias

Enquanto a simulacdo de Monte Carlo (SMC) gera uma seipéa nimeros
pseudo-aleatérios, a simulacao de Quase-Monte Ca@M(S gera uma sequén-
cia de nmeros quase-aleatorios, em que as amostraslsamsadas de modo a
preencherem de forma uniforme todo o dominio da simolae@tando agrupa-
mentos e vazios. Em funcéo da maior uniformidade dasesemas obtidas, estas
sao também denominadas sequéncias de baixa disci@panc

Dependendo do ativo analisado, o uso de SQMC pode trazepgamh efi-
ciéncia e precisao em relacao a SMC. Todavia, um pnoadleonhecido das se-
guéncias de baixa discrepancia & que as mesmas perdeforanisede conforme
se aumenta o nimero de dimensdes do problema (Frota,. 206B8ronseguinte,
caso nao seja trabalhada adequadamente, pode-se copawErSQMC é inade-
guada para a avaliacao de op¢des americanas, ondessm@mdimensdes € dado
pelo nimero de datas de exercicio.

O modelo Quase-Monte Carlo (QMC) hibrido surge como adtitra a SMC e
a SQMC tradicional para avaliacao de problemas com ditaensdes, mantendo
as mesmas propriedades de baixa discrepancia das sepugoese-aleatorias
aplicadas a problemas de poucas dimensdes. O algoritmodeloxQMC hibrido
permuta aleatoriamente uma sequéncia basica de nUmease-aleatorios, de
modo a gerar novas sequéncias independentes para cadsdmuo problema.
Assim, para montar uma matriz de nimeros quase-aleatdedamanhad/ x
N, onde M representa o nimero de simula¢des e N o nUmerantEnsgdes, o
primeiro passo & gerar uma sequéncia de nimeros queséés de tamanho
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N — as sequéncia de Van der Corpus, Halton e Sobol sao acordiscidas nas
aplicacdes em financas —, que representara a primdiraacda matriz\/ x N.
Para elaborar as demais colunas da matriz, basta permutalooss da primeira
coluna, ou seja, todas as colunas possuirdo 0s mesmosébsm@mas organiza-
dos em ordem aleatbria. Para se obter independéncia go tincada trajetoria
(linha da matriz\M x N), deve-se adotal/ maior do queV, ja que esta medida
facilita a reducao da correlacao que pode existir enu@ecjas quase-aleatoérias.
De qualquer forma, mesmo paM = D, a sequéncia pode ser suficientemente
independente na pratica.

Assim, como o objetivo do modelo desenvolvido no preseraigatho &€ a
avaliacao de opcdetown-and-outlo tipo americana, representando um problema
de altas dimensdes, optou-se por adotar o modelo QMCdbilbom sequéncias
de Halton tomadas como base para construcao das matdzesntderos quase-
aleatorios. Ressalte-se que, apods gerar a matriz N, composta por sequéncias
de nimeros com distribuicdo uniforme, o passo segeimietér as sequéncias de
nameros com distribuicao normal padrao, necesspaesdefinir as trajetorias de
precos do ativo subjacente, conforme a equacao (6).nestasequéncia € obtida
a partir da inversa da fungao cumulativa de probabilidat#edistribuicao normal,
gue converte cada nimero da matriz de distribuicao tmigcem um nimero da
nova matriz de sequéncias com distribuicao normalgadr”™

O método de bissecio

Conforme visto, no método de GVW, o valor critico no ins¢dhii — At pode
ser definido como o valor que iguala os termos da seguinteaqua

Stoni— X = e A Er_ 5y [Cr(S7)|Sr- a0 = S7ad] (7)

Considerando a logica de programacao, encontrar o &lizo S;._ A, Sig-
nifica encontrar o valor d&7._ ,, que anula a equagao 17, ou seja, encontrar o
zero da seguinte func¢ao:

fl9) =9~ X — e "2 Er_at[Cr(S7)|ST-ar = ¢] (8)

Para isso, primeiramente estimafse” > Er_a¢ [C7(S5)|ST—ar = g] atra-
vés de simulagdes de trajetorias para o ativo subjagentindo dg. Em seguida,
utiliza-se um método numeérico de aceleracao de cobweig, como o método de
bisseccao, para encontrar a raizfde). Esse procedimento foi utilizado entdo no
modelo apresentado neste trabalho em substituicdoetapa do modelo GVW
original descrita no item 3.

Assim, considerando um intervale, b], em quef(a) x f(b) < 0, ou seja,
onde existe pelo menos um zero da fun¢ao método da bisseccao consiste em
subdividir, sucessivamente, este intervalo a metadesiderando o subintervalo
onde se verifica a condicao de mudanca de sinal dos extrdfste processo pode
ser repetido até o intervalo ser tao pequeno quanto oatEsefssim, geralmente
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serd necessario escolher uma tolerancia ou intervalguaba raiz def(g) es-
tard confinada e, possivelmente, definir um nimero maxiemdgeracdes para o
algoritmo de busca.

O algoritmo descrito a seguir, baseado no método de hisepode melhorar
sensivelmente a velocidade de convergéncia do modelo ®éwe haver cuidado
especial na escolha dos valores iniciais da curva de gali#llmodo a nao ultrapas-
sarem os valores criticos das respectivas datas de @wreantecipado. Escolhidos
valores iniciais adequados, que por sua vez dependem daasimintervalo de
busca para o preco critico do ativo subjacente, tem-se:

e 1° ponto de busca:.S;_,)1 = M

Intervalo de busca a que o prego critico fica restfigd:, (S5 )max]

e 2° ponto de busca: S8 , — X < e "Er_; [Cr(S:)):

Entdo, o 2 ponto de busca seréS;._,)2 = W

Intervalo de busca a que o prego critico fica restfigt:, (S5._; )1 |
SeS}ft —X>e "Er_, [CT(S%)]

Entdo, o 2 ponto de busca seréS;._, )2 = (S 1)1+(ST 1)max

Intervalo de busca a que o preco critico fica restr[lttS‘,} )15 (S7_4)max]

Novos pontos de busca sao encontrados até que o intervddasta para o
preco critico do ativo subjacente seja menor que a totdéadotada, quando
entdo o mesmo procedimento & adotado para encontrar,0 priéico do ativo
subjacente na data imediatamente anterior.

4. Aplicacdo e Comparago dos Modelos

Para avaliar a sua consisténcia, o modelo desenvolvide tiebalho foi usado
na estimacao de precos de op¢des americanas de chngeiaout-and-dowoom
monitoramento discreto da barreira. Para tanto, utiligewsm numero de datas
de exercicio sempre equivalente ao nimero de intervaasrdpo discretizados.
Além disso, foram adotados, em cada caso, ao menos 10 vegesaminhos
(n1) para o calculo dos valores criticos do ativo subjeceo que o nimero de
datas discretizadas. Finalmente, o nUmero de simwaginido para o calculo
do valor final da op¢ao (n2) foi de 50.000.

O julgamento da acuracia do modelo foi realizado a partzataparacao dos
prémios estimados, com aqueles obtidos por meio da apbode modeldAdap-
tive Mesh Mode(AM M) de Ahn et alii (1999), considerando a constru¢ao de
oito arvores finas para cada data de barreira (AMMS8). Entcéelas opcdes us-
adas, foram avaliados diversos cenarios, onde se alternéummero de datas em
gue a barreira & monitoradeuj e o valor da barreira. As datas consideradas em
m =1, m = 2em = 3 foram 61 dias, 30 e 61 dias e 20, 30 e 62 dias, respec-
tivamente. Assim, como o modelo desenvolvido & baseaddraniegdes, para
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cada cenario foram gerados cinquenta valores para @& ppigiendo-se a média e
o desvio-padrao dos mesmos.

Para opcdes americanas de comniprack-out-and-downom monitoramento
discreto da barreira, a tabela 1 apresenta e compara otadkesibbtidos com o
modelo desenvolvido (adapta¢ao do método de GVW), coobtidos usando o
Adaptive Mesh Mod€4 M M) construido com oito arvores finas para cada data de
barreira (AMM8). Além dos parametros das simula¢cdescd®s anteriormente,
0s demais parametros utilizados foram: preco do ativiasehte na data inicial:
S = 100; preco de exercicio da op¢ad: = 102; preco de rebatel = 5 (pago no
momento em que a barreira € atingida); desvio-padrawmdi® retorno do ativo
subjacentes = 1,89329%; taxa de juros livre de risco anual:= 13,81143%;
prazo da op¢adl’ = 61 dias.

Tabela 1
Comparacao dos resultados dos modelos GVW e AMM8

m | Barreira| GVW Desvio-padrao| AMMS Erro (%) =
adaptado (GVW-AMMS8)/AMMS
92 6,7881 0,0211 6,8787 -1,32%
1 94 7,0165 0,0226 7,1063 -1,26%
96 7,2398 0,0244 7,3188 -1,08%
98 7,4325 0,021 7,5127 -1,07%
92 7,2873 0,0219 7,3745 -1,18%
3 94 7,5169 0,0219 7,5912 -0,98%
96 7,6587 0,0299 7,7055 -0,61%
98 7,6616 0,024 7,71234 -0,80%
92 7,487 0,0234 7,5866 -1,31%
6 94 7,6585 0,0245 7,7544 -1,24%
96 7,7027 0,0281 7,7722 -0,89%
98 7,5639 0,0275 7,6032 -0,52%

Pode-se notar que ha aderéncia entre 0s precos estirpalbssdois mode-
los, embora o modelo GVW adaptado tenha gerado valoresdigente abaixo
daqueles determinados pelo modelo AMMS. O erro relativolaiis médio foi de
1,02%. Por exemplo, considerando apenas uma data de nzonéoto de barreira
e o prec¢o de barreira igual a 92, o modelo GVW adaptado geropraco para o
derivativo 1,317% inferior ao preco gerado pelo modelo A8IMsse foi 0 maior
erro relativo verificado nos exemplos analisados. Ja oialgmdrao ficou entre
0,0210 e 0,0299, representando, respectivamente, 0,003008% da média das
50 simulagdes utilizadas como estimativa para o pregedivativo.

H& ainda um fato interessante a se destacar na tabela lid&@mslo-se as
opcdes com barreiras monitoradas em apenas umasdata {) e aquelas com
barreiras monitoradas em 3 datas € 3), o preco estimado aumenta na medida
em que o preco de barreira &€ maior. Porém, o mesmo naoecoom as opcoes
com barreiras monitoradas em 6 datas. Neste caso, emboca@ ogpm o menor
preco estimado seja aquela que possui 0 menor preco darbaa que possui o
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maior preco estimado nao & a de maior preco de barreaa,angue possui preco
de barreiraigual a 96.

Embora possa parecer estranho em um primeiro momentoueahgtie a
mudanca no preco da op¢cao nem sempre ocorra ha mesmadaite mudanca no
preco de barreira. Esse fato ocorre, pois além do pre¢@adeira, 0 impacto no
preco da opcao depende ainda de outros fatores, com@o geerebate, as datas
em que a barreira & monitorada, entre outros. Por exengui@rtdo-se por base
trajetorias geradas por um modelo de simulacdo, a pgasa® uma barreira em
uma data qualquer aumentara o valor de uma opeadla equivalente, somente
caso consiga capturar na barreira trajetorias cujo vaksgnte dopayoffsque
seriam gerados ao se desconsiderar a barrgifd{,.;), sejam inferiores ao
valor presente do rebate gerado na data de bariéiFa (,.;.). Como a diferenca

entreV Pp.y0r 5 €V Presate € afetada por diversos fatores, conclui-se que a adogao

de mais uma data de barreira ou a alteracao do preco darbgyode influenciar
o valor final da op¢éo de diversas maneiras.

No exemplo analisado, considera-se uma barreira no val®éBdeonitorada
somente na data imediatamente anterior ao vencimento @ ojitssa barreira
capturaria todas as trajetorias simuladas com precosidnsaibjacente naquela
data iguais ou inferiores ao preco de barreira. Como coptlegexercicio no ex-
emplo analisado € de 102 e, na data de barreira as opgadesi@sa apenas um
passo do vencimento, essas trajetorias teriam alto patefecatingirem o venci-
mento deixando a op¢amt-the-moneyo que significa que dificilmente gerariam
payoffspositivos para a opcao de compra sem a barreira. Fica, @datao, que
a implementagao da barreira nessa data teria como impac&formar um con-
junto de trajetorias com valor presente nulo em trajatbcom valor equivalente
ao valor presente do preco de rebate, gerando impactavpasitore o preco da
opcao. Por outro lado, se fossem alterados a data de mamigato da barreira
(por exemplo, estabelecendo-a logo apbs a emissao @apjogpreco de barreira
ou ainda o preco de rebate (por exemplo, para zero), obwignoeefeito poderia
ser bem diferente.

4.1 Analise de sensibilidade

De forma a verificar a aderéncia entre os resultados apgeekEnpelos dois
modelos (GVW adaptado e AMMS), & avaliado a seguir o conapoento do
preco das opc¢des com 3 datas de monitoramento da bdeeatisadas no item 4)
frente as seguintes mudancgas em determinados par&mg@jreeducao de 100%
no preco de rebate; (ii) aumento de 100% no preco de refiigteeducao de 50%
na volatilidade diaria do ativo subjacente; e (iv) aumated0% na volatilidade
diaria do ativo subjacente. Os resultados sao apresenitedtabela 2.
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Tabela 2

Analise de sensibilidade - opcdes americanas de cokmarek-out-and-downom monitoramento discreto da barreira (3 datas de moniemégo da barreira)

Diferenca (%) Diferenca (%)

GVW em relacao em relacao Erro Relativo (%) =

Alteracao Barreira | adaptado| a opcao originall AMM8 | aopgao original| (GVW-AMMS8)/AMMS8
Reducao de 92 5,6862 -21,97% 5,7747 -21,69% -0,74%
100% no rebate 98 4,7663 -37,78% 4,8018 -37,83% -1,53%
Aumento de 92 8,8715 21,74% 8,9743 21,69% -1,15%
100% no rebate 98 10,5551 37,78% 10,645 37,83% -0,85%
Reducao de 92 3,4193 -53,08% 3,4384 -53,37% -0,55%
50% na volatilidade, 98 49119 -35,88% 4,9206 -36,29% -0,18%
Aumento de 92 10,2396 41,51% 10,4245 41,36% -1,77%
50% na volatilidade, 98 9,9064 29,31% 10,0257 29,81% -1,19%
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Conforme esperado, o0 preco da opcao muda no mesmo seasditeracdes
realizadas sobre o preco de rebate. Por exemplo, aplicedagliacao da opcao
com preco de barreira 98, o modelo GVW adaptado e 0 modelo Blptesen-
tam uma queda de 37,78% e de 37,83% em relacao ao precg@aajginal, re-
spectivamente, quando é considerada uma reducao deridpféco de rebate. Ja
a elevacao de 100% no preco de rebate gerou um aumento/8282 de 37,83%
no preco da opcao, respectivamente. Note-se, portguédia um efeito simétrico
das alteracdes no preco de rebate sobre o preco da.oggdfica-se também que
as opc¢des com maior preco de barreira sao mais sensiseilteracdes no preco
de rebate. Esse fato era esperado, ja que, neste casoatraaior probabilidade
da barreira ser atingida do que na situacao em que a lzaé&eefinida em um
patamar mais baixo.

As opcdes também apresentaram sensibilidade as masleadizadas na vola-
tilidade do ativo subjacente. Este parametro gera doitosfeobre o preco do
derivativo. Alem de aumentar a chance da opcao ficéie-moneytorna também
mais provavel que a barreira seja atingida, gerando partentbr da opg¢ao o
recebimento do preco de rebate que, nos exemplos analjsagoesentampayoffs
com impacto positivo sobre o preco da opcao.

Finalmente, verifica-se, na Gltima coluna da tabela 2, gu#ogs modelos uti-
lizados apresentaram resultados semelhantes em relagludancas aplicadas
nas variaveis, sendo a maior diferenga entre os ressl@ul@sentados pelo mod-
elo GVW adaptado e pelo modelo AMMS8 de -1,533%. O erro redadilzsoluto
médio foi de 0,99%.

Considerando as op¢des com preco de barreira igual a82eaypada na tabela
2, afigura 1 apresenta as curvas de gatilho, representapdequs do ativo subja-
centes que, caso atingidos, resultariam no exercicioiateeda opgcao. Ressalte-se
gue, conforme metodologia descrita no item 3, os precosadeiba sao levados
em conta para construcao das mesmas. Alem disso, da ni@snzeque as curvas
de gatilho, caso o preco do ativo subjacente atinja a lbare@h uma data em que
a mesma seja valida, o fluxo resultante da opcao passaasego de rebate.

Por exemplo, pode-se notar na figura 1 que a reducao de 5@atdidade
gerou um deslocamento para cima na curva de gatilho. Par lawlo, 0 aumento
de 50% na volatilidade gerou um deslocamento para baixo na cle gatilho.
Observa-se ainda que, ao se considerar as variacdes ¢gw qeaebate, as cur-
vas de gatilho ficaram bem proximas uma da outra, situaadidbaixo da curva
de gatilho da opcao original. Outro ponto a se destacareéagas as curvas de
gatilho convergem para o mesmo valor, terminando com vgialia 102 na data
de vencimento. Esse comportamento era esperado, ja qrieaes representa
na verdade o preco de exercicio da op¢ao. Por fim, callac@egjue nao ex-
iste relacao entre a posicao das curvas de gatilho ego fiireal do derivativo, ja
que as simulacgdes realizadas ap0s a construcao dassdevam em consideragao
parametros diferentes em cada caso.
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Opgao original

— — — — Redug&o de
100% no
rebate

—--—- Aumento de
100% no
rebate

———— Redugao de

50% na

volatilidade

Aumento de

50
0
1 21 41 61 81 101 121 141 161 181 201 221 241
Intervalo de Tempo
Figura 1

Curvas de gatilho (preco de barreira igual a 92)

5. Concluses

As opc¢Bes com barreira sao contratos que envolvem caemialexidade, den-
tre outras coisas em fun¢ao do gayoff depender da trajetoria seguida pelo ativo
subjacente. Nao obstante, representam alternativassstntes para cobertura de
posi¢cBes em diversos ativos, normalmente a custosangsrdaqueles que seriam
gerados a partir de posi¢cdes em opoiaslla. Desse modo, a principal motivacao
do presente trabalho foi desenvolver uma nova ferramendizgpaliacdo adequada
desses derivativos — em especial na situacao em que aF&és5320 monitoradas
de forma discreta —, 0 que se torna imprescindivel paragnetimpreensao e uso
adequado dos mesmos.

A adaptacao do método de Grant, Vora e Weeks (GVW) debedaaneste
trabalho, apresentou boa aderéncia em relacao aosadssilobtidos a partir da
aplicacao do modeladaptive Mesh ModglA M M), de Ahn et alii (1999). Desta-
gue-se que, embora as aplicacdes realizadas nestétvabaham se concentrado
nas opc¢deg&nock-out-and-downo modelo pode ser ajustado para avaliacao de
outros tipos de opgao, como as opch@eck-out-and-upknock-in-and-down
knock-in-and-upcaps floors ou ainda as opc¢des com barreira de monitoramento
continuo. Por outro lado, destaque-se que, diferentensntmodelo desenvol-
vido, o modelo Adaptive Mesh Model exige uma modelagem €ifeiada na
avaliacao das opg¢des com barreiras de monitoramentinco (Figlewski e Gao,
1999). Além disso, para avaliacao das opddesck-in 0 modelo AMM exige a
construcao de duas arvores (alem de suas respectilaasiiimas), podendo oca-
sionar um aumento representativo nos custos computasi@rejuanto a primeira
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arvore define o preco de uma opgamilla, a segunda se baseia na primeira para
definir o preco da opcaknock-ir).

Assim, acredita-se que a adaptacao do modelo GVW aqusapteda possa
ser utilizado por participantes do mercado interessadosegiociar esses titulos,
permitindo, além de encontrar seus precos justos, Zagadl de analises de sen-
sibilidade do valor dos mesmos frente a mudancas nos pamdside entrada dos
modelos.

Outra informacao que pode ser gerada sem dificuldadesnpadielo desen-
volvido, sao as probabilidades de exercicio da opcae euk a barreira seja
atingida ao longo de sua vida (til. O calculo das probdades torna-se bastante
simples ap6s a definicdo da curva de gatilho. A probaakdde que a barreira
seja atingida pode ser encontrada pela razao entre o nlmeesimulacdes e o
namero de trajetorias em que uma das barreiras for atirggituma data em que a
mesma seja valida. Analogamente, a probabilidade deiei@da opcao pode ser
encontrada pela razao entre o nimero de simulacdesimern’de trajetérias em
que a curva de gatilho for atingida. A variavel adicionatadefinida é arift das
simulacdes, pois ao contrario do procedimento de apneqto, nesse caso devem-
se realizar simulacdes reais, e ndo neutras ao risco. dbmalagem semelhante
para o calculo de probabilidades de exercicio de opcOesbase em simulacdes
de Monte Carlo pode ser encontrada em lorio et alii (2006).
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