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Teoria de Medidas de Risco: Uma Rev&o
Abrangente

(Risk Measures Theory: A Comprehensive Survey)

Marcelo Brutti Righi*
Paulo Sergio Ceretta**

Resumo

Um aspecto fundamental de uma correta gestao de risco ésunagao, espe-
cialmente a previsdo de medidas de risco. Inicialmenteossiderava medidas
de risco, como variancia, volatilidade e Valor em Riscanoassendo validas por
sua intuicao pratica. Todavia, um sélido arcaboué¢uite se fez necessario para
garantir melhores propriedades para medidas de risco. dpsste & a teoria de
medidas de risco. O presente trabalho apresenta umaaeadieratura abran-
gente sobre teoria de medidas de risco, focando teoriesb@sim extensdes a essa
estrutura fundamental. A apresentacao é focada nasmin classes de medidas
de risco da literatura, que sao medidas de risco coerenézhdas de risco conve-
xas, medidas de risco espectrais e de distor¢cao e medidiestlio generalizado.

Palavras-chave medidas de risco; teoria de medidas de risco; gestao d risc
classes de medidas de risco; revisao de literatura.

Codigos JEL:G10; G19; Cé6.
Abstract

A fundamental aspect of proper risk management is the mewsunt, especially
forecasting of risk measures. Measures such as variankilitypoand Value at
Risk had been considered valid because of their practitaition. However, a
solid theoretical framework it is important to ensure bepie@perties for risk me-
asures. Such background is the risk measures theory. Tpés peesents a com-
prehensive literature review on risk measures theory,diomcuin basic theory and
extensions to this fundamental outline. The paper is stradtin order to cover the
main risk measures classes from literature, which are eothesk measures, con-
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vex risk measures, spectral and distortion risk measureganeralized deviation
measures.

Keywords risk measures; risk measures theory; risk managementnésisures
classes; literature review.

1. Introducéo

Apo0s o trabalho marcante de Markowitz (1952), o risco de pasicao
financeira passou a ser tratado de forma mais cientificaelpesto se con-
cretizou o uso de medidas de variabilidade, como variapeia represen-
tar o risco. Com a evolucao e integracao dos mercadascii@s foi con-
solidada a utilizacao da medida de risco baseada no gdardistribuicao
dos resultados, conhecida como Valor em Ris&ue at risk— VaR), in-
troduzido pela empresa Riskmetrics. Trabalhos que apgesem VaR em
detalhes incluem Duffie & Pan (1997) e Jorion (2007), por exermApesar
deste amplo uso pratico, havia uma falta de estudos qudsdefim quais
caracteristicas uma medida de risco desejavel prexiariNesse sentido,
surgiu toda uma corrente na literatura que discute, prepd@ica as pro-
priedades tebéricas que determinada medida de risco dempricu Com
base nessa discussao teobrica, 0 uso indiscriminado dopsafou a so-
frer fortes criticas. O valor esperado de perdas que superdaR passou
a ser defendido como medida de risco a ser utilizada. Difesesutores
(Acerbi, 2002, Rockafellar & Uryasev, 2002, Pflug, 2000,zA#r et al,,
1999, Longin, 2001, Follmer & Knispel, 2011) propdem osit@s muito
semelhantes sob homes diferentes na literatura, como EspdgadaHx-
pected Shortfal- ES), Valor em Risco CondicionaCfnditional Value at
Risk— CVaR), Expectativa Condicional da Caudai( Conditional Expec-
tation— TCE), Valor em Risco na Caudag|l Value at Risk- TVaR), Pior
Expectativa CondicionalWorst Conditional Expectatior WCE), Além
do Valor em RiscoBeyond Value at Risk BVaR), Valor em Risco Médio
(Average Value at Risk AvaR).

Assim, & grande a importancia da teoria de medidas de estdi-
nancas, tanto de um ponto de vista académico, como @ratina vez
que definicbes tedricas mais consistentes levam a madangportantes
na pratica gerencial do risco em mercados e instituicdedavia, nao ha
trabalhos que apresentem de forma extensiva essa ligeegpecifica. As-
sim, o presente trabalho visa expor de forma abrangenteratiita que da
suporte teorico aos estudos referentes a mensurag@ecdesm financas,
expondo as distintas classificacdes de medidas de risoo,cbmo traba-
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Ihos que discutem essas questdes de ordem mais tetricaco@lds tra-
balhos apresentados & para pesquisas que apresenteinuighndrteorica,
especificamente classes. Estudos que focam em conbt@sugmpiricas,
como estimacao e aplicacdes em outros problemas fimagcbem como
meétricas que nao se encaixam em nenhuma classificapéateforam evi-
tados devido a limitacao de contribuicao que poderi@pnesentar, alem da
necessidade de se manter o escopo do trabalho. Dessa fopresente
trabalho contribui servindo como uma revisao de litegatyure pode ser vir
como um guia dentro deste topico de pesquisa.

Devido ao carater técnico do trabalho, & necessarimidelguns ter-
mos. A menos gue seja explicitado de modo diferente, o udnteé baseia
na seguinte notacao. Considere um mercado de periado, imque sig-
nifica que existe a data atual O e uma data futiraNenhuma transag¢ao
€ possivel entre 0 €. Considere o resultado aleatorld de algum ativo
ou portfélio, definido em um espaco de probabilidadel, P) sem atomos
(atomles} ondef? € o espa¢o amostrdl, € o conjunto de eventos possiveis
em(2, elP & uma medida de probabilidade definida @rdos eventos con-
tidos emF'. Dessa formaFEp[X] & o valor esperado d& sob P. Ainda,
P = {Q|Q < P} &um conjunto ndo vazio, poB e P, que representa me-
didas de probabilidad® definidas enf) que sao absolutamente continuas
em relacao &. Nesse sentido‘j% € a densidade d@ relativa alP, conhe-
cida como derivada de Radon-Nikodym. Todas as igualdadesigual-
dades sao consideradas como quase certd®, emP a.s. @lmost surely
— quase certamente). Tem-se due € a funcao de probabilidade dé e
F);l sua inversa. Comd), F,P) nao tem atomos, & possivel assuiiir
como sendo continua, e & esta suposi¢cao que é feitango o trabalho.
Sejal? = LP(Q, F,P) o espaco de variaveis aleatorias do qiaé um
elemento, com < p < oo, definido pela normd X ||, = (Ep[|X|?])/?
comp finito, e || X||, = inf {k : | X| < k} parap infinito. X € LP sig-
nifica que|| X ||, < oo, ou seja, 0 modulo d& a poténciap & limitado
e integravel. Nesse contexto, medir risco & equivalergstabelecer uma
funcaop : LP — R, ou seja resumir em um namero o risco da posi§ao

A divisao feita aqui visa contemplar as principais clasdesnedidas
de risco presentes na literatura. Assim, o restante dormiees®balho &
subdividido em: i) Medidas de risco coerentes; ii) Medidasisico conve-
xas; iii) Medidas de risco espectrais e de distor¢ao; iedhas de desvio
generalizado e v) Outras classes de medidas de risco. Riaaleasse, o
foco €& na teoria basica e em extensdes a essa estrutgiaiental.
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2. Medidas de risco coerentes
2.1 Teoria basica

O primeiro trabalho sobre axiomas de medidas de risco entfisdni
o realizado por Artznegt al. (1999). Neste trabalho seminal, o termo apre-
sentado pelos autores & o de coeréncia. Segundo estificdggs, uma
medida de risco coerente deve satisfazer quatro axiomasalberma, te-
mos por definicdo que uma medida de risco coerente, naleatgiArtzner
et al. (1999), satisfaz os seguintes axiomas:

Invariancia de TranslacdaX +C) =p(X)-C,VX € LP,C e R

Subaditividaden(X +Y) < p(X) + p(Y),VX,Y € LP

Monotonicidade: s& < Y,entdop(X) > p(Y),VX,Y € LP

Homogeneidade Positiva(AX) = A\p(X),V X € LP, A >0

O primeiro axioma quer dizer que se for adicionado um ganho ee
uma posicao, o risco da mesma deve diminuir nessa exatdidp@e. O
segundo axioma implica em o risco de uma posi¢cao combisadmenor
qgue a soma dos riscos individuais, seguindo o principioigsificacao.
O terceiro axioma exige que se uma posicao tem sempreaessipiores
do que outra, entao o risco da primeira deve ser maior quesegianda. O
quarto axioma é relacionado ao tamanho da posi¢aoe jgtosicdes maio-
res aumentam o risco proporcionalmente, devido a problelméquidez e
custos de corretagem.

Artzneret al. (1999) ainda consideram mais um axioma, além dos qua-
tro que definem o conceito de coeréncia. Este axioma é oleléreia,
como mostrado a seguir:

Relevancia: s& <0eX # 0entaop(X) >0,V X € L
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Tal propriedade, semelhante a monotonicidade, mostraequma po-
sicao sempre gera resultados negativos (perdas), setéidsco € positivo,
isto €, existe risco.

Esta definicdo de medida de risco coerente esta intim@nigada a
questao da regulacdo de uma instituicao, porquantm@ilada com o
gue Artzneret al. (1999) definem como sendo o conjunto de aceitacao.
Essa questao vem diretamente do axioma de invarianciansldcao, im-
plicando em uma medida de risco coerente indicar quanto piéaka
deve ser adicionado a uma posicao a fim de torna-la aekit®ada
uma medida de riscp, 0 conjunto de aceitagao definido comg =
{X e L?: p(X) <0}, isto &, os resultados que levam a uma situa¢ao que
nao ocorram perdas, ou seja, sem risco positivo. S&j@ cone de ele-
mentos nao-negativos d&, e L” sua contraparte negativa. Artzredral.
(1999) argumentam que todas as medidas de piptausiveis tem um con-
junto de aceitacadl, que satisfaz as seguintes propriedades: codig&m
nao tem interseccao conf , e & um cone convexo.

Dessa forma, Artznegt al. (1999) formalmente definem que dado um
conjunto de aceitacad, a medida de risco associada a esse conjunto &
p(X) = inf{m: X +m € A,}, isto & o minimo de capital que precisa
ser adicionado a posi¢ca® para torna-la aceitavel. Um regulador deveria
escolher um conjunto de aceitacao e a medida de riscamafia quanto
de capital & preciso ter em reserva para evitar desastads rassaltar que
0s autores demonstram que se um conjunto de aceitacampesas pro-
priedades definidas anteriormente, entdo a medida deassotiada a esse
conjunto & coerente. Da mesma forma, se uma medida de gisce-
rente, entao o conjunto de aceita¢ao vinculada com esdaepreenche
as propriedades exigidas. Artzretral. (1999) mostram que toda medida
de risco coerente pode ser expressa por uma representagiaga forma
p(X) = sup Eg[—X], podendo ser entendida financeiramente como o

QeP,

€Pp

pior resultado esperado dédentre os cenarid® € P, C P, para espagos
de probabilidade discretos.

2.2 Extendes: expando narepresentag@o

Com a consolidacao dessas propriedades teoricas, essudes axi-
omas de coeréncia se tornou ainda maior. Conforme taisnasidoram
sendo mais estudados, novas discussoes foram surginoi@ &tensao na
representacao, Delbaen (2002) apresenta todo o cavgodale medidas
de risco coerentes para espacos gerais de probabilicaal@penas os dis-
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cretos. Os resultados sao derivados para o espago @weiarlimitadas,
isto &, L°°, assim como para o0 espaco de todas as variaveis alesatouia
seja,L0. Axiomas, conjunto de aceitacao, representacao dwatlas as ca-
racteristicas presentes em Artzeeal. (1999) sao generalizados. Esta ex-

tensao é possivel com base na caracteriza¢ag = sup Eg[—X], onde
QePs
P, = {Q e P : Ep[X] < oo} s@o espagos convexos fechados de medi-

das de probabilidade que satisfazem a propriedade de qaevéoivel
aleatbriaX é integravel para pelo menos uma medida de probabilidade
Q € P,. O autor mostra que tal representacao & equivalente aandd
risco coerente apresentar a propriedade de continuidade de Fatou, ou seja,
se{X,},~, C L™ éuniformemente limitado, &, % X, isto &, converge
paraX em probabilidade, entdg X) < lim,,_,~ inf p(X,,). Inoue (2003)
estende a teoria de medidas de risco coerentes para espaisageraid.?,
coml < p < oo, NAo considerando os espagdse L. O autor supde
gue as medidas coerentesao continuas, chegando na representacao dual
p(X) = sggEum[(—X)g], ondeG = {g:g >0, Eplg] = 1,||g/l; < oo},
g

com%+% = 1. G pode ser entendido como conjunto de medidas de proba-
bilidadePs = {Q € P n L?}. Por sua vez, Kountzakis (2009) considera
medidas de risco coerentes para posi¢cbatefinidas em espacos vetoriais
ordenados com norma. O autor adapta axiomas, conjuntosedagio e
representacao dual para o caso analisado.

Outra extensao é referente a questao dataxa de jurdzaddl
No trabalho seminal de Artznet al. (1999), tem-se que(X) =
inf {m : X +m € A,} € uma medida de risco definida com base no con-
junto de aceitacael,. Se existisse apenas uma taxa de jurosonside-
rando posicoes futuras se tefig X) = inf {m : X +mr € A,}. Artz-
ner et al. (2009), visando elucidar a ligacao entre mensuracadsde
e eficiencia de capital, introduzem a nocao de customdnpara uma
posicao tornar-se aceitavel quando existem diversas @e juros no mer-
cado. A motivacao & que podem existir no mercado pesigfue utilizam
taxas de juros domésticas e estrangeiras, cComo no caseeadtinmentos
internacionais. Assim, o conceito de representacao Godas da forma
ps(X) =inf{m: X +S €A, SeS, 5 =m}, ondeS sao portfolios
compostos por diferentes taxas de jurgsé&o subconjunto d&° que con-
tem valores futuros d&. Sob certas suposicdes, 0s autores mostram que
essas medidas de risco tem propriedades similares as @éacieer

Dando sequéncia, se tem na literatura de medidas de riscertes a
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proposicao de algumas representacdes, sem necessaigadebater no-
vos axiomas. Tais representacdes podem ser entendidas subclas-
ses de medidas de risco coerentes. Sobre esse respeioeri&lKnis-

pel (2011) estudam uma versao coerente de medidas exsOpanto em
situacdes de invariancia de lei como de ambiguidade déelno Tais

medidas entropicas coerentes tém representacao ma fgrX) = sup

€Pe
Eg[-X],P. = {QeP:HQ/P)<c}, ondeH(Q/P) representaQe en-
tropia relativa d&) em relacao &. Em particular, os autores discutem o
comportamento dessas medidas no caso de riscos indepeEsdesiia co-
nexao com limites. Para exercer melhor controle na caudeadn e facil-
mente descrever a atitude em relacao ao risco por partevestidor, Chen
& Wang (2007) propde uma nova classe de medidas coerentéscoe
minimizando p-normas, ou SGIE]PHXPH)%, das perdas mais relevantes,
dado um nivel de significancia com relacao a algum ponto de referéncia

Sl

s. Essas medidas tem a formay, p)(X) = ;gﬂg(w —s). Os
autores demonstram que essa nova classe de medidas teraqades ma-
tematicas satisfatorias, e que resultados empirigpsr&am as conclusdes
tebricas e a praticidade do uso dessas medidas. O uso maiscquando
do desenvolvimento de uma classe de medidas coerenteéaga@d de
recursos em uma carteira de investimentos.

Nesse sentido, Fischer (2003) propde propriedades deewidfia-
cao para medidas de risco que garantem sua utilizacaeseatégias de
portfolio. O autor mostra que essas propriedades saalidenpor uma
ampla classe de medidas de risco coerentes baseadas edesgins, di-
ferentemente do que ocorre com o VaR. Tais medidas, se watindon-
ceito de p-norma e cori < a < 1, possuem uma representacdo ma-
tematica com forma, ,(X) = —Ep[X] + a|max (0, Ep [X] — X) [|,,.
Inserido neste escopo, Chen & Yang (2008) constroem umsectss me-
didas de risco coerentes bilaterais em que desvios baseamoson-
ceito de p-normas positivos e negativos sao consideraihosltane-
amente, conforme,, (X) = —Ep [X] + a|jmax (0,X — Ep[X]) ||, +

(1 - a)||max (0, Ep[X] - X> | . Essa inovagao torna simples descre-
p

ver e controlar assimetrias e caudas pesadas, que satedatmas de re-
tornos financeiros, permitindo descrever corretamentiuglatem relacao
ao risco do investidor. Também com foco em p-normas, pa@atisando
valores nas caudas, Krokhmal (2007) apresenta medidasabeaderen-
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tes para momentos maiores como solucdes de problemasrieagfio do
tipo pa,p(X) = inf {Z[I(X —n)7[[, —n}, comp > 1e0 < a < 1.
ne

O autor mostra que o CVaR & um caso especial dessa defiricfue sua
utilizacdo em problemas de alocacao de recursos @jegat Comple-
mentando, Dentchewet al. (2010) derivam representacdes de medidas de
risco coerentes com lei invariante de ordens maiores. D&s®aa, uma
representacao dual & obtida conformeX) = Q?ug fol AVaR*(X)Q

€Pq

(do), ondeP, = {Q € Pony : fo | [ ¥ jaga < {’}, coml+l =1,

2.3 Exten®es: novos axiomas

Uma corrente tedrica que ganha corpo € a inclusao desoaxiomas
para medidas de risco coerentes. Talvez o axioma de egtepsiitem
maior destaque na literatura seja o de Invariancia de kepgsto por Ku-
suoka (2001). Sej&’y a lei (ou funcao) de probabilidade que goverma
Tal axioma é definido como:

Invariancia de Lei: sé'x = Fy, entaop(X) = p(Y),V X,Y € L

Alguns estudos ampliam os resultados sobre o axioma dednea
de Lei, como Leitner (2005), que prova um resultado que gaigue me-
didas de risco coerentes com a propriedade de Fatou savdgaintes se e
somente se preservam a dominancia estocastica de segdeda Por sua
vez, Shapiro (2013) discute representacdes de medidascdecoerentes
com lei invariante como integrais da ES, mostrando que egsasentacao
existe se e somente se 0 conjunto da representacao daehdogpor um
de seus elementos. Essa representacao é definida de(forcaa Porém,
a usual representacao como 0 supremo dessas integoaés indica. Zi-
egel (2014) investiga uma propriedade mais estrita do ouegidmcia de
Lei, a Elicitabilidade. Elicitabilidade & a propriedade jprevisbes serem
avaliadas e classificadas. Autores mostram que medidas ditividade
Comono6tona nao tem essa propriedade, com excecao pegativo da
média. Além disso, & provado que as Unicas medidas mmesreom lei
invariante que possuem elicitabilidade sao os expectis.

A questao de continuidade e obtencao de limites paradaedie risco
coerentes & também um campo que apresenta evolucatietagnente li-
gado com a questao da Invariancia de Lei. Sob esse prisoragvdlov
(2010) obtém limites e uma analogia com a lei de grandesenisrpara
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medidas de risco coerentes. Com base em suposi¢cOes duadipiedade
de Fatou, convergéncia dominada, monotoniciadade do&jrentre ou-

tros, o autor chega aos seguintes resultados;, ... p (%“;[)S”) =

p(e), ondesS, = X; +---X,, ee ~ N(0,1). Assim, algumas carac-

teristicas, bem como testes de hipbteses em amostrasrgentes se tor-

nam possiveis. De forma semelhante, Konovalov (2011pastgsa con-

vergéncia para o caso em que o foco & na contribuicaosao de X

de determinadd”. Os resultados de convergéncia anteriores sao pratica-

mente oS mesmos para a representagadY’) = sup Eg[—X], onde
QePlY

PlY = {Ep[|Y]: Q€ P}.

Dhaeneet al.(2002), estuda o conceito de Comonotonicidade, que pode
ser entendida como sendo dependéncia positiva perfeita esariaveis.
Essa propriedade leva a medidas de risco que respeitamroage Aditi-
vidade Comonotdnica, definido como:

Aditividade Comonotdnicap(X +Y) = p(X) + p(Y),VX,Y €
LP? comX eY comonb6tonos

Esse axioma de Aditividade Comonotdnica pode ser enteradicho 0
pior caso para medidas que possuem o0 axioma de Subadigvidad

Stoica (2006) introduz o axioma de Relevancia em um espetpoial,
estendendo o axioma de Relevancia comum, mostrando cqué equiva-
lente & condicao especial de ndo arbitragem. Tal axiesté@ ligado com
medidas de probabilidade. Com base na notacao estatzeletipresente
trabalho, o axioma de Relevancia proposto tem a seguiptesentacao:

[P — Relevancia sep(X) <0ep(—X) <0, entdaoEp[X] =0

O autor ainda apresenta uma solu¢ao para o problenmedigingno
preco e estuda o relacionamento WCE e VaR. Por sua vez et ¢2004)
apresenta o axioma de Monotonicidade Dilatada, estendemct@dma de
Monotonicidade comum para medidas de risco coerentes (RsU@ED a
propriedade de Fatou. S&jaC G, ondeG é a familia de todos os subespa-
cos de eventos possivels Pode se dizer quE € uma dilatacao balayage
de X, X g‘é Y, se existeF € G de tal modo queE]p[X\]:'] <Y. Assim,
se tem o axioma:
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Monotonicidade Dilatada: seX <% Y, entdop(X) > p(Y),
VX, Y elLP

A extensao se da pelo condicionamento a um subespacoetéosv
possiveisF, e ndo mais a todo o espagd Esse axioma implica em
p(X) > p(Fp[X|F]), ou seja, o risco de uma posi¢ao nAao & menor que o
risco de seu valor esperado. Complementando, Grigorieviadre(2006)
apresentam alguns resultados relacionando medidas teegere possuem
propriedade de Fatou com os axiomas de Aditividade Cormoaté Mo-
notonicidade Dilatada. Os autores mostram que se ume med@eante
com propriedade de Fatou respeita os axiomas de AditiviGadeonbtona
e Monotonicidade Dilatada, entao ela deve respeitar o drifmcia de
Lei, podendo ser representada conforpi&) = —vessinf X + (1 —
Y)pe(X),0 <~ < 1, ondep. € uma medida coerente continua com axio-
mas de Aditividade Comonétona e Monotonicidade Dilatada.

A inclusao de axiomas pode também ser necessaria quaridoemfo-
gue & dado ao problema. Nessa perspectiva, Jarrow & Puntiaama(2005)
estendem o conceito de medida de risco coerente de modoaaldonmais
consistente com a perspectiva da firma, e nao do reguladm.i$30, eles
excluem o axioma de Invariancia de Translacao e inclusraxiomas de
Relevancia e Caminho Mais Curto, considerando que a meidisco so
pode assumir valores nao negativos. Esse Ultimo axionmaémague:

Caminho Mais Curto p(X + X - u) = p(x) — A, 0 < X < p(X),
X*—X
u=————,p(X")=0,VX, X" € L
[|X* — X
Esse axioma exibe reducao de risco de forma linear ao Idogea-
minho mais curto para o conjunto de aceitacao da medidadaiativo u
adicionado a posicao sao precisa ser capital, mas ugralgvestimento
de risco. Desse modo, o conjunto de aceitacao & adaptdodp =
X € LPp(X) = 0. Ainda, os autores mostram que medidas que satisfazem
esse conceito tem a formgX) = inf {||X — X~[}, comLY sendo o
X*eLJr

conjunto de todas as variaveis nao negativas.
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2.4 Extendes: abordagem multivariada

Outra possibilidade de extensao de medidas coerentearéaelefini-
¢cao para o campo multivariado. A esse respeito, Jeteli (2004) definem
medidas de risco como sendo func®és, n) : L', — R™ que satisfazem
versdes vetoriais dos axiomas de coeréncia. O argumaracaputilizacao
destas medidas & que questdes como taxas de cambio € destansacao
sao relevantes em grandes portfolios, mas desprezadesrs&o padrao
de medidas de risco coerentes. Questdes como conjuntaeiiacao e
representacao dual dessas medidas vetoriais sao exuosho extensdes
do caso padrao de medidas coerentes de risco. O caso degigrete
risco, onded < n, €& discutido, onde condi¢cdes necessarias e suficientes
para coeréncia sao apresentadas. Complementando &sss@exmultiva-
riada, Kulikov (2008) define também medidas de risco cdesevetoriais,
mas permitindo que os custos de transacao e taxas dea3ejhim es-
tocasticos. Os axiomas, conjuntos de aceitacao e mqpegEsRio dual sao
também estendidos com base em teoremas. Exemplos degaplicam
versoes multivariadas do TVaR e WVaR sao investigado®kelgmas de
alocacao e contribuicao de risco sao analisados.

Ainda com foco multivariado, Cascos & Molchanov (2007), side-
rando uma estrutura topolégica de cones e conjuntos, defimedidas de
risco vetoriais. A relacao dessas medidas com regidesddas é feita,
com exemplos para VaR, ES e perda maxima. Molchanov & C4204d4)
apresentam medidas de risco coerentes multivariadasdiefiam conjun-
tos vetoriais com base em selecdes, isto €, posictEsap aceitaveis em
todas as marginais. Resultados de defini¢cdes, contielidaepresentacao
sao provados, assim como extensdes para 0S casos de meécach e
numeros reais sao apresentadas. Ainda, estabelecimelitoitds e meio
de computar tais meddias sao apresentados. Focando ettasiederen-
tes com lei invariante, Ekelaret al. (2012) propdem uma extensao mul-
tivariada como func¢des de correlacdo maxima, que & adaptacao da
nocao de comonotonicidade. Os autores generalizano entiuestao de
coeréncia com lei invariante e aditividade comonoétorra pajue chamam
de coeréncia forte. Uma medida de rigcoL? — R tem a caracteristica de
coeréncia forte se, alem de continua e convexa, se éfagad igualdade

p(X) + p(Y) = sup {p(X +Y): Fy = Fx, Fy = Fy VX,Y € L3}
Os autores estendem alguns resultados de Kusuoka (20819 paso mul-
tivariado.
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2.5 Extendes: abordagem di@mica

P

Uma abordagem & considerar a coeréncia em medidas dequgco
vao além da estrutura de periodo Unico. Cvitanic & Kzaaat(1999) es-
tudam medidas dindmicas de risco no sentido de mercadosletos) in-
corporando uma filtracdo efi?, ou seja,L?(Q2, F; F;, P) ou LP(F;) com
Fr = (Xy,---,Xy), t = 1,---,T. Esse tipo de medida & definido so-
bre uma estratégia de otimizacao max-min sobre dis¢@aude proba-
bilidades e carteiras aceitaveis compostas por ativoscigeis em um

intervalo de tempo, conforme a representag@d ) = sup inf Eg
QeP X€4p

[max f—TT*], com 7 sendo o valor da taxa de juros. Tal classe de me-
didas & dinamica no sentido de que acompanharia a e®ldgS precos
dos ativos em questao. Outro estudo sobre medidas de msrentes
dinamicas & o realizado por Siu & Yang (1999), onde, priemaente, uma
representacao dual é apresentada conforme a forawd¢S; 1 |F:) =

sup {EQ[— Xep1 |]-“t]}, mostrando que tal medida & coerente. Em seguida,
QeP

Tt

considerando a perspectiva bayesiana uma definicactisabjara a me-
dida & apresentada, em que formulas fechadas para algsws gadem
ser obtidas. Mazzoleni (2004) mostra como elementos erdlist e inter-
temporais tem que ser explicitamente incluidos na définde uma me-
dida de risco, a fim de proporcionar instrumentos flexiveia mestores
de risco. Uma nova medida dinamica unilateral & definidaatedo com
um relaxamento das condi¢des de coeréncia, com repaedep, (X;) =
L(=X:)

b;?E[<T>+] , ondeL & uma fungao de perda.

Também sobre medidas dinamicas, Riedel (2004) argunogetgara
esta classe de medidas o axioma de Invariancia de Traosk&ve ser
adaptado para levar em conta a chegada de nova informé&gaadicao
aos axiomas de coeréncia, esse autor acrescenta o axidhmnsisténcia
Dinamica, representado como:

Consisténcia Dinamicai(X¢41) = p(Yz+1) implica em
p(Xy) = p(Vy), VX4, Y, € LP(F)
Tal axioma requer que julgamentos baseados em uma medidscde r

nao sejam contraditorios ao longo do tempo, ou seja, seph&cdes pos-
suem o mesmo julgamento sobre todos 0s cenarios possiveisturo,
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entao o risco delas hoje deve ser o mesmo. Uma medida decost@s-
sas propriedades deve possuir uma representacao dealblbasm valores

futuros deX com a formap;(X) = sup Eg|— S ., ﬁm], onder
QeP

€ uma taxa de juros de desconto.

De forma um pouco distinta, Artznet al. (2007) abordam a questao
de multiperiodos, ao invés da relacao dinamicofiesta Os autores es-
tendem a teoria de medidas de risco coerentes para um [GEEHIVES
de um Unico periodo, abordando questdes de recurs&idambnsisténcia
dindmica. De modo complementar, Roomtaal. (2005) estendem a te-
oria de medidas de risco coerentes para 0 caso multipedonobase
no axioma de Consisténcia Dinamica. Axiomas, conjun®ackitacao
e representacao dual sao adaptados para a estrutum@siarqeelo autor.
A utilizacdo de combinacao multiplicativa de medidas grobabilidade
é utilizada. Delbaen (2006) relaciona tal questao cone lmes estabili-
dade de medidas de probabilidade. Assim, o autor apresemjizntos de
probabilidade em que densidades relativas sao mu#igic” para formar
informacao acerca de tempos intermediarios. A relagsses conjuntos
com medidas de risco dinamicas é estabelecida de modpeitegsaxio-
mas de Consisténcia Dinamica e Recursividade. De mode aesalhado,
Roorda & Schumacher (2007) diferencia definicdes de st#gtia sequen-
cial, condicional e dinamica. Para o autor, tem-se que:

Consisténcia Sequenciap(X;1s) > (<)0 implica em
p(Xy) > (L)0,VX; € LP(F),s >0

Consisténcia Condicionalp(X;) = p(Ep[p(Xits)|Ft)),
\V/Xt S Lp(ft),s >

Consisténcia Dinamicap(X;+s) = p(Yi+s) implica em
p(Xt) = p(n%v}(t’n S Lp(ﬁ)7$ Z 0
Com base nesses axiomas, 0s autores derivam resultadongudicas

de probabilidade com estabilidade que satisfazem a uspedsentacao
dual. Ainda, os autores estudam o TVaR, adaptando sua @efidical
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para cada caso de consisténcia, restringindo seu conjientoedidas de
probabilidade para satisfazer as propriedades desejadaglementando,
Katsuki & Matsumoto (2014) estudam medidas de risco coesetnsi-
derando um esquema multi-periodo. O papel do axioma deist@nsia
Dinamica é investigado e tido como fundamental no trabhalfodavia em
sua forma estrita tal axioma penaliza muito o risco, medielo gVaR,
entao formas mais amenas sao apresentadas pelos audéré@isuoka
(2007) apresentam medidas de risco coerentes multipedjoel sao lei in-
variante. Com suposi¢cdes de movimento browniando e derasiricoes,
uma representacao dual e propriedades de recursividaderevadas, por
meio de equacdes diferenciais parciais. Diversas mdades da classe sao
provadas, embora sem intuicao financeira. Por sua veay Bahépinette
(2014) estendem a representacao de medidas coerentigariadas de
Jouiniet al.(2004) para o caso multiperiodo, considerando temparaomt’
Com base na Consisténcia Dinamica, os autores derivaia fgra os axi-
omas, conjuntos de aceitacao e representacao dual.

3. Medidas de Risco Convexas
3.1 Teoria basica

O conceito de medidas de risco convexas foi proposto de foona
comitante por Follmer & Schied (2002) e Frittelli & Giania002). Esses
autores introduzem a nocao de medida de risco convexa gora@xtensao
do conceito de coeréncia de Artzregral. (1999). O argumento & que em
muitas situacdes o risco de uma posicao pode aumentaradeira nao
linear com o tamanho do portfélio. Por exemplo, um riscoigiéidez adi-
cional pode surgir se uma posi¢ao & multiplicada por uor fde aumento.
Os autores em questao sugerem relaxar os axiomas de Hosichaybs Po-
sitiva e Subaditividade por um axioma mais fraco de Conwasled Se tem
por definicao que uma medida de risco convexa no sentidd®i@ér &
Schied (2002) e Frittelli & Gianin (2002) satisfaz os se¢ggraxiomas:

Invariancia de Translacap(X + C) = p(X) - C,VX € LP,C € R

Monotonicidade: s& <Y, entaop(X) > p(Y),VX,Y € L
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Convexidade: p(AX + (1 =A)Y) < Mp(X) + (1 = X)p(Y),
VX,Y € IP,0< A< 1

Convexidade significa que diversificagdo ndo aumentaa riisto &,
o risco de uma posicao diversificada & menor ou igual diangnderada
dos riscos individuais. A questao do axioma de Normafizagmbém é
apresentada. Esse axioma garante que:

Normalizacdop(0) = 0

Em termos de representacao dual, os autores mostram qui me
das de risco convexas podem ser apresentadas confgtke =
sup (Eg[—X] — a(Q)), ondeaP — (—oo,o0] & uma funcéao de penali-
QeP

zagao convexa e inferiormente semi continua, eq@) > —p(0). Essa

funcao de penalizacdo pode ser representada matematite como

p(Q) = sup (Eg[—X]), onded, = X € LP: p(X) <0 & um con-
XeA,

junto de aceitacao similar a aquele definido para as mediderentes de
risco. Assim,A4, contémLﬁ, nao tem interseccao coit’ , e &€ convexo.

Como Subaditividade e Homogeneidade Positiva implicamveadade,

toda medida de risco coerente &€ uma medida de risco consexara o

contrario nao seja verdadeiro.

3.2 Extendes: expando na representag@o

Assim como o ocorrido com o conceito de coeréncia, a définie
medidas de risco convexas também teve extensdes desutidliteratura.
A definicao padrao garante que medidas de risco conveo@snp ser re-
presentadas por medidas de probabilid@dse a medida respeitar certas
propriedades de continuidade (propriedade de Fatou)tsétrdner (2005)
prova em seu trabalho o caminho contrario desse resulsmedidas
de risco convexas podem ser representadas por medidashddbiicade
entao essas medidas de risco convexas possuem certasgadps de con-
tinuidade. O autor consegue isso com uma forma de repregSentaial
menos restrita, conformg X ) = sup (Ep[—X] — «(Q)), ondeP* & um

QeP~

conjunto que permite medidas de probabilid&eom propriedades menos
restritivas de continuidade. O autor verifica que se a mextideexa possuli
representacdo dual entdo ela é continua acima, ou{sé€ja,~ , | X, isto

B=2= Rev. Bras. Finangas (Online), Rio de Janeiro, Vol. 12, Neébtember 2014 425



Righi, M., Ceretta, P.

€, converge pard por valores maiores, entad.X ) = lim,,_,, inf p(X,,).
Ainda, o autor prova que se a medida convexa é continuxabito

e, {X,},2, T X, isto &, converge par& por valores menores, entao
p(X) = lim,,_,~ inf p(X,,), entdo as medidas de probabilidade utilizadas
na representacao dual possuem funcao de penalidadg@queodprias.

Ainda sobre a representacao de medidas de risco conv€aas &
Ruschendorf (2009) investigam em detalhes a questao rtmewade e
propriedades dessa representacao em espacos geraibdbildade, isto
e, LP, comp finito. Os autores encontram que a representacao dual tem a

formap(X) = sup (Eg[~X] — a(Q)), comP, = {Q e P: R e 17},
QePyp

ondel + 1 = 1, alem de verificar verificam que as diversas propriedades
de continuidade podem ser interpretadas como propriedémesbustez
sendo (teis para aplicagdes. Mais especificamente, ssl@anconvexa é
finita, entao ela & continua no sentido de Lipschitz, ¢aeseiste constante

C tal que|p(X) — p(Y)| < C||X — Y|, & continua no sentido de Fatou,

é continua no sentido de Lebesgue, ou sejaXsg , & uniformemente

limitado e X, ﬁ X, entdop(X) = lim,_,~ inf p(X,,), & continua acima,
é continua abaixo e & signiéd?, L) inferiormente semicontinua. Ainda
nesse topico, Delbaen (2009) mostra que se uma medidacdecasvexa
é definida em um espaco sblido e invariante de variaveaéias, entao
tal medida possui a propriedade de continuidade inferioegpaco & com-
posto por variaveis aleatorias integraveis. Como oquisecia, medidas de
risco para determinadas distribuicdes podem precisamas valores infi-
nitos.

Ainda sobre extensdes na representacao, Cheridito 209) estu-
dam medidas de risco convexas, com coerentes como casiaéspeando
retornos incertos sao modelados por variaveis aleasttimitadas em espa-
cos definidos por coracdes de Orlicz, ligada com a qued¢avariaveis
nao limitadas de espacds,. Os autores provam que medidas convexas
representadas nesses espacgos admitem uma representagda com res-
peito a diferentes medidas de probabilidades, confop(@) = sup

QeP¥
(Eg[—X] — a(P)), comP¥ sendo um coragao de Orlicz. Cheridito & Li
(2008) expandem esses resultados apresentando cong@eque medi-
das de risco convexas definidas nesses espacos apresenpeiedades de
continuidade, monotonicidade e convexidade estritas, cino relacdes
de dominancia estocastica. Tais condi¢cdes sao basewdrepresentacao
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dual e na funcao de penalidade. Complementando essaseapegao,
Orihuela & Ruiz Galan (2012) apresentam um resultado qustraajue
uma representacao robusta para medidas de risco corsexaspacos de
Orlicz garante a propriedade de Fatou e continuidade. mi&gFrittelli
(2010) estendem o teorema de continuidade de funcOesdime crescen-
tes (Namioka-Klee) para medidas de risco convexas, alemadtrar que
a representacao dual &€ mantida se tais medidas tiverewpaquade de
Fatou. Extensivo estudo em espacos de Orlicz é apresemedacionando
com conjuntos de aceitagao, através de uma propriedadertvergéncia
de sequéncias convexas.

Filipovic & Kupper (2007), considerando espagos vetsriaipresen-
tam resultados para fungdes convexas serem monoétoras gnariancia
de translacao, logo medidas de risco convexas. O resyfi@acipal € que,
dada qualquer funcag, os autores apresentam a maior funcao que serve
como medida de risco convexa que & majoradafpétesultados para tipos
de medidas bastante consideradas, mas que nao respeitaopasdades
sao mostrados, explicitando intervalos em que tais medidla convexas.
Por sua vez, Fertist al. (2012) definem o conceito de medida de risco con-
vexa robusta quando as medidas de probabilidade da defipaggdrao nao
sao totalmente conhecidas. Para tanto, & acrescentatkfingao de me-
didas de risco convexas um conjunto de medidas possiveésasprobabi-
lidades podem ser representadas. Os autores estudam csasoreslidas
se relacionam com 0s conceitos previamente apresentadiosjuzindo
uma versao robusta do CVaR e da medida entropica. De ragregiecida,
Bion-Nadal & Kervarec (2012) consideram um espaco ondehagnedida
de probabilidade de referéncia para representar medaldsab convexas
com base num conjunto de medidas de probabilidades de urpoeBpeel.
Essa discussao é feita através do conceito de capasjdadesive fazendo
uma aplicagcao para g-expectativas. Nao obstante, {2€i§8) em seu tra-
balho generaliza definicdes de classes de medidas jembes, discutindo
suas propriedades de consisténcia através do conceppootabilidades
imprecisas. Segundo o autor, medidas de risco podem sedéatds como
limites superiores ou inferiores de previsdes. Dessadprunsiderando
previsdes convexas, medidas de risco convexas sao tieagas, inclusive
para os casos condicionais.

Corroborando com extensao de medidas de risco convexagem &
Stadje (2013) introduzem medidas de risco convexas acar&pDiferen-
temente da versao classica que computa o risco baseadepectativa
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probabilistica de perda, a versao entropica considegapactativa nor-
malizada de perda. Essa subclasse pode ser representada(Coimn=

Sup {Co(X,Q) = 0(Q)}, comCy (X, Q) = vlog(Eg[-X/7]),0 <~ <

o0, €6 &€ uma funcao de penalizacao definida para medidas dm=ipito
dade@. Sed for uma funczo indicativa d& € P’ C P, entdo a medida
se torna coerente entropica. Os autores provam outrasiqiages desse
tipo de medida, como sua relagao com axiomas ja menaisradonjuntos
de aceitacdo, bem como sua relacao com questdes dddatradecisao e
aversao ao risco. Frittelli & Scandolo (2006) propdem gaaeralizacao
com base em um novo formato do requerimento de capital conaidene
de risco conforme s c(X) = min{II(Y) e R: Y e M, X +Y € A},
onde M representa todas as posi¢des possiveis de serem otxiatese-
ding, IT representa o custo inicial de um elemehite= M, e A € um con-
junto de aceitacao. Nesse contexto, uma alteragaoiomaxde invariancia
de translagao & apresentada com + z) = p(X) — II(z). Resultados
para representacao dual sao obtidos dividindo a funggpenalizacao em
duas partes, uma paré e outra paral e II. Esse arcabouco & adap-
tado um contexto com varios periodos, tornado, de certagpa aborda-
gem dinamica. Farkast al. (2014) generalizam essa representacao com-
posta do requerimento de capital considerando que o cenjuné com-
posto por posi¢des possiveis de serem obtidas se otitizenUltiplos ati-
vos de referéncia. Se tal conjunto for composto por aperaivd, entao
a representacao volta a ser aquela proposta em Fritt&tadolo (2006).
Toda teoria de medidas convexas & apresentada para eggtarastiesde a
relacao dos axiomas com espacos de aceitacao e nefagie dual.

Um item que muitas vezes é deixado subentendido & a taxara |
Konstantinides & Kountzakis (2011) usam ferramentas déatele espacos
lineares regulados parcialmente ordenados, principaénmes, para es-
tender resultados sobre medidas de risco coerentes e esnvéx foco
principal & substituir a taxa de juros livre de risco poruatgponto per-
tencente ao cone do espaco de ativos com risco. Ainda a esseito,
Filipovic (2008) mostra que utilizar uma taxa de juros sigrea aquela
livre de risco nao reduz os requerimentos de capital. Mentdora o va-
lor presente possa ser reduzido, devido a uma taxa maiomaeu risco
compensa a diferenca. De fato, o autor mostra que, sob agyoomdicoes,
nao existe taxa de juros 6tima no sentido de levar a menegegrimentos
de capital.
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3.3 Exten®es: novos axiomas

De forma mais conceitual, El Karoui & Ravanelli (2009) relax o
axioma de Invariancia de Translacao para uma forma did@dcom o
intuito de verificar o risco de uma posi¢ao futura. Autoaegumentam
gue quando ha incerteza sobre taxas de juros, 0 axioma aedlmvia de
Translacao se torna problematico. Assim, a versaxadi do axioma,
com St sendo a taxa de juros em é:

Transacao Subaditiva( X — CSt) < p(X)+C, VX € LP,C € R

A logica dessa relacao € que uma posicao descontadandealor
futuro nao pode ter seu risco atual aumentado em mais qaevaktr.
Exemplos sao apresentados para situacdes onde o axmimxadiancia
de Translacao padrao nao €& aplicavel. A represantdgal tem a forma

p(X) = sup {Eg[-X]—a(Q)},comP/ = {QeP:Q éfintamente
QeP’
aditivo}, e funcao de penalidadegQ) = sup {Eg[—X] — p(X)}. Ain-
XeLr

da, exemplos para o caso dinamico sao expostos.

Corroborando, Cerreia-Viogliet al. (2011) argumentam a favor des-
se relaxamento subaditivo da translagdo, mas mostram qgeivaléncia
entre convexidade e diversificacao nao se mantéem. Apamealacao en-
tre diversificacdo e quase convexidade, istp@X + (1 — \)Y) <
supp(X),p(Y) VX,Y € LP, X € [0,1] & que fica garantida. Os auto-
res estudam medidas que respeitam o0 axioma de quase ca@uexio
caso da versao subaditiva do axioma de translacdao. Asmsnautores
provém uma representacao dual para este tipo de medidandap(X) =
maxgep R(Eg[—X],Q), ondeR : R x P — [—o0, 0], cOmR(t,Q) =
inf {p(X) : Eg[X] = t}, € um fungao semi continua superior que & cres-
cente e nao expansiva no primeiro componente, de tal mod® qu

inﬂg R(t,-) & constante. Os autores estabelecem condigdes neasgsia
te

0 axioma de Invariancia de Lei, e o relacionamento com suiragomas
de medidas de risco. Drapeau & Kupper (2013) analisam alijgladz de
interpretacdes da no¢ao subjetiva de risco, atraeésnda representacao
gue permite uma interpretacao diferenciada dependendortexto. Essa
representacao permite entender o efeito de variave@@las, percepcao
de risco e risco do modelo. Tal representacao tem a formgmadica

conformep(X) = sup R(Q, Eg[—X]), com R(Q,s) = min{m €
QeP
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R:s < a(@,m)}, onde a funcdo de penalidade a€Q,m) =
sup {Eg[—X]}. Autores mostram que a percepgao de risco pode ser vista
XeAr

como risco de escolher a distribuic@oerrada.

Complementando, Frittelli & Gianin (2011) focam em umaripteta-
cao alternativa para a funcao de penalizacao naseptacao dual, base-
ada na quase convexidade. Além disso, propriedades dimuidate de
medidas de risco convexas comonodtonas sao investigddasiodo que
se verifica que devido a perda de convexidade, continuittzzé e glo-
bal nao sao mais equivalentes. Desse modo, muitas pdagdes que sao
verdadeiras para medidas de risco convexas deixam de lggasvaFar-
kaset al. (2015) consideram o caso em que taxas de juros sao levadas em
conta de um periodo para o outro, oferecendo uma variedadesdltados
de finitude e continuidade, conforme o espaco de vari&esnjunto de
aceitacao utilizado. Nessa situacao, a medida de cizogexa fica definida
pelo conjunto de aceitacdo comgdX) = inf {m t X+ S € Ap},
onde Sy e St sao os valores da taxa de juros €ne 1'. Ainda, uma
versao diferente do axioma de Invariancia de Transl&@ado, conforme
p(X + CSr) = p(X) — CSyp,VX € LP,C € R. Exemplos com VaR
e TVaR sao apresentados. Casos em que a taxa de juros &ulordé
divida ou um ativo com baixa liquidez sao expostos. O casbrdnslacao
Subaditiva & considerado, e uma representacao duahécida.

Da mesma forma que para medidas coerentes, o0 axioma dehwiari
de Lei & bastante estudado na literatura de medidas decasvexas. O
conceito foi adaptado para essa classe de medidas potliRgitteianin
(2005), os quais mostram que a adaptacao se da peladocties uma
funcao e penalidade na representacao original. A septacao fica sendo
p(X) = Q57131p {fol AVaRY(X)Q(da) — G <Z%> }, ondeG : L' —

€P0,1)

R, cominf G (g;g) —0eG (g;g) = sup {j%(—X) - p(X)}. Comple-
(S

mentando esse resultado, Jownal. (2006) mostram que medidas de risco
convexas com lei invariante, definidas em espacos pagdssuem auto-
maticamente a propriedade de continuidade de Fatou. Oseayimvam
alguns resultados para a propriedade de Lebesgue. Visaifimuesses
resultados, Kusuoka (2007) apresenta uma prova simplepdassentacao
de medidas de risco convexas com lei invariante juntandocasap de Ku-
suoka (2001), Frittelli & Gianin (2005) e Jouiet al. (2006). Svindland
(2010) generaliza o resultado de Jouwgnial. (2006), que mostra que me-
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didas de risco convexas com lei invariante tem a propriedd€atou,
relaxando a suposicao que o espaco de probabilidaddraéganantendo
apenas a necessidade de ser nao atdmico. Ainda, o awon Ie®sultado
para medidas de risco quase convexas.

Complementando, Filipoviet al. (2012) estabelecem uma correspon-
déncia entre medidas de risco convexas com lei invariamtd® e L'.
Autores provam que o espacgo candnico para esta classedigameér !,
isto &€, com valor esperado finito. Svindland (2009) aprasem subgradi-
ente (conjunto de medidas de probabilidade que otimizamrasentacao
dual) generalizado para medidas de risco convexas comviriante fe-
chadas eni.!. Resultados relacionando esse subgradiente com outras re-
presentacdes sao apresentados, implicacbes paazaés e exemplos de
medidas especificas sao dados. Estendendo, Angelsiaird2011) con-
sideram a classe de medidas de risco convexas com lei imigrizo caso
em que a funcao de ponderacao & continua e pode semtzaapde di-

versas maneiras. A representacao dual tem a faméX) =  sup
QePNLP(h)

fol [AVaR*(X)Q(a) — QP(a)h(a)] der, ondeh : (0,1] — (0,00) & uma
funcdo positiva e estritamente decrescenté, € p < oco. Os autores
provém condi¢cdes necessarias e suficientes para qu@esIG@O seja re-
presentada por essa classe de medidas, aléem de fornesexdoiplos de
medidas nessas classes. Drapetal. (2011) apresentam representacdes
robustas para medidas de risco quase convexas com leiaimi&aque res-
peitam o axioma de Monotonicidade, mostrando que essadasedds-
suem a propriedade de Fatou. A representacao dual oktidat forma

matematicap(X) = sup {fol AVaRa(X)Q(da)—amin(Q)}, com
Qepo

~ = su ' AVaR® ) — © = :
amin(@) = sup { [ AVeR(X)Qde) — p()}, P> = {Q € P

fol Q(a)da < 1, P € limitadoy e X € L°°. Extensao para o caso dinamico
com Consisténcia Dinamica é apresentado, bem como ézemp

Bauerle & Miuller (2006) utilizam o conceito de Invaridgaale Lei
para estabelecer relacao entre medidas de risco e ordedsndnancia
estocastica. Autores mostram que medidas de risco cormagide Mo-
notonicidade e Invariancia de Lei, definidas em espacdeiparespeitam
a dominancia estocastica de primeira ordem, ou sej&, s§,4 Y, entao
p(X) > p(Y). Ainda, medidas de risco com axiomas de Monotonicidade,
Convexidade e Invariancia de Lei, aléem de possuir a pedade de Fa-
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tou, definidas em espacos padrao respeitam a domingstoizastica de se-
gunda ordem, isto & <4y Y implicaemp(X) > p(Y'). Assim, para me-
didas de risco convexas com lei invariantel spie p( Ep[ X |Y]) < p(X).
Complementando, Cherny & Grigoriev (2007) mostram que oedida de
risco convexa, definida em espaco de probabilidade rdmied; com axi-
oma de Monotonicidade Dilatada € lei invariante e vicesaeNesse caso,
medidas convexas com lei invariante respeitam a domiagestiocastica
de segunda ordem. Também relacionando com o axioma deaimviar de
Lei, Acciaio & Svindland (2013) mostram que a propriedadeolevexi-
dade, que é tao desejada para medidas de risco, naodsgapte quando
se consideram as distribuicdes de probabilidade na daéirdas medidas,
uma vez que é a concavidade de distribuicdes & que estctada com
a convexidade das medidas. Resultados nesse sentidocs@olgs num
contexto de invariancia de lei, inclusive para o caso cdrtmm.

3.4 Extendes: abordagem multivariada

Trazendo a discussao para o campo multivariado, Hamel &eéley
(2010) apresentam definicbes, axiomas, conjuntos deagaeie represen-
tacdo dual de medidas de risco convexad.fjpcom resultados vetoriais,
semelhantes ao de Jouigt al. (2004) para o caso de medidas coerentes.
De forma complementar, Hamet al. (2011) abordam o mesmo problema,
porém o caso estudado & o de mercados cdnicos considexatdalizacao
de informagao de forma dinamica. Por sua vez, Labuseh&gdffwood-

Le Roux (2014) estendem a teoria de medidas de risco convewtis
variadas considerando produtos de espacos vetoriaisivas do espaco
LY. A questdo de axiomas, representacéo dual e conjuntaseiacao &
estabelecida e propriedades de continuidade determinddaskeland &
Schachermayer (2011) apresentam resultados de repiEedi@medidas
de risco convexas multivariadas com lei invariante no gs@ge, atraves
de definicbes de comonotonicidade e coeréncia forte.

De modo um pouco diferente, Burgert & Riischendorf (2008 sen-
tam resultados para medidas de risco convexas multivarigda resul-
tam em um nimero e nao um vetor, considerando posi¢co¢ipalX =
(X1 + -+ Xy) € LY. Os autores apresentam definicdo de composicao
com base nos riscos marginais, esclarecendo a relagcaaxomas, con-
juntos de aceitacao e representacao dual de medidesxamn Em seguida,
abordam a questao de invariancia de lei e continuidadeati®ifpara de-
terminar resultados de dominancia. De modo complemeRtathendorf
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(2006) adapta os resultados de medidas convexas com |gaimeapara o
caso multivariado. Com base no conceito de medida de risco&kéna

correlacao, representacao dual de medidas converasecinvariante sao
determinadas, do mesmo jeito que sao baseadas no AvVaR gasga aniva-
riado. Wei & Hu (2014) complementam essa abordagem comsiderca-

sos independentes de modelo, convertendo axiomas, comjargceitacao
e representacao dual.

3.5 Extendes: abordagem di@mica

Assim como ocorre com medidas coerentes, também existecama
rente de estudos que leva as medidas de risco convexas pamstrutura
dinamica. A raiz desse conceito & o de risco condicionatsge respeito,
Ruszczynski & Shapiro (2006) derivam os resultados de rasdi@ risco
convexas (coerentes) condicionais a informacao antexiaptando todos
os resultados conhecidos. A questao da multiplicidade eftidas de pro-
babilidade & abordada para obter muitos dos resultadgsesantacao em
funcdo de expectativas condicionais, exemplos de medidadicionais
e sua utilizacdo em problemas de otimizacao sao diksit Kovacevic
(2012) apresenta resultados sobre medidas de risco ceneerdicionais
em espacod.! generalizados. Todo o corpo & baseado na representago
dual, se valendo da questao de composicdes atravésighojde medidas
de probabilidade. Medidas dinamicas sao entao comp@sia medidas
estaticas. Cheriditet al.(2004), considerando espacos de processos cadlag
(continuos a direita e limitados a esquerda) com temptimao, estendem
a teoria de medidas de risco convexas. Resultados parsposdenitados
R sao a base do estudo, mas uma extensao para espagoapresen-
tada. Teoremas similares a aqueles tradicionais em espés@o apresen-
tados, estabelecendo resultados para a relacao entraasxie conjuntos
de aceitacao, bem como representacao dual. ComplantmtCheridito
et al. (2005) generalizam todos os resultados para o espaco despos
cadlag ilimitados, ou seja, consideram o esp&o Resultados para o
espaca.’ sao generalizados, e exemplos sao fornecidos. Estemdead-
ner & Réveillac (2015) consideram medidas de risco cors/pasa proces-
sos cadlag, incorporando maiores detalhes nas medigaslabilidade da
representacao dual e incerteza de taxas de juros, e md@xaxioma de
Invariancia de Translagao para a Transacao Subadifdaptacao para o
conceito de g-expectativas com equacoes diferencitis&sicas recursi-
vas também é feita, se valendo dos detalhes da etapaoanteri
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Por sua vez, Frittelli & Maggis (2014) estudam medidas d®rigiase
convexas condicionais definidas em modulos do espdgobtendo a se-
guinte representacdo dualX) = sup R(Eg[-X|G],Q), ondePY

QeP&
= {Q eEP : Ep [%\g} = 1} e afuncado de perda tem a forRaY, Q) =
. iLnf(g) {p(&) : Eg[-X|G] =Y}. No caso de Translacado Subaditiva, a
elLp
funcdo muda par&(Y,Q) = . iLn{Eg) {p(§) : Eg [-X|G] > Y}. Filipo-
cLp
vic et al. (2012) consideram medidas condicionais oriundas de espac

ou baseadas em mobdulos para definir medidas de risco cengerain-
variancia ou subvariancia de translacao. Represaotdgal com base em
teoria convexa € o centro do trabalho. De modo analogo,e6ab(2014)
apresentam resultados te6ricos de como relacionar agdesrde medidas
de risco convexas condicionais definidas em espa¢osu em modulos.
Tal relacao se da pela concatenagao do envoltoriseomnde espacos?,
de tal modo que & possivel unificar as definicdes. A reptagao dual
baseada na teoria de convexidade & o centro do trabalho.

De modo atrazer para o campo dinamico, Detlefsen & Scar{@oib)
abordam um contexto em que informacgao adicional & dispbrcaracte-
rizando essas medidas através de conjuntos de aceitAgapresentacao

dual tem a formeg(X) = ess. sup (Eg[-X|G] —a(Q)), comPg =
QePg
{Qe P :P=QemgG}, sendoG C F. Nao obstante, um axioma de

regularidade é discutido. Seja uma funcao indicadora se determinado
elemento pertence ao conjunto Tal axioma diz que:

Regularidade seX Iy =Yy, entaop(X)Ig = p(Y)ly,
VX, Y e L® AeG

Tal axioma implica enVX,Y € L>®, A € G, p(X)Ia = p(X)Ia
ep(XIa+YIF) = p(X)Ia + p(Y)IY, onde A° & o complemento de
A. Ainda, os autores mostram que medidas convexas dinasicasunha-
das como uma sucessao de medidas convexas condiciolliaendth uma
filtracdoF; = G, satisfazendo axiomas de Consisténcia Dinamica (no sen-
tido de Riedel (2004)), Recursividadesepermartingale Os dois Ultimos
axiomas podem ser entendidos como:

Recursividadep(X;) = p(—p(X¢41)),V Xy € L™(F;)
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Supermartingale p(X:) > Ep [p(X¢41)|Fe],V X € L(F),

Recursividade implica em se poder obter o risco atual esrae risco
futuro, enquantdupermartingalefaz o risco atual ser maior que o risco
esperado do periodo seguinte, dada a informagao atual.

Kovacevic & Pflug (2009) discutem o axioma de Consisténdizab
mica de medidas de risco convexas, levando em conta osadssiita li-
teratura. A relacdo com outros axiomas como Recursieigalionotoni-
cidade de Informacao é investigada em um arcaboucadparittdo. Para o
autor, tais axiomas sao definidos como:

Consisténcia Dinamica p (Xi41|Fi+1) > (<)p (Yer1|Fit1)
implica emp (X F:) > (<) p (V3| F), VX, Y: € LP (F)

Recursividade p (X¢|F:) = p (—p (X421 |Feg1) [F) .V Xi € LP (F)

Monotonicidade de Informagaoseg, C F;, entaop (X;|G;)
> p(XelFr),V X € LP(Gy) C LP ()

Monotonicidade de Informacao implica em um volume mawmirdor-
macao nao aumentar o risco em relacao a um volume merinfatmacao.
Resultados obtidos pelos autores mostram que a Cons@sstBitamica
pode ser conflitante com a Monotonicidade de Informacao.

Cheridito et al. (2006) derivam resultados de axiomas, conjuntos de
aceitacao e representacao dual para medidas de risgexas dinamicas
a tempos de parada de processos estocasticos. Essesasonaeibase-
ados na colagem de medidas estaticas condicionais e seustos de
probabilidade da representacao dual. Isso é realizadda ao axioma de
Consisténcia Dinamica exposto, que possui a forma:

Consisténcia Dinamica p (X 7) = p (Xts — p (Xs1)) ,
VX, eIP(F),t<s<T
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Diversos resultados sao provados com base nessa nocéiaio®t al.
(2012) ampliam esses resultados utilizando uma estrutarque a incer-
teza advém da medida de probabilidade e da taxa de jurosit@ssapre-
sentam um corpo tebérico para medidas de risco convexamiting, apre-
sentando toda a questao de axiomas, espacos de agateg@resentacao
dual. O caso de translagao subaditiva & investigado ra@rs para AVaR
e medida entropica sao analisados.

Ainda sobre medidas convexas dinamicas, Folimer & Pe(2@06)
apresentam definicdes e conceitos com base em resultagiodas do axi-
oma de Consisténcia Dinamica no sentido de Riedel (2Ga#)damental-
mente, 0s autores apresentam resultado que mostra queiggevobnjunta
da medida de risco e sua funcao de penalidade formasupermartingale
sob as condi¢des de Fatou e de Consisténcia DinamicauBwez, Jobert
& Rogers (2008) analisam medidas de risco convexas dirzéaratraves
da nocao de uma familia de operadores cdncavos quédagatis axio-
mas, ao invés da usual abordagem de conjuntos de aceitdgXIoppel
& Schweizer (2007) apresentam resultados para medidasacte aconve-
xas dinamicas com algumas diferencas sobre outras ajensl@xistentes,
como a generalizacao da representacao dual, espagseidacao e Con-
sisténcia Dinamica, nao exigindo o tradicional axiored\trmaliza¢ao.

Tutsch (2008) discute como atualizar medidas de risco casyelassi-
ficando a questao de Consisténcia dinamica em forte & fd@omodo a pro-
var alguns resultados. Ainda, uma ordem reversa de coaseigué apre-
sentada, similar a implicacao contraria do axioma de dfmmicidade de
Informacao. Resultados provados mostram que nem sealpsedem re-
versa coincide com a Consisténcia Dinamica comum. S(aaj0) estende
medidas de risco convexas dinamicas de tempos discretas@atinuos,
utilizando equagdes diferenciais e tomando limites fierelncas entre um
periodo e outro. Resultados de representa¢cdes dudesdonstrados e dis-
cutidos, com exemplos de algumas medidas como VaR. Ainde ssise
topico, Cheridito & Kupper (2011) apresentam medidas steorconvexas
dinamicas com o axioma de Consisténcia Dinamica comagosipao de
medidas estéaticas através de uma funcao dinamicaaeraBion-Nadal
(2008) apresenta resultados para medidas de risco cordie@asicas com
base na propriedade de estabilidade de medidas de prdbadkilirefletidas
na estabilidade das funcdes de penalizagcdo. O autonalessa estabili-
dade de condicao co-ciclica. Com base nessa condicaotor constroi
medidas de risco dinamicas atravésnaartingales Ja Bion-Nadal (2009)
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apresenta uma representacao de composicao de tidegenalidade que
leva a Consisténcia Dinamica de medidas de risco cosvexatinuas aci-
ma. A relacao dessa propriedade com outros axiomas, catraso/ersoes
da Consisténcia Dinamica e Regularidade & investig&iastrucdes de
familias de medidas desse tipo sao também feitasmarntingales

Uma corrente de estudos visa definir medidas de risco utilizaex-
pectativas nao lineares, uma vez que toda medida de rde@érta forma
uma expectativa em relacao a uma medida de probabilidegeetentacao
dual). Nesse sentido, Gianin (2006) utilizaexpectativas, que sao basea-
das em func¢Bes nao lineares de equacdes diferenstaisasticas, para de-
finir medidas de risco convexas estaticas e dinamicasmear de corres-
pondéncias entre axiomas dafuncdes e axiomas de medidas de risco, 0s
resultados habituais sobre axiomas, conjuntos de ageigepresentacao
dual sao provados. A guestao da Consisténcia Dinaentebatida em de-
talhes. Complementando, Jiang (2008) estende os ressiiadelacao en-
tre g-expectativas e medidas de risco convexas, com rdéssaltobre Con-
vexidade, Subaditividade e Invariancia de Translag#o supor necessari-
amente a continuidade da funcao geradoraelbaeret al.(2010) apresen-
tam representagdes para a funcao de penalidade no easedidas con-
vexas dinamicas considerangi@xpectativas sob uma série de suposicdes.
As representacdes sao obtidas para tempo continuficardo axiomas e
conjunto de aceitacao. Mais aléem, Xu (2014) estendrpectativas condi-
cionais para o caso multivariado, obtendo medidas de ri@ozezas mul-
tivariadas dinamicas. Resultados para axiomas, conjdataceitacao e
representacao dual sdo apresentados, bem como @glcpara proble-
mas financeiros. Kromer & Overbeck (2014) considergaxpectativas,
vinculadas com equagdes diferenciais estocasticassieas, em proble-
mas de aloca¢ao, mostrando que sao diretamente ligadasnedidas de
risco. Rerpesentagao dual para medidas de risco coneespeeSentada,
com medidas coerentes como caso especial. Exemplo da negdidaica
dinamica é investigado para ilustracao.

Por sua vez, Weber (2006) caracteriza conjuntos mediddsabeaon-
vexas com lei invariante por medidas de probabilidade, @oed® tipo
© : P[R) — R, comP (R) sendo o conjunto de medidas de pro-
babilidade definidas na reta dos niumeros reais. Autor m@stielacao
entre esse conceito e o habitual para variaveis alestéc@nformep :
LP - R, ép(X) = ©6(Q(X)), comQ € P(R). Ainda, & provado
gue essas medidas estao relacionadas com a no¢cao dadetjlpossuindo
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caracterizacao dual ligada e conjunto de aceitacamdiga uma funcao
de perda convexd, com a formadeg = {Q e P(R) : ©(Q) <0} =
{QePR): [{(—x)Q(dz) < z € R}. O autor define uma caracteriza-
¢cao axiomatica para o caso dinamico, apresentandaipdapgles de Con-
sisténcia Dinamica. O autor mostra que medidas din&dease tipo po-
dem ser representadas por vetores de medidas estaticks algumas
condi¢cdes. Kupper & Schachermayer (2009) mostram quense rae-
dida de risco tem propriedade de Fatou, & continua, e pas®mas de
Normalizacao, Invariancia de Lei e Monotonicidade @entla € um equi-
valente certo negativo. Assim, tal medida tem a formia;) — u=! o
Ep [u(Xy)], ondeu & uma fungdo continua, estritamente crescente. Com-
plementando, a Gnica medida de risco dinamica com axiomas/ariancia
de Lei, Relevancia e Consisténcia Dinamica & a ertehendo convexa
ou coerente conforme o valor assumido pelo parametro dezvao risco.
De forma complementar, Follmer (2014) confirma resultatibgue medi-
das convexas com axiomas de Invariancia de Lei e Coneiat&®inamica
sao entropicas. Resultados para o caso espacial, quatalicionamento
€ por etapa numa rede ao invés do tempo, sao apresentados.

Feinstein & Rudloff (2013) estendem a teoria de medidassde 1Gon-
vexas multivariadas definidas em conjuntos vetoriais patanopo dina-
mico. Extensdes de axiomas, conjunto de aceitacao esemiacao dual
sao deduzidas em detalhes. Especial atencao & dada @arasisténcia
Dinamica. Alguns exemplos vao ilustrando a abordagenoagd das eta-
pas do trabalho. Ja Feinstein & Rudloff (2015) apresentantorpo te-
orico para medidas de risco convexas multivariadas vétatefinidas em
conjuntos que sao consistentes no tempo. Axiomas, cagu# aceitacao
e representacao dual sao expostos em detalhes, mastraeé questao da
consisténcia dinamica, ligada com recursividade, edudes na representa-
cao das funcdes de penalizacao e sua propriedade-cielicidade. Para
0 caso coerente, representacao dual &€ baseada na calagaedidas de
probabilidade.

4. Medidas de risco espectrais e de distoap

4.1 Medidas de risco espectrais

Outra categoria de medidas de risco sao as medidas especta
contrario de outras classes de medidas de risco, as mestigastrais le-
vam em conta a fungcao de aversao ao risco de cada indivillais es-
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pecificamente, a ES pondera todos os cenarios igualmemigasso que
medidas espectrais tendem a dar mais peso para pioregsosen@rcon-
ceito de medidas espectrais de risco & proposto por AcObR). A ideia
fundamental & que toda medida de risco coerente pode sesegpada por
uma soma ponderada convexa de medidas de risco coerentese dom-
texto, considere uma medida do tipaX) = —fo a)da, ondeFy*

é a funcao inversa da distribuicao de probab|Ildadé(deepresentando 0
guantil dos dados ¢ &€ uma funcao de ponderacao definida do agente com
dominio sobre toda amplitude de probabilidades cumalatv< o < 1.

p define a classe de medidas de risco baseadas em quantis, reedida

de risco individual nessa classe & caracterizada por €yigrfuncao de
ponderaca®. Um agente que € avesso ao risco pode preferir trabalhar com
uma medida de risco que considere sua aversao. Exatamestéeponto
gue se encaixam as medidas de risco espectiaeflete a aversao ao risco
do agente.

Acerbi (2002) define que medidas de risco espectrais, S#lame-
didas que possuem fun¢des geradarasie atendem as propriedades, para
0 < a < 1, de ndo negatividades(«) > 0), normalizag;étoj(b1 d(a)da =
1) e ndo crescimento¢’((a) < 0). A primeira propriedade requer que
0S pesos sejam nao negativos, garantindo o axioma de Muocidede da
medida, ao passo que a segunda exige que as pondera¢iEsssoma
unidade, garantindo o axioma de Invariancia de Traaslalyfas a proprie-
dade chave € a terceira, que requer que 0s pesos atrilauitmisres perdas
NAao seja menor que os pesos atribuidos a perdas menomasdea ifefletir
a aversao ao risco. Por depender diretamente da funcpoodabilidade
dos dados, essa classe de medidas possui automaticamenteraa de
Invariancia de Lei.

Complementando, Inui & Kijima (2005) mostram que qualquer-m
dida de risco espectral que seja coerente € uma combiragiexa da
ES, e que a ES fornece o valor minimo de risco entre a classeede
das coerentes. Kusuoka (2001) mostra que essa repreésebtaglida para
medidas de risco coerentes com axiomas de Invariancia ide Beliti-
vidade Comonotdnica, coincidindo copiX) = fol AVaR*(X)Q(dw),
comQ € Py 1)- Cherny (2006), chamando esse tipo de medidas de WVaR,
mostra que esse tipo de medidas possui boas propriedadés, essrita-
mente subaditiva, isto (X +Y) < p(X) + p(Y) seX eY nao sao
comonot()nicos A conexao entre essas representagpeta’igualdade

=1 = [y Q . Pichler (2013) cria uma norma associada a medida
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de risco em questao, definida comd ||, = p(|X]), e gera um espago

LP onde a medida & continua com respeito a essa norma. Tenese
L> c L” c L', de modo que considerar espacos maiores que 0 e espagos
maiores que d.' nao faz sentido. Tal caracterizacao se da conforme o
espaco onde a funcao espectral é definida. Resultadgsrogando a ideia

sao apresentados, bem como espacos duais sao derivados.

Conforme apontado por Dowelt al. (2008), um ponto fraco dessa
definicao & a terceira propriedade, pois ela nao exckididas que sao
neutras ao risco. Esse autor cita como exemplo a ES, que ax&mas
condi¢cdes mas nao acomoda essa aversao crescenteeliPamar esses
casos, Dowebt al. (2008) substituem a terceira propriedade por algo mais
forte, o decrescimento;b’((a) < 0). Essa nova condicao garante que 0s
pesos aumentam conforme as perdas aumentam. Dessa formatase
gue VaR e ES nao sao medidas espectrais no sentido epwitplanto
a ponderacao deles &, respectivamente, todo o peso arodeabuantil e
igualmente ponderado entre todos os valores apos o quBetihais valo-
res possiveis assumem peso zero. Em casos bem compodadagpres
esperariam que 0s pesos aumentassem de forma suave aoysssmen-
tariam de forma mais brusca para individuos muito avessoiseo. Essa
classe de medidas, com a propriedade de decrescimentormmenfcerbi
(2002), nao é atrativa apenas porque leva em consigeragversao ao
risco do individuo, mas também porque tais medidas séentes no sen-
tido de Artzneret al. (1999).

Csobkaet al. (2007) mostram que uma medida de risco & coerente com
axiomas de Invariancia de Lei e Aditividade Comonbtona semente se
ela for uma medida de risco espectral no sentido estritpeitagido a pro-
priedade de decrescimento. Entretanto, apesar dessaegeales tebricas
interessantes, ainda resta um grande problema para @ggacaticas: a
escolha da fun¢ag. Nao ha como estimar o modo que um individuo reage
ao risco com precisao, caindo em um problema muito semtellcam o de
funcOes de utilidade. Ainda assim, Doetal. (2008) investigam situacdes
com funcdes exponenciais e de poténcias. Os seus dsslitadicam que
embora essas fun¢des tenham caracteristicas intetesstis como sua-
vidade na evolucao do grau de aversao, elas podem leemutiados in-
desejados dependendo da parametrizacao escolhidavidoBaandtner
(2014) rebate essas criticas feitas em relagao a &snggpectrais exponen-
ciais e de poténcias, mostrando que elas levam a respkits de aversao
ao risco.
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4.2 Medidas de risco de distorao

Intimamente relacionada com o conceito de medidas espeesta
a classe de medidas de distor¢ao, introduzidas por Wa8H)visando
problemas de seguros, que podem ser definidas basicamenteocce-
torno esperado sob uma transformacao da funcao delglidbde, nome-
ada funcdo de distor¢ao. Tal funcdo de distorgad0, 1] — [0, 1], com
g(0) =0eg (1) =1, & crescente, definindo as medidas de distor¢ao como
sendop(X) = fol F:)I((u)dg(u). Como é originalmente para seguros, se
trabalha com perdas, ou seja ao invés deX. Wanget al.(1997) discute
as medidas de risco de distorcao, argumentando em favquektdes de
continuidade e mostrando que as propriedades da medidatisdamente
ligadas com as da funcap Assim, a escolha dessa fungao de distorcao
vai definir a medida de risco e suas propriedades. Wirch & yH&€00)
mostram que medidas de distorcao com fung@adncava sao coerentes,
e respeitam a dominancia estocastica de segunda orderscseeste se
forem estritamente concavas.

Gzyl & Mayoral (2008) estabelecem relacionamento diretioeeme-
didas de risco de distorcao e medidas de rico espectraigatda relacao
g (a) = ¢(a), seg for concava. Assim como as medidas espectrais, as
medidas de distorcao caem no problema da definicap dessim, paray
cbncava, as medidas de risco de distorcao sao coeremessuem axio-
mas de Invariancia de Lei e Aditividade Comonbétona. Ness¢ido, Pflug
(2006a) mostra que medidas de distorcao podem ser repmdas como
combinac¢Oes da ES, de modo similar a representacao sieoka (2001).
Tal representacao é da forrpX) = fol AVaR*(X)g(do). Pode se es-
tabelecer que existe uma conexao direta entre medidasstbegdio com
funcaog concava, medidas espectrais e medidas coerentes comaaxitam
Invariancia de Lei e Aditividade Comonbtona com base rtegirador da
representagao dual conforméa) = ¢(a) = %fllfa Q(da).

Song & Yan (2009a) apresentam em maiores detalhes as nefargses
duais destes e de outros tipos de medidas de risco. Diedexie(2012)
discutem a questao da representacao de medidas ded@dsimor quantis,
com teoremas que mostram que cuidado precisa ser tomad@imeztede
guantil usada no caso de distribuicao de probabilidaate avhtinua. Por
sua vez, Belles-Sampeed al. (2013) mostram que ordenadores de logica
fuzzysao intimamente ligados com o conceito de medidas de cigiate-
vido a integral de Choquet na sua representacao dual. [tRéssI nesse
sentido sao provados e exemplos para VaR e TVaR sao afesgoelos au-
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tores. Balbat al. (2009) estudam propriedades que uma medida de risco
deve satisfazer a fim de evitar escolhas de portfolio inaadas. Duas no-
vas propriedades sao apresentadas, a completude, geegexica medida
use toda a informacao sobre a distribuicao dos dadosdajptabilidade,
gue forca a medida a usar a informacao adequadamenteore&utnos-
tram que essas propriedades sao satisfeitas quando or@eBT estrito da
funcao de distorcao existe.

Uma possibilidade, assim como nas outras classes de mel@idsso,
€ a proposicao de novos tipos de medidas de distorgimp ® traba-
Iho de Tsukahara (2009), que introduz familias parawegride medidas
de distorcao, precisamente com um parametro, como s&teda repre-
sentacao da ES, investigando suas propriedades e dikwigeu uso. A
derivacao dessas medidas & baseada na represencagtealidlas de risco
coerentes com axiomas de Invariancia de Lei e Aditividaden@notona.
A abordagem do autor & visando compara¢des com a ES poid@eixem-
plos numéricos, discutindo sua estimacao empiricaeislizacao na ges-
tao de risco. Ja Hurlimann (2006) apresenta uma classeedidas de
distorcao, nao necessariamente coerentes, que s@iociast de potencias
medias do valor esperado de diferengas de uma posigaooitig X9 com
relagdo a algum limiar, conforme a expresgdd) = Ep [|X° — b\“]e,
ondea,0 > 0eL < b < U,comL eU sao limiares. A variancia & um
caso especial dessa subclasse, por exemplo. Propriedagf@esentacao
da subclasse sao apresentadas.

Zhu & Li (2012) introduzem o conceito de medida de risco dedi$o
na cauda, para verificar riscos de perdas excedentes ao ¥aRme&di-
das tém representacao conforpi& | X > VaR®) = fol F(‘71X|7X>VaRa)
(u)dg(u), ou seja, apenas se adapta a distribuicdo de probatelipach
captar informacao da cauda. Ainda, os autores derivaatdel linea-
res assintoticas com o VaR para casos de distribuic@®scenidas pesa-
das. Exemplos envolvendo distribuictes invariantescalimacao, escala
e formato sao apresentadas para ilustrar a abordagemn EaSeejda
(2012) estendem o conceito de medidas de risco de distpaga o campo
dinamico. Para tanto, os autores utilizam os conceitosatedd & Schu-
macher (2007) para definicbes de Consisténcia SeqlieGaiadicional e
Dinamica para medidas de risco de distorcao dinamessitiizando em
resultados que ligam axiomas e representacao dual.
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5. Medidas de Desvio Generalizado

5.1 Teoria basica

As classes de medidas de risco apresentadas até aqursfzondinte
ligadas com o valor esperado ou monetario de uma posieacem, em
muitas situa¢des ha interesse em tratar o quanto um fidedonge de
seu valor esperado ao invés de quanto ele excede algure |mgposto.

E nessa lacuna, de variabilidade, que se encontram as raatddesvio
generalizadas. Essa classe de medidas de risco € proposRogkafel-
lar et al. (2006). Uma justificativa dada pelo autor por seu interegsse e
criar tais medidas, é a limitacao de medidas de dispsrhabituais serem
simétricas, isto &, considerarem ganhos e perdas commsgasmilares.

Mantendo a notacdo empregada inicialmente, apreseatdormal-
mente o que Rockafellat al. (2006) define como sendo uma medida de
desvio. AssimD : L[? — R, & uma medida de desvio se atente aos
seguintes axiomas:

Insensibilidade a TranslacaoD(X +C) =D(X), VX € LP,C € R

Homogeneidade Positiva:  D(0) = 0eD(AX) = A\D(X),
VX eI” A>0

Subaditividade D(X +Y) <D(X)+D(Y), VX, Y € L

Nao Negatividade : D(X) >0,V X € LP, comD(X) > 0
paraX nao constante

O primeiro axioma indica que o desvio em relacao ao valperslo
nao muda se for adicionada uma constante. O segundo agi@ntomo-
geneidade Positiva, ao passo que o terceiro & a SubaadeidEsses dois
juntos implicam que uma medidade desvio & convexa. O quarto axioma
é similar ao conceito de relevancia, que indica que qealgosicao nao
constante apresenta desvio, e este nao € negativo. DessE te tem que
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D captura o grau de incerteza ekh atuando como se fosse uma norma
em LP, exceto por nao exigir simetria. Um outro axioma que ésgrado
neste trabalho, & o de Dominancia de Amplitude Inferiefinido como:

Dominancia de Amplitude Inferior D(X) < E[X] —inf X,VX € LP

Em seu trabalho, Rockafellat al. (2006) apresentam alguns exemplos
de medidas de desvio e exploram suas propriedades, comdaaciare
0 semi-desvio. Os autores derivam ainda uma representhgd para as
medidas de desvio generalizado, que possui forma mateamddi ordem
D(X) = Ep[X] — iengD Eg[X], comPP € L? sendo um conjunto nao

vazio, fechado e convexo, de tal modo que para cddado constante,
existeQ € PP com Eg[X] < Ep[X]. Dessa forma, & possivel repre-

sentar tal conjunto com®? = {Q €eP : Ep [z%] = 1,D(X) >

Ep[X] — Eg[X],VX € LP}. SeD possui 0 axioma de Dominancia de

Amplitude Inferior, entédfl% > 0,YQ € PP. O conjuntoP? unicamente
definido para uma medida de desvio generalizAde chamado envelope
de risco. Com base nessa notagao, resultados mais geegsaperacoes
com envelopes de risco sao apresentados, bem como repgEsEspara
diversos exemplos de medidas de risco.

Outra propriedade fundamental de medidas de desvio & gofarme
provado pelo autor, elas estdo diretamente ligadas condasede risco
coerentes no sentido de Artzredral. (1999), e vice-versa. Formalmente, a
relacao entre essas duas classes de medidas & aprasdrdaa.

D (X) = p(X — Ep[X])

p(X) = Ep[-X]+ D (X)

Essa relacado se mantém desde &) < Ep [X] — inf X, isto & a
medida de desvio generalizado possua o0 axioma de domdeampli-
tude inferior ep (X) > Ep [—X| seja uma medida de risco coerente limi-
tada pela expectativa. Os autores mostram que, em termeprésentacao
dual se tenp(X) = sup Eg[—X].

QepPP
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5.2 Extenges gerais

Pflug (2006b) investiga a relacao entre a representde&nbgradien-
tes e as propriedades de medidas de desvio. Em particulatpioraostra
como propriedades de monotonicidade sao refletidas palesentacao de
subgradiente. Mais além, o autor apresenta um corpo deseracoes du-
ais para medidas de risco monetarias e de desvio, modificamdtermos
de notacao aquelas representagdes classicas @spust artigos seminais
de cada classe de medidas. Uma lista de exemplos & forn@sdaaneira
mais completa, Rockafellar & Uryasev (2013) apresentamuwadiangular
tedrico ligando medidas de risco, medidas de desvio, raedié arrepen-
dimento e medidas de erro, através do que os autores chasmamales-
tatistica geradora. Conexdes tebricas entre 0s qualitetos Sao propos-
tas, bem como sua utilizacao em problemas de otimizagapresentacao
dual. Uma grande lista de exemplos & apresentada.

Assim como nas outras classes de medidas de risco, é @lossien-
der a teoria principal para o axioma de Invariancia de LeecBuket al.
(2009), considerando espagb® ao invés del?, fazem essa expansao da
teoria. O axioma diz que:

Invariancia de Lei seFx = Fy, entdaoD (X)=D(Y),VX,Y € L

Assim como no caso das outras classes de medidas, o axiorieaimp
em posi¢oes financeiras com a mesma distribuicao deapilatade terem
0 mesmo risco. Além disso, é possivel estimar as medigl@esvio gene-
ralizado a partir de dados reais. Mais alem, os autoresapim diversas
representacdes duais equivalentes, inspiradas naqielaedidas coeren-
tes com Invariancia de Lei, medidas espectrais e mediddisibecdo. Tais
representacdes sdo conforme as formulacdes matamdl(X) =

sup fol 70(Q)ga(X)da, D(X) = sup fol d()qa(X)da, D(X) =
1-QePP pla)eA

sup [} AVaR*(X — Ep[X])d(¥(a)), D(X) = sup [ g(a)
Pla)EA g(a)eG
d(g+(X)), ondeA & um conjunto de fun¢des ndo crescenrtés) € LY,
I dla)da = 0,5+ 3 =1, 6(a) = 5 [i ¥(da), G & uma colegao de
fungdes concavas positivas (0,1) — R, ¢ (o) = —¢(a). Nao obstante,
os autores mostram que as fun¢geg0, 1) — [0, oo) formam o envelope
maximo deD lei invariante.

Tal envelope maximo tem a forma,; = {g(a) € o folg(a)
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d(go(X)) < D(X),V XY € LF}, onde® & o conjunto de funcdes

concavay : (0,1) — [0,00) e L C L™ & o espago de variaveis fini-
tas. Ainda, os autores apresentam o axioma de Aditividadeo@otonica,
como sendo:

Aditividade Comonotdnica D (X +Y) =D (X)+ D (Y),
VX,Y € L’ comX eY comon6tonos

Da mesma forma que para o caso das outras classes, esse @epoena
senta o0 caso extremo da Subaditivade quando nao hédadogisco pela
diversificacao quando duas posi¢Oes tém associpgditiva perfeita. As
representacdes duais para medidas de desvio geneoatiaatdaxiomas de
Lei Invariancia e Aditividade Comono6tona sao as mesnaaa p caso hao
comonobtono aditivo, porém sem os operadores de supremo.

Trazendo para a Otica multivariada, Balletsal. (2012) apresentam
versoes vetoriais de medidas de desvio generalizadoinsiega aborda-
gem de Jouinét al.(2004), bem como sua conexao com medidas coerentes
vetoriais. Questdes referentes aos axiomas e repregenta@l sao de-
batidas. Ja no caso dinamico, Pflug (2006c) utiliza meddkarisco que
consideram a informagao multiperiodo. Tais medidas simpostas por
um termo de expectativa e outro de desvio com base na medidiest®
generalizadd”VaR® (X — Ep [X]). Os axiomas e representacao dual do
termo de desvio sao ajustados para o caso dinamico.

6. Outras Classes de Medidas de Risco

Existem algumas outras classes de medidas de risco com rmesor
taque na literatura de financas do que aquelas antericerapnesentadas.
Joaquin (2009) identifica trés axiomas que se aceitos efurgonlevam
a aceitacao do VaR como medida de risco. O autor argunogemta VaR
deve refletir fraca aversao a perdas, considerar aperdassperalmente ca-
pazes de ocorrer, alem de nao ser afetado por possilEddd ganhos.
De forma complementar, Chambers (2009) caracterizeosiqUantilicas
como o VaR em um espaco de funcdes de distribuicdo deapilidade.
Dessa forma, o VaR deve respeitar axiomas de Covarianciam&r Mo-
notonicidade com respeito a dominancia estocastica ideeppa ordem e
semicontinuidade inferior. Ja Frittelli & Maggis (2014@ntando se va-
ler do conceito do VaR, determina medidas de risco definidasfungoes
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de probabilidade nos numeros reais, da fopma P — R, p(Q) =
—sup {m ceR: Qe AP}, comA? ={Qe7P : Fo < F,,}, ondeF,, :
R — [0,1]. Essas medidas tém axiomas de Monotonicidade, Quase Con-
vexidade, Invariancia de Lei, e uma variante da Invaigde Translagao.
Representacao dual & obtida conforpi®) = sup R([ fdQ, f), com

1edy

Cy sendo o conjunto de func¢des continuas e limitadag, :eR x C;, —
R U {—0c0,00} tem a formaR (¢, f) = @32% {p(Q): [ fdQ > t}.

Com foco maior para seguros, cabe citar também a abordagdm d
mites markovianos de Goovaedsal. (2003), que deriva medidas de risco
baseadas na minimizacao de um regime markoviano para twhaljli-
dade na cauda. Uma abordagem mais flexivel & adotada poa&to
et al. (2004), que argumentam que nao ha conjunto de axiomaseiimna d
perfeitamente uma medida de risco. Os autores discutendagede risco
de melhores préaticas ou medidas de risco consistentes,cau situacao
deve ser analisada de forma a considerar suas necessidpeesliarida-
des. Goovaertst al. (2004) apresentam uma classe de medidas de risco
gue sao aditivas para riscos independentes. Tais medidaggm axiomas
de Invariancia de Translacao e Monotonicidade com iEspeordens de
relacao estocastica, alem de propriedades de comdidei A novidade € o
axioma de Aditividade Independente, representado como:

Aditividade Independente p (X +Y) =p(X)+p(Y),VX,Y €
LP comX eY independentes

Tal axioma garante que posi¢cdes independentes tem sewsomado,
como é o caso da variancia e de certos prémios expongIipeiea Seguros.
Rela¢des com conjuntos de axiomas para medidas aditbrasrdtonas
sao apresentados. Ainda focando em seguros, Sordo (2008yera me-
didas que generalizam o desvio de cauda proposto em Wang)(1$sas
medidas sao a diferenca entre expectativas distorcid@ alistorcida de
uma variavel, ou seja(X) = Ep [X9] — Ep [X] onde X9 & uma posicao
X distorcida pela funcao de distor¢cgo Esse tipo de medida possui axi-
omas de Insensibilidade a Translacao, HomogeneidadavRoblao Ne-
gatividade e Aditividade Comonotdnica, aléem de respeitaninancia es-
tocastica de ordens dispersa e valor excedente. Sord@)(200sidera
medidas de cauda do tipg . (X) = Ep[¢ (X — Ep [X|X < F' (a)])

X < Fy! (a)], onde f & uma funcéo convexa. A CTE e a variancia na
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cauda sao casos especiais. Autor mostra que esse tipo damespeita a
dominancia estocastica de ordem de valor excedente.

Kou et al. (2013) apresentam as medidas de risco naturais, que iRcorpo
ram a robustez com respeito a erros de especificacao déaeopequenas
mudancas nos dados. O conjunto de axiomas dessa classelidasn&io
exige a Subaditividade estrita, de tal modo que medidasqierienento de
capital que sao baseados no VaR sao incluidos. Os axiguessssa classe
de medidas deve respeitar, alem dos usuais de Homogeedtisitiva e
Monotonicidade, sao os seguintes:

Translacao Escalonadap (X + C) = p(X) — sC,
VXelP,CeR,s>0

Subaditividade Comonotdnicap (X +Y) < p(X) +p(Y),
vV X,Y € LP comX eY comonobtonos

Invariancia de Lei Empirica Fx = Fy, entaop (X) = (f/) ,
Ff( = FY¥, Ff/ =Fy,VX,Y € LP.

O primeiro axioma & uma versao escalonada da Invarig@iecieransla-
cao. O segundo & um relaxamento da Subaditividade coexigindo res-
peitar o principio de diversificacdo apenas no caso dawegs comonoto-
nas. O terceiro axioma & uma versao empirica da Inwa@gate Lei, abran-
gendo qualquer permutacao nos dados utilizados. Essseatle medidas

possui representacao dual da form{& ) = sup {— > i1 'U)jx(j)}, com
wew

W C R™ um conjunto de vetores de pesos do tipo= (wy,- -+ ,wy),
ondeXopg = (z(1), - ,¥(n)) SA0 estatisticas de ordem He= (z1,

. ,xn). Complementando, Ahmeet al. (2008) mostram que (X) é
uma medida de risco natural se e somentp $& ) & uma medida de
risco coerente. Ainda, esses autores apresentam cesgiefa qué) seja
convexo e fechado. Assa & Morales (2010) estendem a teorniaed@las
de risco naturais para o espacgo de sequencias infinitagjaugsiando ha
infinito dados para computac¢ao. Para tanto, uma exteretadal da teoria
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padrao para espagos com dimensao infinita é feito atdageponderacdes
W € W. Resultados apra representacao dual sao provadosgdal@lguns
exemplos fornecidos.

Ainda sobre esse tipo de medias de risco, Tian & Suo (2018hdsta
teoria de relaxando a Subaditividade Comonotbnica pov&©addade Co-
monotbnica. Representacao dual &€ apresentada eaatzglisomo tendo

a formap(X) = sup {—Z?lejx(j)—fy(W)}, ondey : W —
wew

[—00, +00) & uma funcao de penalizacao. Mais aléem, Tian & Jiafd %2
estendem essa definicao de medidas de risco naturais dwdaéubaditi-
vidade Comonotdnica para uma Quase Convexidade ConmacatéCom

isso, & obtida a seguinte representacao plUsl) = sup {R(— > i1
Wew
wjx(j),W>}, onde R : R"*! — (—o0,+00] & uma fung@o conforme

R(t,W) = igl(f {p(X) D= W) > t}. Outras representacdes
nesse sentido para os casos coerentes e convexos conanoiarie Lei
Empirica, bem como naturais com Subaditividade e ConaeledComo-
notdnicos sao apresentados.

Por sua vez, Song & Yan (2009b) apresentam classes de megieas
nao apenas sao comonotdnicas subaditivas ou converasambém res-
peitam a dominancia estocastica de primeira ordem. Qsesutntrodu-
zem representacdes para essas medidas em termos deilgtatbed dis-
torcidas, mostrando que tais medidas tém lei invarianteephkesentacao
para o caso subaditivo £X) = sup(g o P)(—X), comg’ = {g €

9€g”
g : (goP)-X) < (X), VX € LP}, ondeg & o conjunto de to-
das as funcdes de distorcgo Para o caso convexo a representacao fica
p(X) = sup {(go P)(=X) — alg)}, comg™ = {g € g : g & cOncava
gegee

e funcao de penalidade(g) = sup (g o P)(—X). Autor mostra ainda

X)<0
qgue, no caso d& nao ter atonf(()s?_essas definicdes coincidem com as de
medidas de risco lei invariantes coerentes ou convexas.

Outra abordagem & a de Chen & Yang (2011), que propde urssecla
de medidas de risco que satisfazem os axiomas de Convexadsideo-
tonicidade. Essas medidas podem ser representadas com@endzakEs-
perada Ponderadd\eighted Expected Shortfal WES), definida como
WES® = =L [w(Fy! (u)Fy' (u) du, ondew & uma funcao definida
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monotonicamente nao crescente, sendo positiva e coneeaaXp< 0, e
nao negativa e concava paka < 0. Através de uma pondera¢cao nao li-
near, essa classe de medidas pode flexivelmente refletio alg@ersao ao
risco do investidor, estabelecendo inclusive um modellistaale selecao
de portfélio. Resultados empiricos mostram que essedpmedida con-
segue refletir melhor as restricdes do mercado, supeigortidlios cons-
truidos com base na ES. Ja Eichhorn & Romisch (2005) aptas a classe
de medidas de risco poliédricas que servem para a sotlg@ooblemas
de otimizagao estocasticos. Representacao dualgsses medidas e sua
relacao com espacos de aceitacao & apresentadaicHemjes para garantir
gue sejam convexas ou coerentes sao introduzidas, &eslagm o CVaR
sao expostas. A extensao para o caso multiperiodo @atmrbem como
a questao teobrica de sua utilizacao em problemas dézatj@o. Roorda &
Schumacher (2011) apresentam uma classe de medidas dguesocden-
tre um conjunto de medidas de risco, uma combinacao qu¢hesa mais
otimista & apresentada. Embora nao garanta convexidadedida & mo-
netaria e possui o axioma de Consisténcia Dinamica rmmadtiperiodo.
Contet al.(2010) introduzem medidas que sb6 consideram perdas, e nao
ganhos, da forma (X) = p(min (X,0) ) e tem axioma de Monotonici-
dade e Normalizagao. Versdes convexas sao tambénstaspe a relacao
com medidas convexas tradicionais & apresentada, bemabgagao com
a Subaditivade de Translacao. Representacao dualss@oen Invariancia
de Lei sao estudados de modo a adaptar os resultados usuaisditias
de risco convexas. Staum (2013) introduz o axioma de laweid do Ex-
cesso para medidas de risco, que implica em insensibilidafentidade
gue o valor de uma carteira excede benchmark Esse axioma substitui
o de Invariancia de Translagao. Mais formalmente, oragiproposto pelo
autor exige que:

Invariancia do ExcessoseX =Y, entdop (X) =p (V) VX,Y € LP

Em outras palavras, o axioma garante que o risco de duadpssic
igual se sua perda em relacaokmmchmarkfor igual, independentemente
da relacdo entr& ™ e Y. Com base neste axioma, o autor define ainda
uma classe de medidas de risco de perda que sao Uteis qistwlé as-
sociado apenas a resultados ruins, ignorando retornodeates positivos.
Tais medidas possuem, além do axioma de Invariancia desB&cpropri-
edades de Monotonicidade, Nao-Negatividade e Normaaac
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Existem medidas utilizadas como métricas de performaacegnalise
de investimentos que consideram o risco, muito embora ejamsexata-
mente medidas de risco. Cabe comentar aqui para a médhmga, pro-
posta por Keating & Shadwick (2002), que & definida como aagon-
derada da probabilidade de ganhos e perdas para algumorelem Ma-

tematicamenteq2,.(X) = %, onder & o retorno alvo. Nesse

sentido, Cherny & Madan (2009) consideram métricas depagnce que
satisfazem axiomas, inspirados na teoria de medidas de ctsErentes.
Resultados teéricos derivados pelos autores mostramaigienétricas se
sobressaem em relagao a concorrentes presentes nal#dera

Medidas de risco dinamicas permeiam todas as classes ddaneid
risco. O trabalho que iniciou essa corrente foi 0 elaborad®ang (1999),
gue estende o VaR para uma abordagem multiperiodo criamdoclasse
de medidas de risco que respeita axiomas de Consisténtieniia e Re-
cursividade, alem de outras propriedades técnicas. nalgaoremas de
representacao sao apresentados, bem como arguaeetacfavor de sua
utilizacao. Também com 6tica dindmica, Pflug & Ruszisky (2005) apre-
sentam medidas multiperiodos para entradas de dinheaino pooblemas
de otimizacao, considerando a diferenca entre perda@mas s de proces-
sos obtidos com informacgaex-antee ex-post Sob certas situacoes, tais
medidas de risco sao coerentes, mas no geral nao pre@saAngpliando
esse resultado, Bauerle & Mundt (2008) estendem essa anddidisco
para entradas de dinheiro obtida como otimizagao incargm a ambigui-
dade na definicao com cenarios bayesianos.
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