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EL TRIMESTRE ECONOMICO, vol. LXXIV (4), ntim. 296, octubre-diciembre de 2007, pp. 901-927

PRUEBAS DE COMPORTAMIENTO CAOTICO
EN INDICES BURSATILES AMERICANOS*

Franco Parisi, Christian Espinosa
y Antonino Parisi**

RESUMEN

Este articulo valida el comportamiento caético en las Bolsas de Valores de
Argentina, Brasil, Canada, Chile, Estados Unidos, Pert y México, utilizando
los indices accionarios Merval, Bovespa, S&P TSX Composite, IPSA, IGPA,
S&P 500, Dow Jones Industrials, Nasdaq, IGBVL e IPC, respectivamente. Los
resultados de distintas técnicas y métodos, como analisis grafico, anélisis de
recurrencia, entropia de espacio temporal, coeficiente de Hurst, exponente
de Lyapunov y dimensién de correlacién, apoyan la hipétesis de que los
mercados bursatiles americanos se comportan de manera cadtica, en contra
de la hipétesis de mercados eficientes y la hipétesis de aleatoriedad. Esta
conclusién valida el uso de instrumentos predictivos de rendimientos accio-
narios en los mercados de renta variable americanos. Destacable es el resul-
tado de la técnica coeficiente de Hurst, que en promedio fue de 0.75 para los
indices en estudio, lo que estaria justificando la utilizacién de modelos tipo
Arfima, entre otros, para la predicciéon de dichas series.

ABSTRACT

This article validates the chaotic behavior in the Argentinean, Brazilian, Ca-
nadian, Chilean, American, Peruvian and Mexican Stock Markets using the
Merval, Bovespa, S&P TSX Composite, IPSA, IGPA, S&P 500, Dow Jones Indus-
trials, Nasdaq, IGBVL and TPC Stock Indexes respectively. The results of dif-
ferent techniques and methods like: Graphic Analysis, Recurrence Analysis,
Temporal Space Entropy, Hurst Coefficient, Lyapunov Exponential and
Correlation Dimension support the hypothesis that the stock markets be-
have in a chaotic way and rejected the hypothesis of randomness. Our con-
clusion validates the use of prediction techniques in those stock markets. It’s

* Palabras clave: teoria de caos, analisis de recurrencia, entropia de espacio temporal, coefi-
ciente de Hurst, exponente de Lyapunov, dimensién de correlacién, prueba BDS. Clasificacion
JEL: C12,C14, G10, G14 y G15. Articulo recibido el 7 de marzo y aceptado el 14 de septiembre
de*z"‘or(}éil A. Parisi, profesores asistentes, Departamento de Finanzas y Administracién, Univer-

sidad de Chile; Chair in Finance EuroAmerica. C. Espinosa, profesor asistente, Facultad de
Economia y Negocios, Universidad Diego Portales.
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remarkable the result of the Hurst Coefficient Technique, that in average
was of 0.75 for the indexes of this study which would justify the use of Arfi-
ma models among others for the prediction of such series.

INTRODUCCION

Albert Einstein recibié el premio Nobel por su contribucién a la teo-
ria cuantica. No obstante, nunca acept6 que el universo estuviera
gobernado por el azar. Sus ideas al respecto estan resumidas en su
famosa frase “Dios no juega a los dados”. La mecanica cuantica no
predice un tnico resultado para un experimento determinado sino
que predice un cierto nimero de resultados posibles y entrega las
probabilidades de ocurrencia de cada uno de ellos. Es decir, si se
realizara el mismo experimento en un gran ntimero de sistemas si-
milares, con las mismas condiciones de partida en cada uno de ellos,
se encontraria que el resultado del experimento seria “A” un cierto
ntmero de veces, “B” otro nimero de veces, y asi sucesivamente. Se
podria predecir el nimero aproximado de veces que obtendria el
resultado “A” o el “B”, pero no se podria predecir el resultado espe-
cifico de un experimento determinado. Asi pues, la mecanica cuanti-
ca introduce un elemento inevitable de incapacidad de prediccién,
una aleatoriedad en la ciencia.'

En finanzas la palabra aleatoriedad ha sido tema de discusién
constante en torno de los precios accionarios. Desde que Fama (1970)
planteara la hipétesis de mercados eficientes, muchos estudios han
sefialado que las fluctuaciones de los precios accionarios siguen un
camino aleatorio. No obstante, trabajos posteriores® han concluido
que existen pruebas de que los precios accionarios no siguen un pro-
ceso de caminata aleatoria (random walk) y muestran que los ren-
dimientos accionarios pueden ser predecibles en algin grado. En
sintesis, se asume que la evolucién de los rendimientos accionarios fu-
turos se puede predecir por modelos basados en series de tiempo.

El anilisis de series de tiempo fue impulsado por Box y Jenkins
(1970) y dio origen a la metodologia del mismo nombre. Estos mode-
los se han empleado exitosamente en variables econémicas pero no

I Parrafo extraido del libro de Stephen Hawking, Historia del tiempo: del Big Bang a los

agujeros negros.
2 Lo y MacKinley (1988), Conrad y Kaul (1988), Fama y French (1988), entre otros.



INDICES BURSATILES AMERICANOS 903

han tenido igual éxito en variables financieras. Como consecuencia
de esto, aparecieron modelos que explican en mejor medida las va-
riables financieras. En este contexto destacan los modelos ARCH y
GARCH desarrollados por Engle y Bollerslev (1982 y 1986, respecti-
vamente) los cuales, ocupando las bases de la metodologia ARIMA, la
amplian para estudiar la varianza. Por cierto que los modelos ARCH
y GARCH han dado pie a numerosos modelos de la misma familia, en-
tre los cuales se encuentran los modelos T-GARCH, E-GARCH, I-GARCH,
M-GARCH, entre muchos otros.

Durante el decenio de los setenta del siglo pasado nace la teoria del
caos (o andlisis de series de tiempo con comportamiento caético)
gracias a los trabajos de Lorenz (1963), Takens (1981) y Mandel-
brot (1982), entre otros. Pero no fue hasta 1980 cuando se amplié el
analisis a las series temporales gracias a Packard, Crutchfield, Far-
mer y Shaw (1980) para que luego, en 1981, Takens lo formalizara
matematicamente.

La contrastacién de comportamiento caético en series econémicas y
financieras se inici6 en los afos ochenta para variables macroeconé-
micas como el PIB y agregados monetarios. En dichas series se encon-
tré pocas pruebas de caos; no obstante, se demostré la existencia de
una estructura no lineal (Le Baron, 1994). Desde entonces se han rea-
lizado diversos estudios en la bisqueda de comportamiento caético
en las series financieras y econémicas (Di Matteo, Aste y Dacorogna,
2005; Los, 2004; Los y Yu, 2005). Asi, lo habitual es encontrar inves-
tigaciones que utilizan técnicas e instrumentos como el coeficiente
de Hurst, el exponente de Lyapunov y la dimensién de correlacion,
para la contrastacién de comportamiento caético en dichas series.

En el contexto del coeficiente de Hurst estudios recientes muestran
dependencia de largo plazo en las series de precios de los activos fi-
nancieros. Asi, por ejemplo, Kyaw, Los y Zong (2004), utilizando
wavelet multiresolution analysis (MRA) para las series diarias de los
indices bursatiles y tasas de cambio latinoamericanos (Argentina,
Brasil, Chile, Colombia, México y Venezuela) encontraron un coefi-
ciente de Hurst igual o mayor a 0.5 en todos los paises, excepto en
Colombia. Similares resultados encontraron Los y Yu (2005) para el
mercado accionario de China. En dicho estudio, utilizando precios
de cierre diarios de los indices de las bolsas de valores de Shangai y
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Shenzhen, encontraron un coeficiente de Hurst de 0.54 y 0.55, res-
pectivamente.

De esta manera se infiere que los mercados bursatiles latinoame-
ricanos, en general, presentan memoria de largo plazo al igual que el
mercado bursatil chino. No obstante, estas pruebas no son congruen-
tes con resultados encontrados para paises europeos. Por ejemplo,
Lipka y Los (2003) realizan un estudio que comprende ocho indices
bursatiles europeos, correspondientes a Alemania, Austria, Dina-
marca, Espafia, Francia, Noruega y Reino Unido. Los autores, to-
mando muestras irregulares que van desde 435 observaciones para
el indice Ibex 35 de Espaiia hasta 4 437 para el indice Frse 100 co-
rrespondiente al Reino Unido, utilizando siete técnicas distintas para
computar el coeficiente de Hurst, encontraron resultados completa-
mente distintos, dependiendo de la técnica utilizada. Asi, el calculo
del coeficiente de Hurst varia desde 0.22 a 0.56.

Para la deteccién de comportamiento caédtico, un instrumento
utilizado por lo comiin en diversas investigaciones es el exponente
de Lyapunov. Asi, por ejemplo, Rajaratnam y Weston (2004) en-
contraron un exponente de Lyapunov de 0.132 para la serie del tipo
de cambio entre Nueva Zelanda y Estados Unidos, para el periodo
comprendido entre 1985 y 2004, lo que indicaria claramente la exis-
tencia de un comportamiento caético en dicha serie.

Como se ha visto, la dependencia de largo plazo en las series fi-
nancieras fue investigada y documentada, al igual que el computo
del exponente de Lyapunov. Sin embargo, dichos estudios se limitan
a contrastar sélo esa cualidad y no abordan el analisis utilizando otros
instrumentos para contrastar comportamiento caético en las mismas
series financieras, utilizando, por ejemplo, analisis de recurrencia, en-
tropia de espacio temporal o la dimensién de correlacion, entre otras.
Este problema es justamente resuelto en la presente investigacién.

De esta manera nuestro trabajo se centra en analizar la existencia
de un comportamiento caético en las bolsas de Argentina, Brasil,
Canada, Chile, Estados Unidos, Pert y México, utilizando la evolu-
cién de los indices accionarios Merval, Bovespa, s&p Tsx Composite,
IPSA, IGPA, S&P 500, Dow Jones Industrials, Nasdaq, IGBVL e 1PC, respec-
tivamente. Los resultados de aplicar distintas técnicas y métodos,
como el andlisis grafico, analisis de recurrencia, entropia de espacio
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temporal, coeficiente de Hurst, exponente de Lyapunov y dimensién
de correlacién, apoyan la hipétesis de que los mercados bursatiles
americanos se comportan de manera caética, en contra de la hipéte-
sis de aleatoriedad.

La consecuencia teérica de contrastar un comportamiento caoti-
co en los mercados accionarios americanos radica en que, a diferen-
cia de la hipétesis de mercados eficientes, la informacién (o nueva
informacién) que se agrega a la serie de precios accionarios (cambio
de directores, anuncio de aumento de dividendos, etc.) no es externa
sino que es propia de la dindmica interna del mercado. Por tanto, el
desafio ya no consiste en dar una explicacion estadistica, o de otro
tipo, a variables estocasticas que ayudan a mejorar el pronéstico de la
evolucién futura de activos financieros, sino que radica en descubrir
la dinamica propia del mercado. Es decir, reconstruir el “atractor
financiero”.

Desde el punto de vista practico, sin duda que la importancia de
evidenciar un comportamiento caético en series de activos financie-
ros justifica la basqueda de técnicas predictivas a la hora de invertir
en los mercados accionarios americanos. A su vez, confirma la con-
veniencia de usar estas técnicas para lograr una mayor eficiencia en
la administracién de carteras de inversién. En sintesis, la principal
aportacion de la teoria del caos es que otorga una explicacién teéri-
ca de la existencia de sistemas dindmicos con comportamientos irre-
gulares sin la necesidad de recurrir a variables estocasticas.

Esta investigacion se estructura de la siguiente manera. En la sec-
cion 1 se introduce los conceptos basicos de las series con comporta-
miento caético por medio del analisis de los sistemas dindmicos. La
seccion I describe los datos y series a utilizar. La seccién 111 corrobo-
ra el comportamiento caético en las series analizadas. En la seccién
1v se aplica pruebas no paramétricas para contrastar aleatoriedad y
caos. Finalmente, se resume las principales conclusiones.

1. SISTEMAS DINAMICOS CON COMPORTAMIENTO CAOTICO

La diferencia fundamental entre un sistema dindmico y otro estatico
que en el primero las variables estan en funcién del tiempo, mien-
tras que en un sistema estatico no ocurre lo mismo. Los sistemas di-
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namicos pueden ser clasificados de acuerdo con el comportamiento
de sus érbitas. Dichas 6rbitas corresponden al movimiento en el
cual evoluciona el sistema a lo largo del tiempo dentro del espacio de
fase,’ es decir, el movimiento del vector describe el sistema.

En un sistema dindmico un vector representa una “fotografia”
del sistema en un determinado momento. Para el mercado financie-
ro el vector puede estar formado por variables que afectan el mer-
cado (precio, volumen, etc.). De esta manera, si el sistema se mueve
en un conjunto ‘R", tal que A es subconjunto de R", entonces las 6r-
bitas podran tener el siguiente comportamiento: i) sistema disipati-
vo: si A se contrae con el paso del tiempo; ii) sistema expansivo: si A
se expande con el paso del tiempo, iii) sistema conservativo: si A se
mantiene con el paso del tiempo.

Un concepto asociado a los sistemas disipativos es el de atractor.
Se denomina atractor a un subconjunto B hacia el que A tiende a
contraerse en el tiempo. Por tanto, las 6rbitas que entran en un atrac-
tor no escapan sino que permanecen en él. En un sistema dinamico
el atractor representa el equilibrio, ya que una vez alcanzado dicho
equilibrio la érbita no tiende a separarse de él.

De acuerdo con Eckmann y Ruelle (1985) existen cuatro tipos de
atractores: fijo, periédico, semiperiédico y aperiédico. Este tltimo
es un atractor en el que las érbitas no pueden clasificarse como pe-
riédicas ni como semiperiédicas. Asi, un rendimiento accionario con
este tipo de atractor se moveria sin una pauta que lo identificase y
podria parecer que los precios se mueven de manera erratica. Fi-
nalmente, Ruelle y Takens (1971) denominaron a este altimo tipo
“atractor extrano”. Asi, los sistemas dindmicos que presentan atrac-
tores extranos se denominan sistemas caéticos. Un sistema cadtico
presenta las siguientes caracteristicas:

i) Sensibilidad a las condiciones iniciales. Un sistema con com-
portamiento caético tendra sensibilidad a las condiciones inicia-
les si el conjunto de partida no se contrae en todas direcciones
sino que en algunas de ellas se expande. No obstante, el conjunto
aun es limitado y, por tanto, mantiene un atractor. Si el sistema

3 Espacio vectorial en el que cada vector representa la descripcién del sistema dindmico en
ese instante. Cada componente del vector es una variable que determina el estado del sistema.
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en algin momento se expande, las diferencias iniciales no tien-
den a desaparecer y, por tanto, pueden llegar a ser importantes.
En resumen, la sensibilidad a las condiciones iniciales no nos
dice cual va a ser el estado final o futuro del conjunto, sin em-
bargo, podriamos inferir cual sera su comportamiento a muy
corto plazo.

ii) Puntos periédicos densos. La caracteristica de puntos periédi-
cos densos indica que existen infinitos puntos y soluciones perié6-
dicas inestables asociadas a un atractor extrano. Es decir, las
orbitas que se encuentran dentro del atractor se aproximan a los
limites de estos puntos (soluciones) inestables y permanecen has-
ta que la naturaleza de estas soluciones (inestabilidad) haga que
dicha érbita escape a los limites de otra solucién inestable, cuan-
do finalmente encuentre un equilibrio estable caético. La mane-
ra en que se agrupan los equilibrios periédicos inestables y el
equilibrio estable cadtico desencadena que el atractor extrano
sea denso en puntos (soluciones) periédicos.

iii) Transitividad. Esta caracteristica implica que un sistema dina-
mico no podra descomponerse en dos subsistemas independientes
entre si. A pesar que la caracteristica de sensibilidad a las condi-
ciones iniciales indica que las 6rbitas que se encuentran infinita-
mente préximas se alejan en el tiempo, dichas érbitas a largo
plazo pasaran por todas las regiones que componen el atractor
extrafio formando un solo sistema dinamico.

I1. DATOS Y MODELOS

Los datos fueron extraidos de Economadtica. En el caso de Argenti-
na, la serie de observaciones del indice Merval fue ampliada hasta el
25 de abril de 2005 para completar las 3 841 observaciones por indi-
ce accionario. La elecciéon del nimero de datos se ajusté a los reque-
rimientos de los diversos calculos realizados. Los datos corresponden
a los valores de cierre diarios de cada indice. Un resumen de la serie
final se muestra en el cuadro 1.

Los instrumentos que permiten probar la existencia de un compor-
tamiento cadtico en las series de tiempo son sensibles a los procesos
estocasticos en los cuales existen dependencias entre las variables.
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CUADRO 1. Descripcion de los datos utlizados obtenidos

de Economdtica

Pais Indice Desde Hasta Datos
Argentina Merval 19-10-1989 25-04-2005 3841
Brasil Bovespa 15-03-1989 06-10-2004 3841
Canada S&P TSX Composite 29-04-1989 13-05-2005 765
Chile IPSA 05-05-1989 06-10-2004 3841
IGPA 02-05-1989 06-10-2004 3841

México 1PC 02-06-1989 06-10-2004 3841
Pera IGBVL 03-05-1989 06-10-2004 3841
Estados Unidos DJT 17-07-1989 06-10-2004 3841
Nasdaq 17-07-1989 06-10-2004 3841

S&P 500 13-07-1989 06-10-2004 3841

Por ello es necesario aplicar un filtro para eliminar dichas depen-
dencias, por medio de un modelo ARMA. De esta manera, luego de fil-
trar los rendimientos accionarios, la nueva serie es de residuos no
correlacionados. Asi, si el sistema era caético, la serie de residuos
continuara teniendo las caracteristicas del sistema original y si era
estocastico los residuos no seran mas que ruido blanco.

Dado lo anterior, utilizando la prueba de Dickey-Fuller aumen-
tada (1979) y la de Phillips y Perron (1988), se analizé si la serie es
estacionaria, para luego buscar modelos del tipo ARMA (p, ). De esta
manera se encontraron modelos ARMA para los indices Merval, s&p
Tsx Composite, IGPA, TPC y S&P 500. Para los otros indices se encon-
traron modelos estadisticamente significativos pero con correlacién
en los residuos, por este motivo se desecharon dichos modelos y se
buscaron otros que arrojaran residuos no correlacionados. Con es-
to, y luego de la inspeccién grafica de las series, se estimé que los mo-
delos GarcH (Bollerslev, 1986) eran los mas adecuados para generar
residuos no correlacionados. Los modelos definitivos se muestran
en el cuadro 2.

II1. DETECCION DEL COMPORTAMIENTO CAOTICO

Peters (1994) intenta encontrar indicios de una serie con comporta-
miento caético mediante el analisis grafico y senala que las series de
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CUADRO 2. Series seleccionadas para contrastar
un comportamiento cadtico

Pais Indice Serie-modelo
Argentina Merval ARMA (6,5)
GARCH (1,1)
Brasil Bovespa GARCH (1,1)
Canada S&P TSX Composite ARMA (4.,4)
GARCH (1,1)
Chile IPSA GARCH (2,1)
IGPA ARMA (2,3)
GARCH (2,1)
México IPC ARMA (3,2)
GARCH (1,1)
Peru IGBVL GARCH (2,1)
Estados Unidos DJI GARCH (1,1)
Nasdaq GARCH (3,1)
S&P 500 ARMA (10,10)
GARCH (1,1)

precios de los activos financieros tienen graficamente la misma es-
tructura, sea cual fuere la escala temporal estudiada. Al observar
las graficas de la evolucién de los indices en analisis, no resultan di-
ferencias entre éstas, lo que dificulta establecer cual es el horizonte
temporal al que corresponden dichas graficas." El hecho de que es-
tas series tengan la misma apariencia en distintas escalas de tiempo
es un indicio de que estamos ante un fractal. Sin embargo, esta ca-
racteristica encontrada en las series de los indices bursatiles ameri-
canos no es garantia definitiva de estar ante un proceso caético.

Una de las caracteristicas de los sistemas caéticos es que tienen
soluciones (puntos) periédicas densas inestables. Gilmore (1993)
busca estas 6rbitas periédicas inestables de manera grafica. Si estas
6rbitas proceden de un atractor extrano, existirdn observaciones
que se encuentren cercanas a una 6rbita periédica. Si ocurriera esto
encontrariamos que las siguientes observaciones también estarian
cercanas a dicha 6rbita, por lo menos antes de alejarse como conse-
cuencia de la sensibilidad a las condiciones iniciales.

Para la reconstruccion de las graficas de recurrencia se detectan

4 Véase un ejemplo en la grafica 1.
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pautas y cambios estructurales ocultos en los datos o semejanzas
en pautas por medio de la serie de tiempo en estudio. Asi, una senal
de determinismo sera cuando mas estructurada sea la grafica de re-
currencia. Una senal de aleatoriedad sera cuando dicha grafica sea
mas uniforme y no tenga una pauta identificable.’ Para obtener las
graficas de recurrencia es necesario calcular la dimensién de inmer-
sién y el tiempo de retardo. Estos datos son dificiles de obtener, no
obstante, existen distintos programas para su cémputo como, por
ejemplo, el programa VRA® que utiliza la técnica informacién mutua
(Am1)" para determinar el tiempo de retardo y el método de falsos ve-
cinos cercanos (FNN)® para la dimensién de inmersién. Los resultados
de los calculos de AM1 y FNN se muestran en el cuadro 3.

La estimacién del tiempo de retardo (T') mediante la funcién de in-
formacién mutua mostré homogeneidad para los registros estudia-
dos (como promedio T' =18 para las series en estudio) y la dimensién
de inmersion fue relativamente alta para cada uno de los registros,
con m >=13 en todos los casos (excepto para la serie del indice Bo-
vespa, FNN = 8). Asi, al observar las graficas de recurrencia de los in-
dices, se encontré que son como una serie aleatoria en la que no hay
una pauta definida, lo que estaria denotando las dependencias li-
neales que existirian en dicha serie, a diferencia de las graficas de

5 Véase las graficas 2 y 3 para diferenciar un gréafico de recurrencia aleatorio de uno caético y
un ejemplo de las series en estudio.

6 Visual Recurrence Analisys (VRA). E1 VRA es un programa escrito por Eugene Kononov ba-
sandose en la definicién de grafico de recurrencia de Eckmann, Kamphorst y Ruelle (1987) y en
el RQA de Zbilut y Webber (1992).

7 La informacién mutua estima el valor 6ptimo de tiempo de retardo (T') para la reconstruc-
cién del espacio de fases propuesto por Fraser y Swinney (1986). La idea central de esta técnica
es que un buen tiempo de retardo T es aquel que, dado un estado del sistema X(t), aporte una in-
formacién nueva maxima acerca del estado X (¢ + T'). Es decir, si se consideran dos mediciones
x(n) =x, yx(n+T)=x,,p, lainformacién mutua entre la medicién x,, y la medicién x,, , r es
la cantidad aprendida de x,, ,  acerca de x,, para alginn (véase una descripcién pormenorizada
en Abarbanel, 1995).

8 La base teérica de este método es que, para los sistemas deterministicos, los puntos que son
cercanos en el espacio de fases reconstruido permanecen de esta forma con iteraciones posterio-
res en espacios de mayor dimensién; esto es cierto si la dimensién de inmersién es suficientemen-
te alta como para resolver el determinismo (Kennel, Brown y Abarbanel, 1992). En términos
sencillos, este método encuentra el vecino mas cercano de cada punto en una dimensién dada,
luego comprueba si estos puntos atin son vecinos cercanos en una dimensién mas alta. El funcio-
namiento de este método es el siguiente: dado un punto Xn enm dimensiones, se buscan sus pun-
tos vecinos mas cercanos Xi. Por ejemplo, al dejar que la distancia entre Xn y Xi sea €;: si la
distancia entre estos puntos en el espacio de dimensién m +1 es mayor que s*g;, en que s es un
determinado factor, el punto Xise marca como un falso vecino cercano. La fraccién de falsos ve-
cinos cercanos indica entonces si el proceso es deterministico en m dimensiones o no.
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CUADRO 3. Valores éptimos para el tiempo de retardo (funcién
de informacién mutua, AMI) y dimensién de inmersion (falsos vecinos
cercanos, FNN) para las series originales y modelos seleccionados

Pais Indice Serie-modelo AMI FNN

Argentina Merval Original 47 29
ARMA (6,5) 4 30

GARCH (1,1) 21 16

Brasil Bovespa Original 44 8
GARCH (1,1) 18 16

Canada S&P TSX Composite Original 10 30
ARMA (4,4) 2 13

GARCH (1,1) 22 30

Chile TPSA Original 42 28
GARCH (2,1) 32 28

IGPA Original 50 23

ARMA (2,3) 4 30

GARCH (2,1) 21 28

México IPC Original 35 15
ARMA (3,2) 2 13

GARCH (1,1) 32 17

Pera IGBVL Origina] 43 24
GARCH (2,1) 14 29

Estados Unidos DJI Original 37 23
GARCH (1,1) 36 30

Nasdaq Original 33 14

GARCH (3,1) 23 22

S&P 500 Original 44 26

ARMA (10,10) 1 15

GARCH (1,1) 37 25

recurrencias aplicadas a las series de los residuos de los modelos
ARMA y GARCH que se asemejan al del atractor de Lorenz, indicando
un comportamiento determinista. Las graficas de recurrencia no
son concluyentes dado que algunos indices presentan un comporta-
miento aleatorio y otros presentan uno caético.

La entropia de espacio temporal (STE) compara la distribucién de
colores en una grafica completa de recurrencia con la distribucién
de colores en cada linea diagonal de la grafica. Cuanto mas altas son
las diferencias entre la distribucién global y las distribuciones so-
bre las lineas diagonales individuales, mas estructurada es la imagen.
Aqui se comparan las distancias entre todos los pares de vectores en
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GRAFICA 2. Recurrencia para una serie aleatoria y para
el atractor de Lorenz
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GRAFICA 3. Recurrencia para el indice 16PA
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CUADRO 4. Entropia de espacio temporal para las series originales
y los modelos en estudio®

(Porcentaje)

Pais Indice Serie-modelo STE
Argentina Merval Original 16
ARMA (6,5) 71
GARCH (1,1) 70
Brasil Bovespa Original 0
GARCH (1,1) 52

Canada S&P TsX Composite Original 0*
ARMA (4,4) 69

GARCH (1,1) 32%
Chile IPSA Original 0
GARCH (2,1) 60
IGPA Original 0
ARMA (2,3) 74
GARCH (2,1) 67
México IPC Original 0
ARMA (3,2) 76
GARCH (1,1) 57
Pera IGBVL Original 0
GARCH (2,1) 54
Estados Unidos DJI Original 0
GARCH (L,1) 38
Nasdaq Original 8
GARCH (3,1) 47
S&P 500 Original 0
ARMA (10,10) 77
GARCH (1,1) 40
STE promedio series originales 2
STE promedio modelos seleccionados 59

a Para lograr la STE sobre el indice S&P TSX Composite (*) el tiempo de retardo y la dimensién
de inmersién se computé como 5y 10 respectivamente.

el espacio reconstruido con las distancias entre las diversas érbitas
que se desarrollan durante el tiempo. El resultado se normaliza y se
presenta como porcentaje. Asi, porcentajes cercanos a 100 indicaran
aleatoriedad en la serie, mientras que porcentajes cercanos a 0 re-
presentaran series periédicas. Por Gltimo, porcentajes entre 0y 100
indicaran series con comportamiento caético. De los resultados del
cuadro 4 se infiere un comportamiento caético en las series de resi-
duos de los modelos seleccionados, con un promedio de 59% para
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todos los indices en contraste con 2% para las series originales, lo
cual representaria periodicidad en dichas series.’

El coeficiente de Hurst indica la persistencia o la no persistencia
en una serie temporal. De encontrarse persistencia, ésta seria una
senal de que dicha serie no es ruido blanco y, por tanto, existiria al-
gan tipo de dependencia entre los datos. Hurst (1951) estudié la ca-
pacidad de reserva de las represas del rio Nilo a lo largo del tiempo y
elaboré un estadistico para contrastar si el nivel de dichas reservas
seguiria una caminata aleatoria o no. Si el estadistico se encuentra
entre 0.5 y 1 indica persistencia en la serie (los valores tenderian a
mantenerse en el tiempo), si se encuentra entre 0y 0.5 indica no per-
sistencia, y un valor igual a 0.5 indica ruido blanco."

El célculo del coeficiente de Hurst viene dado de la siguiente ley
de potencia que muestra la ecuacién (1):

R/S(N)=(a*N)H (1)

en la que a es una constante, N es el nimero de observaciones, H es
el exponente o coeficiente de Hurst, R/S(IV)es el estadistico R/S que
depende del tamano de la serie y que se define como el rango de va-
riacién de la serie partido por su desviacién caracteristica.

El coeficiente de Hurst se utiliza para la detecciéon de memoria a
largo plazo en las series temporales. Los resultados del cuadro 5 evi-
dencian memoria de largo plazo en los indices bursatiles americanos
en estudio, con un coeficiente de Hurst promedio de 0.75." No obs-
tante, los modelos GARCH captan en mejor medida esta cualidad que
los modelos ARMA. El coeficiente de Hurst promedio para los modelos
ARMA fue de 0.57, mientras que para los modelos GARCH fue de (0.84.
Con esto sabemos que una de las principales caracteristicas de los
modelos GARCH es que consideran la informacién pasada de la va-

9 El c6mputo de la entropia de espacio temporal no es significativo para series que no sean
estacionarias, por tal motivo no podriamos concluir nada acerca de los resultados de las series
originales. No obstante, los resultados de las series de residuos de los modelos en estudio es un
indicio claro, pero no definitorio, de estar en presencia de series con comportamiento caético.

10 Cabe senalar que Lo (1991) plantea que, si bien es cierto que el analisis R/ S detecta depen-
dencia de largo plazo en series temporales, dicho anélisis presenta sensibilidad a la dependencia
de corto plazo. Para soslayar esta deficiencia plantea una modificacién al rango reescalado que de-
nomina rango reescalado modificado (RRM), este analisis no es abordado en el presente estudio y
s6lo se considera la estimacion del coeficiente de Hurst derivado del andlisis del rango reescalado.

11 Hay que destacar la significaciéon individual del coeficiente (el estadistico ¢ es estadistica-
mente significativo al nivel de 5%), asi como la alta bondad de ajuste (R?) de la regresion.
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CUADRO 5. Coeficiente de Hurst para las series de residuos
de los modelos en estudio

Coeficiente  Estadistico

Pais Indice Serie-modelo de Hurst R R*?
Argentina Merval ARMA (6,5) 0.61 29.103 0.988
GARCH (1,1) 0.78 73.402 0.996
Brasil Bovespa GARCH (1,1) 0.82 50.512 0.991
Canada S&P TSX Composite ~ ARMA (4,4) 0.65 34.436 0.995
GARCH (1,1) 0.89 62.684 0.998
Chile IPSA GARCH (2,1) 0.82 70.506 0.995
IGPA ARMA (2,3) 0.55 41.637 0.994
GARCH (2,1) 0.84 112.282 0.998
México IPC ARMA (3.2) 0.5 40.639 0.994
GARCH (1,1) 0.8 78.672 0.996
Pera IGBVL GARCH (2,1) 0.84 98.125 0.998
Estados Unidos  DJ1 GARCH (1,1) 0.86 70.231 0.995
Nasdaq GARCH (3,1) 0.91 94.644 0.997
S&P 500 ARMA (10,10) 0.55 28.571 0.988
GARCH (1,1) 0.88 81.897 0.997

Promedio coeficiente de Hurst —> 0.75

riable y su volatilidad observada como factor explicativo de su com-
portamiento presente y futuro, lo cual es congruente con las series
con comportamiento caoético.

El exponente de Lyapunov (A) (Eckmann y Ruelle, 1992) se utiliza
para medir la sensibilidad a las condiciones iniciales y es, quiza, el
método mas empleado para la deteccion de caos en series de datos
de las ciencias naturales. Puntualmente, representa la separacién
exponencial entre dos trayectorias, inicialmente préximas, al cabo
de N pasos o iteraciones.

Ahora bien, los sistemas dinamicos que presentan atractores extra-
nos se denominan sistemas caéticos. Para que un atractor sea extrano
ha de tener al menos un exponente positivo de Lyapunov. Asi, si
A < 0implica contraccién, por lo que la serie presenta convergencia,
es decir, las érbitas convergeran en el tiempo hasta alcanzar el esta-
do estacionario. SiA =0 las érbitas no convergen ni divergen, lo cual
indica que el comportamiento es periédico o cuasi periédico. Si A
pasa de negativo a nulo de manera alternante, la serie es ciclica. Si
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A > 0 implica alejamiento de los puntos, por lo que la serie presenta
una dinamica cadética.

En la préctica se determina el primer exponente que es mas facil de
calcular y permite diferenciar el caos de los comportamientos perié-
dicos y cuasi periédicos. De esta manera, la presencia de un exponen-
te positivo es suficiente para diagnosticar caos. Existen diferentes
algoritmos" para calcular el méaximo exponente de Lyapunov. No
obstante, la mayoria de estos métodos no son aplicables para series
de tiempo pequenas y son relativamente dificiles de aplicar. Rosens-
tein, Collins y De Luca (1993) establecieron un método que resuelve
estos inconvenientes. Asi, después de reconstruir la dindmica del
atractor, hacen que el algoritmo localice el punto Y, mas cercano a
cada punto de la trayectoria Y,. Ademas, impone la restriccién adi-
cional que los puntos vecinos mas cercanos deben tener una separa-
cién espacial mayor que el periodo medio de las series de tiempo.
Esto permite considerar que cada par de vecinos corresponde a con-
diciones iniciales muy cercanas pero de diferentes trayectorias. Asi,
el exponente maximo de Lyapunov es aproximadamente la veloci-
dad media de separaciéon de los puntos vecinos méas cercanos.

Los resultados del exponente de Lyapunov, que se encuentran
resumidos en el cuadro 6, indican que A > 0 para todas las series de re-
siduos de los indices bursatiles en estudio, lo que representa una
conclusién robusta de la existencia de un comportamiento caético
en los indices bursatiles americanos."

Sabemos que los sistemas dindmicos que presentan atractores ex-
traios se denominan sistemas caéticos. Ahora corresponde determi-
nar la dimensién de dicho atractor. Lo habitual para determinar
dicha dimensién es calcular la dimensién de correlacion' del siste-
ma en estudio. La dimensién de correlacion, D,, de un sistema dina-
mico es una medida de su complejidad, que permite discriminar
entre un sistema determinista y uno aleatorio.” Asi, si D =1 indica-
ria una serie con comportamiento de oscilaciones periédicas, D =2
oscilaciones cuasi periédicas y D > 2 comportamiento caético.

12 Wolf, Swift, Swinney y Vastano (1985), Sato, Sano y Sawada (1987), Casdagli (1989), entre otros.

13 El programa MTRCHAOS y MTRLYAP, elaborado por Rosenstein, Collins y De Luca (1993),
permite calcular el médximo exponente de Lyapunov como también los pardmetros necesarios
para estimar dicho exponente.

14 Eckmann y Ruelle (1992), Bai Lin (1990).

15 Grassberger y Procaccia (1983).
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CUADRO 6. Mdximo exponente de Lyapunov para las series en estudio
utilizando el programa MTRCHAOS y MTRLYAP correspondiente
al algoritmo de Rosenstein, Collins y De Luca

Pais Indice Serie-modelo Max exp. Lyapunov

Argentina Merval ARMA (6,5) 0.134200
GARCH (1,1) 0.041480

Brasil Bovespa GARCH (1,1) 0.009892
Canada S&P TSX Composite ARMA (4.4) 0.132200
GARCH (1,1) 0.032770

Chile IPSA GARCH (2,1) 0.008398
IGPA ARMA (2,3) 0.177400

GARCH (2,1) 0.009125

México PC ARMA (3,2) 0.462700
GARCH (1,1) 0.004367

Pera IGBVL GARCH (2,1) 0.052920
Estados Unidos DJI GARCH (1,1) 0.003601
Nasdaq GARCH (3,1) 0.032360

S&P 500 ARMA (10,10) 0.209900

GARCH (1,1) 0.003392

CUADRO 7. Dimensién de correlacion para las series en estudio
utilizando el programa MTRCHAOS y MTRLYAP correspondiente
al algoritmo de Rosenstein, Collins y De Luca

Pais Indice Serie-modelo Dim. correlacién

Argentina Merval ARMA (6,5) 2.588
GARCH (1,1) 1.987

Brasil Bovespa GARCH (1,1) 2.028
Canada S&P TSX Composite ARMA (4,4) 2.213
GARCH (1,1) 2.052

Chile IPSA GARCH (2,1) 2.198
IGPA ARMA (2,3) 2.021

GARCH (2,1) 1.922

México IPC ARMA (3,2) 2.019
GARCH (1,1) 2.311

Pera IGBVL GARCH (2,1) 1.981
Estados Unidos DJI GARCH (1,1) 1.954
Nasdaq GARCH (3,1) 1.812

S&P 500 ARMA (10,10) 1.977

GARCH (1,1) 1.927
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CUADRO 8. Prueba de Wald-Wolfowitz (o de Rachas) para las series
de los indices bursdtiles americanos en estudio a un nivel
de significacion de 5 por ciento

Pais Indice z calculado Hipétesis nula  Tipo de esquema
Argentina Merval -3.6 Rechaza Tendencia
Brasil Bovespa -3.34 Rechaza Tendencia
Canada S&P TSX Composite —-0.78 Acepta Aleatorio
Chile IPSA -11.77 Rechaza Tendencia

IGPA -17.14 Rechaza Tendencia
México IPC -7.63 Rechaza Tendencia
Pera IGBVL —-14.24 Rechaza Tendencia
Estados Unidos  DJI 1.3 Acepta Aleatorio

Nasdaq -6.1 Rechaza Tendencia

S&P 500 -0.03 Acepta Aleatorio

Para calcular la dimensién de correlacién Grassberger y Procac-
cia (1983) crearon un eficiente algoritmo en el cual plantean que
D.< D,en el que D es la dimensién de capacidad.” La idea es rem-
plazar el algoritmo para calcular M (€),llamado box-counting, por la
distancia entre puntos representando posiciones del sistema a lo lar-
go de una érbita en el conjunto atractor. Los resultados de la dimen-
si6n de correlacion estan resumidos en el cuadro 7. Los valores de la
dimensién de correlacién son muy cercanos a 2, lo que representa
oscilaciones cuasi periédicas, no obstante 8 de las 15 series presen-
tan una dimensién mayor a 2 lo que apoya la hipétesis de que estos
indices bursatiles tienen un comportamiento caético.

IV. PRUEBAS ESTADISTICAS

Aunque los resultados apoyan la hipétesis fractal contra la de aleato-
riedad es necesario aplicar pruebas estadisticas que confirmen estos
hallazgos. En este contexto se aplicaron dos pruebas estadisticas: la

16 La dimensién de capacidad viene definida por
logM(e
D= lim —22° (®)
e—>0 —loge
en que, en un conjunto de puntos A en un espacio euclideo de n dimensiones, € corresponde a la
medida de los lados de los hipercubos luego de “mallar” dicho espacio y M(¢) es el ntimero mini-

mo de esos hipercubos o celdas que son necesarios para cubrir el conjunto A. Asi, por ejemplo, si
A fuera un segmento de longitud 1, D =1.
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de Rachas para caracter aleatorio (o prueba de Wald-Wolfowitz) y la
BDS desarrollada por Brock, Dechert, Scheinkman y LeBaron (1996).

La prueba no paramétrica de Rachas plantea en su hipétesis nula
que la serie es aleatoria. Los resultados de esta prueba confirman que
las series de indices bursatiles en estudio no corresponden a una se-
rie aleatoria y, por medio del tipo de esquema resultante, descarta
que el atractor que caracteriza dichos sistemas sea de caracter pe-
riédico o cuasi periédico, para el caso de los sistemas disipativos. De
esta manera podriamos estar en presencia de un atractor cuasi pe-
riédico o extraio que caracteriza a los sistemas con comportamien-
to caético; los resultados se muestran en el cuadro 8.

La prueba BDS es no paramétrica con la hipétesis nula de que una
determinada serie temporal es independiente e idénticamente dis-
tribuida (i.i.d.). Esta prueba puede ser aplicada a series de residuos
estimados para evaluar si éstos son independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.). Se estimé la prueba BDS para dimensiones de co-
rrelacién 2, 3,4, 5y 6, con el fin de maximizar la veracidad de dicha
prueba. Los resultados estan resumidos en el cuadro 9 y rechazan la
hipétesis de independencia en las series originales y de residuos de
los modelos GARCH (de acuerdo con Brock y Dechert, 1991). Sé6lo en
la serie de residuos del modelo ARMA, correspondiente al indice Mer-
val, se presenta independencia. Los resultados de la prueba BDS son
un apoyo sélido para confirmar que las series de indices bursatiles
americanos no presentan un comportamiento lineal.

CONCLUSIONES

El cuadro 10 presenta un resumen de los resultados encontrados al
aplicar las diversas técnicas y métodos para detectar comportamien-
tos cadticos en las series de indices bursatiles americanos. Los resul-
tados presentan pruebas de no aleatoriedad en las series en estudio y
son un apoyo sélido a la existencia de un comportamiento caético en
las series de indices bursatiles americanos. Esto implica que el mer-
cado tiene memoria y que es 1til el anélisis de la informacién de em-
presas que operan en el mercado; por ello, es conveniente el uso de
técnicas de prediccién de rendimientos accionarios en estos merca-
dos. La aleatoriedad en los mercados financieros no se sostiene, sino
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que hay pruebas de una pseudoaleatoriedad, determinada por la di-
namica del sistema. Es decir, se trata de una aleatoriedad intrinseca
que genera un proceso pseudoaleatorio como lo es el caos determi-
nista, el cual es generado por la dindmica del atractor que origina
dicho proceso.

En los casos extremos de aleatoriedad, como son los crash y boom,
la teoria del caos permite explicar dichos acontecimientos como
parte de la evoluciéon endégena del propio sistema, sin necesidad de
recurrir a variables exégenas. Esta evolucién endégena esta deter-
minada por la sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que me-
diante el efecto mariposa puede explicar un crash o boom bursatil.

El hecho de que la evolucién de los rendimientos accionarios se
comporte de manera aleatoria también es explicado por la teoria del
caos por medio de los puntos o soluciones periédicas densas que se
encuentran préximos a la evolucién de dicho sistema. Asi, se po-
drian repetir situaciones ocurridas en el pasado cuando la evolu-
cion del sistema pase nuevamente cerca de algiin acontecimiento en
particular. Por otra parte, en el muy corto plazo seria posible pre-
decir la evolucién de dicho sistema, lo que validaria el analisis técni-
co como instrumento predictivo. Con esto, la teoria del caos une las
fluctuaciones rapidas y, a muy corto plazo, a las de largo plazo. Es
decir, no separa sino que une los cambios de minuto a minuto o dia a
dia a los de mes a mes o ano a ano.

La presencia de memoria de largo plazo en los indices accionarios
americanos, determinada por el coeficiente de Hurst, valida la utili-
zacion de modelos no lineales con memoria larga, para la predicciéon
de la evolucién de dichas series. En resumen, los resultados confir-
man la existencia de un comportamiento caético en las bolsas de
Argentina, Brasil, Canad4, Chile, Estados Unidos, Pera y México,
utilizando la evolucién de los indices accionarios Merval, Bovespa,
s&p Tsx Composite, 1PSA, 1GPA, S&P 500, Dow Jones Industrials, Nas-
daq, IGBVL e 1PC, respectivamente.
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