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EL TRIMESTRE ECONOI\/IICO, vol. LXXV, num. especial, enero de 2008, pp. 5-22

POBLACION Y CRECIMIENTO ECONOMICO

Una versiéon mejorada del modelo de Solow*

Juan Gabriel Brida**

RESUMEN

Una de las hipétesis tradicionales en teorfa del crecimiento econémico es que la
fuerza de trabajo crece exponencialmente. Esta no es una hipdtesis sostenible pues
implica que la poblacién del planeta puede ser arbitrariamente grande. En este ar-
ticulo mejoramos el modelo de Solow al introducir una ley de crecimiento pobla-
cional que verifique las propiedades mds importantes observadas en el crecimiento
de la poblacién humana: i) la poblacién es creciente y acotada y #7) la tasa de creci-
miento de la poblacién decrece a 0 cuando el tiempo tiende al infinito. El resultado
principal del trabajo es un teorema en el que se demuestra que el modelo es asint6-
ticamente estable y que el capital per capita tiende a un valor constante.

ABSTRACT

One of the usual hypothesis in standard economic growth theory is that labor for-
ce follows exponential growth. This is an unrealistic assumption because growing
exponentially population can be arbitrarily large. In this paper we reformulate the
neoclassical Solow model of economic growth by assuming that the law describing
population growth verifies two stylized facts: z) population is strictly increasing

* Palabras clave: modelo de Solow, crecimiento poblacional. Clasificacion JEL: C62, O41. El autor
desea agradecer la ayuda financiera para la investigacién otorgada por la Universidad Libre de Bolzano
(proyecto WW500S, “Dynamical Regimes in Economics: Modeling and Statistical Tools”) y por el Co-
nacyt México (proyecto nimero 42609; titulo: Modelado matemitico del cambio en economfa).

** School of Economics and Management, Free University of Bolzano, Italia (correo electrénico:
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and bounded and 77) the rate of growth of population is strictly decreasing to zero.
The main result of the paper is the proof of the convergence of capital per worker
to a constant value independently of the initial condition.

INTRODUCCION

l l na de las hipétesis tradicionales en los modelos de crecimiento econé-
mico es que la fuerza de trabajo L crece a una tasa constante 7>0. En
tiempo ¢ continuo es natural definir esta tasa de crecimiento como:

oL
_L_a
=7=7 (1)

lo que implica que la fuerza de trabajo L crece exponencialmente y para cada
condicién inicial L(0) = L, la fuerza de trabajo al tiempo zes

L(t) = Lye™ )

Este sencillo modelo exponencial de crecimiento de la fuerza de trabajo
representa fielmente el crecimiento poblacional sélo en el periodo inicial
pues, creciendo exponencialmente, la fuerza de trabajo creceria al infinito
cuando el tiempo tiende al infinito, lo que por supuesto no es sostenible. El
modelo exponencial no se ajusta a las reducciones en el crecimiento de la
poblacién debidas a la competencia por los recursos ambientales como co-
mida y territorio. Verhulst (1838) afirma que una poblacién estable debe lle-
gar a una saturacion caracteristica, usualmente llamado capacidad de carga
del ambiente, que define una cota superior del crecimiento." Con una po-
blacién mundial de mis de 6 mil millones de personas, los expertos en creci-
miento poblacional indican que hemos entrado en una zona en la que se
observan claramente limites en la capacidad de carga del planeta (véase Day,
1996, y Brown, 1984). Esto nos define el primer hecho estilizado del creci-
miento de la poblacién: la capacidad de carga del planeta define una cota su-
perior del tamafio de la poblacién que no puede ser superada.

1 La expresién inglesa carrying capacity, que en este trabajo traducimos como “capacidad de carga”
se utilizé por vez primera cuando se intenté determinar la poblacién mdxima de una especie dada que
puede soportar su entorno sin limite de tiempo. La capacidad de carga de la Tierra puede ser definida
como la carga madxima que la humanidad puede imponer de modo sostenible al medio ambiente antes
de que éste sea incapaz de sostener y alimentar la actividad humana. En las referencias bibliograficas el
lector puede encontrar informacién pormenorizada acerca del concepto de capacidad de carga, de al-
gunos métodos para calcular la capacidad de carga de la Tierra y aplicaciones en la teoria del crecimien-
to econémico.
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Otra regularidad empirica en el crecimiento poblacional es que las tasas
de mortalidad y natalidad han disminuido en los tltimos decenios. Las perso-
nas viven mds afios debido al mayor acceso a la inmunizacidn, a la atencién
primaria de la salud y a los programas de erradicacién de enfermedades.
Muchos padres se estin dando cuenta de que a medida que mejoran las condi-
ciones de salud, es mas probable que sobrevivan mds de sus hijos, de manera
que estan decidiendo tener menos bebés. El mayor acceso ala planeacién de
la familia estd ayudando a controlar el nimero de hijos y el tiempo que
transcurre entre los nacimientos de sus hijos. Ademds, gracias al mayor ac-
ceso a la educacién y al empleo, son més las mujeres que estin formando sus
familias a mayor edad y estdn teniendo menos hijos, pero mas sanos. Debido
ala desaceleracién de las tasas de natalidad, las tasas de crecimiento de la po-
blacién han comenzado a disminuir notoriamente en los Gltimos decenios y
sus valores son cercanos a 0. Incluso se han observado regiones del planeta
con tasas de crecimiento de la poblacién negativas durante largos perio-
dos.” Esto nos define el segundo hecho estilizado del crecimiento de la pobla-
cién: la tasa de crecimiento de la poblacién es decreciente y tiende a ser nula.

Estas observaciones determinan que, como afirma Maynard Smith (1974),
una ley L(r) de crecimiento de la poblacién que sea acorde con las observa-
ciones empiricas debe verificar las siguientes propiedades: z) cuando la po-
blacién es suficientemente pequena en relacion con la capacidad de carga del
planeta L, entonces L crece alrededor de una tasa constante 7> 0; i) cuando
la poblacién es suficientemente grande en relacion con la capacidad de carga
del planeta L, los recursos econémicos comienzan a ser escasos y esto afec-
ta de manera negativa el crecimiento de la poblacidn, y i) la tasa de creci-
miento de la poblacién decrece a 0.

En este articulo suponemos que la ley de crecimiento de la poblacion ve-
rifica estas propiedades. Existen en la bibliografia muchos ejemplos de mo-
delos de crecimiento poblacional que verifican estas propiedades basicas. El
mds conocido es la ley logistica, introducida por Verhulst (1838) como una
extension del modelo exponencial (véase Schtickzelle, 1981). La ecuacién
logistica también se conoce como ley de Verhulst-Pearl ya que fueron Pearl

2 Entre 2000 y 2005 la poblacién mundial crecié a razén del 1.31% por afio, cifra considerablemen-
te més baja que el 1.71% registrado en los dos tltimos decenios. Las proyecciones de la variante media
en materia de fecundidad efectuadas por las Naciones Unidas indican que la tasa de crecimiento de la
poblacién seguird decreciendo hasta el 0.3% pronosticado para el quinquenio 2045-2050 (World Pop-
ulation Prospects: The 2002 Revisién, vol. I, IT y III; publicacién de las Naciones Unidas, niim. de venta
E.03.XIIL6, 7 y 8).
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y Reed (1920) quienes la popularizaron usindola para describir los datos del
crecimiento de la poblacién de los Estados Unidos desde 1790 a 1920.> La
curva logistica es del tipo sigmoide con el punto de inflexién en L /2, 1a mi-
tad del valor de la capacidad de carga del planeta L, lo que genera una poco
deseable propiedad de simetria ala hora de confrontar la curva con los datos
observados. Para evitar esta restriccion muchos autores han introducido
modelos con parametros adicionales que generalizan la ecuacién logistica.*
La curva de Richards (1959) atin es la mas popular de estas generalizaciones’
y es una de las ecuaciones tradicionales para calibrar con datos observados
ofrecidas en los paquetes de software estadistico. Como la curva logistica es
también una curva sigmoidal pero su punto de inflexién puede tomar cual-
quier valor entre Oy L .

En la seccién I modificamos el cldsico modelo de crecimiento econdmico
de Solow (1956) cambiando la funcién exponencial de crecimiento de la pobla-
cién por una ley que verifique las propiedades introducidas anteriormente.
Este trabajo se entiende como una continuacién de los ejercicios preceden-
tes (Accinelli y Brida, 2006a y b; Brida, 2006; Brida y Limas Maldonado,
2005, y Mingari Scarpello y Ritelli, 2003), en los que se hace un analisis del
modelo de Solow en el caso particular en que la tecnologia de produccién
estd representada por una funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas y
la ley de crecimiento de la poblacidn es de tipo logistico (Accinelli y Brida,
2006b; Mingari Scarpello y Ritelli, 2003, y Brida, Mingari Scarpello y Rite-
1Ii, 2006) esta representada por la ley de Von Bertalanffy (Brida y Limas
Maldonado, 2005), o sigue la ecuacién de Richards (Accinelli y Brida, 2006a).
El trabajo de Donghan (1998) ha inspirado el actual. En ese articulo el autor
obtiene resultados similares a los que presentaremos en las secciones siguien-
tes y de allf hemos recogido algunas ideas para las demostraciones.

. EL MODELO DE CRECIMIENTO DE SOLOW MODIFICADO

El modelo tiene dos elementos clave: ) la funcién de produccidn, esto es,
como el capital K y el trabajo L se transforman en producto, y iZ) como cam-

3 En Maynard Smith (1974) y Coke y Witten (1986) el lector puede encontrar una revisién por-
menorizada acerca del modelo logistico y de su uso para describir la dindmica de la poblacién humana.

4 Véase, por ejemplo, Oliver (1969), Chaddha y Chitgopekar (1971) y Zwanzig (1973).

5 Algunos autores llaman a la curva de Richards ecuacién logistica generalizada. Véase Nelder
(1961) y Thomas et al (1980).
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bian con el tiempo el trabajo y el capital. En lo que sigue en este trabajo su-
ponemos que el modelo verifica las siguientes propiedades:

i) La funcién de producciéon F(K, L) satisface las siguientes condiciones:
a) FOK, AL)=AF(K, L); VA, K, L e R"(rendimientos constantes a
escala)
b) F(K,0)=F(0, L)=0;VK,Le R’
Q) OF  OF O°F _ 0°F

, >0,—<0,—<0
oK oL 0K * oL
d) limﬁzlimﬁzﬂo; lim or _ lim ﬁ=O(condiciones de Inada)
k->00K I500L K>+ 0K  Lo+o QL

i1) La tasa de crecimiento de acervo de capital iguala la inversién neta
i=sF(K, L) menos la depreciacion del capital 3K:

K =sF(K,L)-8K 3)
i11) La fuerza de trabajo L(¢) verifica las siguientes propiedades:
a) L(0)=L,>0; L(t)>0,Vt>0y lim L(t)=L, (la poblacién es estric-
tamente creciente y acotada) o
b) Si n(t) = L(t)/L(t) entonces 72(t)<0, Vt >0y tlirpwn(t) =0 (la tasa de
crecimiento de la poblacidn es estrictamente decreciente a 0)

Las propiedades 7) y i) son las usuales en el modelo clasico de Solow. La
ultima hipdtesis es la inica diferencia con el modelo original pues en éste el
crecimiento de la poblacién es exponencial.

Si k=K/L es el capital por trabajador y f(k)=F(K/L,1)=F(k,1) es la
funcién de produccién en forma intensiva tenermos que

f=0
f'(k)>0,Vk eR"

im (k) =0
lel—l>rg+f,(/€) s

Fr(k) <0,k < R
De k=K /L se deduce
“4)

x| &~
x| =
=~

y entonces
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. F(E g
i :w_n(t):s%—S—n(t)

©)

L

De aqui se obtiene la ecuacién fundamental del modelo de Solow modifi-
cado. Esta ley describe cémo varia con el tiempo el capital per capita:

k= sf(k)—(3+n(t)k 6)

Noétese que en el modelo original en el que la fuerza de trabajo crece ex-
ponencialmente es n(t) = n (constante) y la ley de variacién de capital per ca-
pita estd representada por la ecuacién diferencial auténoma

k=sf(k)—(5+n)k ?)

En este caso sabemos que hay un equilibrio k, >0 que es asintdticamente
estable y todas las soluciones de la ecuacién d1feren01al convergen a la solu-
ciénde equlhbrlo k cuando t — +00.° El valor /e es lainica solucién positi-

va de la ecuacién
o (k) = (5+ n)k (8)

Por lo contrario, el modelo modificado estd representado por una ecua-
cién diferencial no auténoma que tiene un unico equilibrio en £ =0. En la si-
guiente seccion estudiamos las propiedades dindmicas de la ecuacién (6).

I1. ANALISIS CUALITATIVO DEL MODELO
Sea k,, la inica solucién positiva de la ecuacién

sf (k) = 5k )

En esta seccién vamos a demostrar que k,, es un atractor global de la ecua-
cién (6). En particular demostramos que Vk, >0 existe una dnica solucién

k(z) al problema

{/é = sf(k)— (5+ n(t))k )
. k(0) = kg
que esta VCrlflCa que

lim k() = k, (10)

6 En Solow (1956) y Simonivits (2000) se encuentran las demostraciones de las propiedades bésicas
del modelo clésico de Solow. En particular, se encuentra en estas obras el siguiente resultado que usare-
mos mds adelante en este trabajo: si £(¢) es una solucién de (7) con condicién inicial k(0) > k,, (k(0) < k,,)
entonces k() es estrictamente mondtona decreciente (creciente).
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y que la convergencia es mondétona. Ademds demostramos teoremas que
permiten analizar como varian las soluciones del problema (§) al cambiar la
condicién inicial k; 0 al cambiar la curva que define la tasa de crecimiento de
la poblacién. Para comenzar, veamos el siguiente teorema de existencia y
unicidad de trayectorias.

Teorema 1. Para cada k, >0, existe una dnica solucién del problema (§) con
dominio [0, +o).

Demostracion. Sean g(k,t) =sf (k) — (8 +n(t))ky A=[k,/2,+ 0)x[0, + ).
Tenemos que:

g (k, 1)
ok

=|sf'(k)-8-n(r)|< sf'(%j + 8+ n(0),V(k,t) €A

y por tanto g satisface una condicién de Lipchitz con constante L = sf'(k,/
2)+ 8 +n(0) uniformemente en A. Entonces, por el teorema de existencia
y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias, siendo
¢ continua y uniformemente lipchitziana en A, existe una tinica solucién
del problema (S) con dominio [0, +).

Teorema 2. Sean k,(t) y k,(t) soluciones de la ecuacién diferencial
k=sf(k)—(5+n(t)k

con condiciones iniciales &,(0) y k,(0) respectivamente. Si se verifica que
k,(0)< k,(0), entonces k()< k,(t) para todo t € [0, + o).

Demostracion. Supongamos por el absurdo que existe un valor 7 € [0, + o) tal
que k,(7) > k,().Entonces por continuidad existe un valor € [0, 7]tal que
k(%) =k,(£).Esto no puede ser pues existe una sola solucién de la ecua-
cién diferencial k =sf(k) — (8 + n(¢))k con la condicidn inicial k() =k, (7).

Este resultado es andlogo al que se obtiene en el modelo cldsico de Solow:
si dos economias tienen los mismos fundamentales, entonces la que tiene
mayor capital per capita inicial tiene siempre mayor capital per capita. En lo
que sigue haremos uso de un teorema de comparacién para ecuaciones di-
ferenciales cuya demostracidn se encuentra en textos avanzados del tema.

Teorema 3. Sean f(t) y g(t) soluciones de las ecuaciones diferenciales
x =F(x, t) yx=G(x, t) respectivamente, definidas en el intervalo [a, /]
con la misma condicién inicial f(a)=g(a).Si las funciones F y G son lip-
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chitzianas en [a, b] y se verifica que F(x, t) < G(x, t) para todo t € [a, b],
entonces f(t) < g(t) para todo t € [a, b].
Demostracion. Véase, por ejemplo, King, Billingham y Otto (2003), p. 213. m

Corolario 4. Sean k,(t) y k,(t) soluciones de las ecuaciones diferenciales

E=sfk)— 5+ m(0)k
y .

k=sf(k)—(3+ny(1)k
con la misma condicién inicial

kl(o) = kz(o) = ko

Si se verifica que n,(t) < n,(t) para todo t € [0, +0), entonces k,(t) > k,(¢)
para todo r€ [0, +o).
Demostracion. Se deduce directamente del teorema anterior. m

Este resultado muestra que cuanto mis grande es la tasa de crecimiento
de la poblacién de una economia menor es el capital per capita. Esto indica
que una politica que permita bajar la tasa de crecimiento de la poblacién de
una economia mejora el rédito.

Teorema5.Sean k,(t), k,(t)y k() soluciones de las ecuaciones diferenciales

k= sf(k)—(5+n(0)k (A)
k=sf(k)—(5+n(t)k (B)

y
k= sf(k)- ok (©)

respectivamente, y con la misma condicién inicial
ky (0) = k5 (0) = k5 (0) = ko

Si /;n y k; son los equilibrios de las ecuaciones (A) y (C), entonces se
verifica que:

i) k(1) < k() < ky(2) para todo t € [0, +0);
i) Sik, <k, entonces k,(t) es estrictamente creciente en [0, + c);
i1) Sik,< k, <k, entonces existe 7 € [0, +o0) tal que k,(t) es estrictamen-
te decreciente en [0, £]y es estrictamente creciente en [, + o);
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GRAFICA 1. La funcién de produccion y la determinacion del equilibrio en el
modelo de Solow cldsico con tasas de crecimiento de la poblacion n(0)y 0

A
(8 +n(0))k dk

sf (k)

k, Foy k
iv) Sik, <k, entonces existe f € [0, +o0)tal que k,(2) es estrictamente de-

creciente en [0, +00) 0 bien existe 7 € [0, +o0) tal que k,() es estricta-
mente decreciente en [0, 7]y es estrictamente creciente en [, +o0).

Demostracion. Antes de empezar la demostracién introducimos la gréfica 1
que puede ayudar al lector a seguir la prueba del teorema.
a) Sabemos que0< 7(t) < n(0), Vre [0, +),y esto implique que sf( k) —
(8 +n(0)) k< sf(k)— (5 +n(r))k < sf(k)—8k,Vte [0, +x0).Entonces por el
teorema 3 es
ky(t) < ky(t) < ks(2), Vi €[0, +0] (11)

Como k, y k; estan acotadas, entonces (11) implica que k, () estd acotada.

b) Como k, < k, entonces la funcion (k) = sf (k) —(8 + n(0))k verifica
que (véase grafica 1):7) H(k)>0si k< k,, i) H(k)=0sik=Fk, ,ii) H(k)<0
si k> k, .Esto implica que si k,< k, entonces

E(0) = sf (ko) — (8-+ n(0)) g = H(kg) > O (12)

Luego, por continuidad de éz(t),EItO>O tal que éz(t)>0 para todo
te(0, t,).Si k, =k, , entonces

£(0) = of (ko) = (5-+ n(0) ko = (k) = H(k,) = 0
De todos modos, como la derivada segunda de &, (¢) verifica que:
ko (0) = sf (ks (1)) e) = (5+ m(0) Ra(0) = (0) R (2) (D)

podemos calcular, en particular, el signo de su valor en 0:
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E(0) = sf '(k1(0)) 5 0) ~ (3+ 7 (0)) k5(0) — 72(0) kp(0) = 72 (0) k5 (0) > O

y esto implica que ky(2) es creciente en ¢ =0. Siendo k,(0)=0, podemos
deducir que3dt, >0tal que k,(#)>0, paratodot e (0, t,).Por tanto, hemos
demostrado que:

Vky < /%n , 3ty > Otal que /e'zz(t) >0,Vt e (0, 1)

Supongamos ahora por el absurdo que 3z, > ¢, tal kzz(t1 )<0.Seat,>t, tal
que .
t, =1inf{r >ty k,(z) < 0}

Por continuidad este valor verifica que /éz(tz) =0. Por el cdlculo hecho
en (D) para la derivada segunda k,(¢) tenemos que:

Ey(ty) = sf (ks (1)) Py (82) — (34 n(ty)) by (83) = 1t Yeaty) = —2(t3) Ry 23) > O

y esto implica que k,(t) es creciente en t=t,. Por tanto 3¢ >0 tal que

k,(t)>0paratodo te(t,, t, +¢&),y esto contradice la definicién de £,. Lue-

go k,(t)>0, Vt>0y entonces k, (t)es estrictamente creciente en[0, + o).
c)Sik, <k, <k, como k(t)es estrictamente decreciente en [0, + o) te-

nemos que: . .
£5(0) = of (ko) ~ (3+ n(0)) kg = ky(0) < O

lo que implica que existe ¢, € [0, + ) tal que k,(¢) es estrictamente decre-
ciente en [0, t,]. Supongamos por el absurdo que k,(r) <0, Vi e [0, + o).
Entonces, siendo k,(¢) decreciente en [0, + ) y acotada, existe

lim k() =k

t—>+o

y ademds es A A
)k < <ky<h,
Sabemos que
of (ky (1)) = (8+ n(1)) ks (2) = &, (2) < O,V£ €[ 0, +0)
y por tanto
lim [f (k (0)) = 8+ n(£))ky(1)] < O

Entonces
sf(k)—8k <0

y esto implica que kb > k, (véase grafica 1). Esto contradice la desigualdad
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(*). La contradiccion parte de suponer que /éz(t) <0,Vte[0,+ o)y por
tanto existe t,€ (¢, +0) tal que &,(z,)>0.Sea f € [0, + ) tal que

? = inf{t €[0,+o0): k,(£) > 0}
Para este valor se verifica que
ky()=0y ky(t) < 0,V €[0, ]

Sélo nos queda por demostrar que k,(t) es estrictamente creciente en
[Z,+ ). Por el cdlculo hecho en (D) tenemos que:

Ey(B) = sf 'y () By(B) — (34 n(E)) By(F) — #(F ) Ry(F) = —(F) byl(F) > O

Entonces k,(t) es creciente en ¢ =7 y por tanto 3¢ >0 tal que k,(2)>0
para todo te(f,  +¢). Supongamos por el absurdo que 3z,>7 tal que
k,(t,)<0.Seat,>1 tal que

t, = inf(t > 1 k,() < 0}

Por continuidad este valor verifica que k ,(t,) =0.Por el cilculo hecho
en (D) para la derivada segunda k,(t) tenemos que:

E(t) = sf 'y (1)) Ry(t2) = (3+ 1(82)) By3) = 7 (t) B (1) = —7a(t) ey(ty) > O

y esto implica que k,(t) es creciente en t=t,. Por tanto 3¢ >0 tal que

k,(t)>0 para todo t € (t,, t, +&); esto contradice la definicion de z,. Lue-

go, k,(1)>0, Vt>0y entonces k,(t) es estrictamente creciente en [0, + o).
d) La demostracion es andloga a la de la parte anterior. m

Observacion 6. En el teorema anterior, las ecuaciones (A) y (C) representan
el modelo de Solow cldsico cuando la tasa de crecimiento constante es
n(0)y O respectivamente. En el numeral 7) del teorema precedente hemos
probado que una economia con tasa de crecimiento de la poblacién de-
creciente a 0 mejora el rédito de una economia con los mismos funda-
mentales pero tasa de crecimiento de la poblacién constante positiva. En
los numerales i7)-iv) se demostr6 que si una economia tiene tasa de creci-
miento de la poblacién decreciente a 0, entonces el capital per capita varia
en forma mondtona en un intervalo del tipo[,, + ). La diferencia con el
modelo de Solow cldsico es que para algunos valores de la condicién ini-
cial &y, la trayectoria es decreciente en un periodo inicial hasta que alcanza
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un valor minimo, a partir del cual es estrictamente creciente. La mono-
tonia junto con la acotacién implican que las trayectorias del modelo
mejorado convergen en forma mondtona a un valor de largo periodo. El
siguiente teorema se refiere a este valor de largo periodo.

Teorema 7. Si k(t) es la solucion del problema (S), entonces:

lim k() =k,
[—+o

Demostracion. Por el teorema 5 sabemos que k() es una funcién monétona
y acotada y por tanto que existe lim k(z) =k >0. Tenemos que probar
que k = k, y esto es equivalente a probar que sf(k)—8k =0, ya quela
ecuacién sf(k)—8k =0 tiene una unica solucién positiva. Haremos la
demostracion del teorema para el caso en que k() es una funcién moné-
tona decreciente en un intervalo del tipo [¢,, + ®).La demostracién es to-
talmente aniloga para el caso en que k(¢) es una funcién mondtona
creciente en un intervalo del tipo [ ¢,, + ). Supongamos entonces que k(¢)
es una funcién mondtona decreciente en un intervalo del tipo [z,, + ).
Entonces:

k() < 0,V e[ty, + )
= sf (k(2))— 3+ n(t)) k(2) < 0,V €[y, + )
= lim [sf (k(t)) - B+ n(1) k()] < 0
= sf(k)-8k <0

S6lo nos queda por demostrar que sf (k) —SE_no es estrictamente ne-
gativo. Supongamos por el absurdo que fuera sf (k) —8k = A< 0.Entonces

lim [sf (k(2)) - 8+ n()) k()] =A< O
= 3 > 1, tal que [sf (k1)) — (8 + n(2))k(r)] < g,Vt e[t,+ o)
= /é(t) <%,Vt e(t, + »)

= ko)~ kie) = [ ke < [! e =D, vee s )
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= lim k()< lim k(tl)Jr%(tft/l):foo
t—>+o t—>+o0

Pero esto contradice el hecho de que k(t) es una funcién acotada. m

Observacion 8. El teorema anterior implica que &, es un atractor global de
la ecuacion diferencial (6): todas las trayectorias de (6) tienden asintética-
mente a k,,.

Observacion 9. Habiamos observado antes que de dos economias con los
mismos fundamentales, aquella con mayor capital inicial per capita tiene
mayor capital per capita siempre. El hecho de que & sea un atractor glo-
bal implica que si los fundamentales de dos economias son idénticos, en-
tonces el capital per capita inicial no afecta el capital per capita de largo
periodo.

Observacion 10. Como el nivel de capital per capita de largo periodo k, no
depende de la ley de crecimiento de la poblacién, dos economias con di-
ferentes tasas de crecimiento de la poblacién mondtonas decrecientes a 0
que tengan las mismas tecnologia de produccidn, tasa de crecimiento del
acervo de capital y tasa de depreciacién del capital convergen al mismo
nivel de capital per capita. Por tanto, en el modelo de Solow modificado la
convergencia es independiente de la tasa de crecimiento de la poblacién y
el valor de largo periodo es el estado estacionario positivo del modelo de
Solow clédsico con tasa de crecimiento nula, independientemente de cudl
sea la ley de crecimiento de la poblacién con tasas de crecimiento decre-
cientes a 0.

Observacion 11. Varios autores (Cohen, 1995a y b; Kremer, 1993; Arrow et
al, 1995; Meyer et al, 1999) han demostrado que el cambio tecnolégico
afecta el crecimiento de la poblacién mediante la capacidad de carga del
planeta: cuando el desarrollo tecnoldgico crece, la capacidad de carga L,
también crece. Esto es, si denotamos con T al nivel de tecnologia, enton-
ces la capacidad de carga L (T ) es una funcidn creciente de la variable T'.
Un aumento de la capacidad de carga L (7 ) no influye en la dindmica del
modelo de Solow cldsico, pues ésta no interviene en su formulacidn, pero
si produce un efecto en el modelo mejorado. En realidad, si aumenta el ni-
vel tecnolégico T, aumenta la poblacién de largo periodo del modelo (que
coincide con la capacidad de carga L (7)) y, como el capital per capita se
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mantienen constantes, entonces aumenta el capital agregado de largo pe-
riodo.

Teorema 12. La solucién del problema () es asintéticamente estable.

Demostracion. Para demostrar la estabilidad (Lyapunov) de la solucién
k,(t) del problema (§) tenemos que probar que: Ve >0,38>0 tal que si
k,(t) es una solucidn de la ecuacién diferencial (6) con condicidn inicial
k, = k,(0) que verifica| k, — k,| < 8, entonces es| k(1) — ky(t)| < &,Vt € [0, + ).
Dado & >0, sean ¢,(2) y ¢ ,(t) las soluciones de la ecuacién diferencial (6)
con condiciones iniciales ¢ ,(0)=3k,/2 y ¢,(0)=Fk,/2 respectivamente.
Por el teorema 5 sabemos que

lim ¢,t)= lim ¢,(t) =k,
t—>+o© t— 4o

y por tanto 3z, >0 tal que |@ (2) —k,(2)|<e v |9 ,(t) — k,(t)|< € para todo
te[t,,+ o). Entonces por el teorema 2, Vk [ k,/2, 3k,/2], si k(t) es la
solucién de la ecuacion diferencial (6) con condicién inicial &, sabemos
que

9,(t) < ky(t) < 94(t), V2 €[0, + )

Entonces, Vk, €[k,/2, 3k,/2]1a solucién k(t) verifica que
| /el(t) - /60 (t)l < Sth € [tO) + OO)

Por el teorema de dependencia continua de las condiciones iniciales
(King, 2003, p. 211), Ve >0,38 >0 (que podemos elegir de modo tal que
d< ky/2) tal que si k() es la solucién de la ecuacién diferencial (6) con
condicidn inicial kb, = k,(0) que verifica |k, — k,| < 8, entonces es

| By (2) — ko (2)| < &, V2 €[0, 15]

Por tanto el valor 8 >0 que acabamos de seleccionar verifica que si k,(¢)
es la solucion de la ecuacidn diferencial (6) con condicién inicial &, = &,(0)
tal que |k, — k,| < 8, entonces vale que |k, (¢) — k, ()| < €, Vt € [0, + ). Esto
prueba que la solucién del problema (S) es (Lyapunov) estable. Por el
teorema anterior sabemos que para cualquier par de soluciones k(t) y
k,(t) de la ecuacion diferencial (6) es

lim ky(t)= lim k,(t) =k,
t—> +oo t— +o

y por tanto tenemos que
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lim [ky(t) —k,(£)] =0

Este limite junto con la estabilidad probada previamente implican que
la solucién del problema () es asintéticamente estable. m

Observacion 13. La estabilidad asintética de las soluciones implica que dos
soluciones cualesquiera, ademds de converger, si tienen condiciones ini-
ciales cercanas entonces se mantienen siempre cerca.

CONCLUSIONES

En la teoria del crecimiento econémico usualmente se supone que la pobla-
cién crece siguiendo una ley exponencial. Esto es claramente irreal pues una
poblacién que crece de modo exponencial rdpidamente obtiene un tamafio
muy grande, mucho mds de lo que es la capacidad de carga del planeta. Es
por este motivo que en este trabajo hemos sugerido sustituir en el modelo
de Solow la ecuacién de crecimiento exponencial de la poblacién por una
ley que verifique dos hipdtesis bésicas: 7) la poblacién es estrictamente cre-
ciente y acotada y 7z) la tasa de crecimiento de la poblacion es estrictamente
decreciente a 0. Con estas hipdtesis, y manteniendo invariados los demads
supuestos del modelo, obtenemos un modelo de Solow mejorado. Del ani-
lisis de este modelo se deduce que hay un valor constante &, de largo perio-
do al que tiende el capital por trabajador.

En la determinacidn de este valor de largo periodo (y contrariamente a lo
que sucede en el modelo de Solow cldsico) no interviene la tasa de creci-
miento de la poblacién 7(z). Ademds el valor &, es mayor que el valor de
equilibrio k£, del modelo cldsico. De aqui se deduce que, en el largo periodo
el desempefio econémico mejora si la tasa de crecimiento de la fuerza de tra-
bajo en vez de ser una constante positiva decrece a 0, lo que puede ser toma-
do como una motivacidn para tener una politica de crecimiento poblacional
eficiente.

En este trabajo demostramos que el modelo propuesto es asintéticamen-
te estable de manera general y que el capital por trabajador (independiente-
mente del capital per capita inicial) converge al valor de largo periodo &, . Al
ser el valor de largo periodo k, la tinica solucién positiva de la ecuacién
sf(/e )= ok, , depende sélo de la funcién de produccién f(-), de la propen-
s16n al ahorro sy de la tasa de depreciacion del capital 8. De aqui se deduce
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que, con la hip6tesis de crecimiento de la poblacién como en este trabajo, si
dos paises tienen las mismas tecnologia de produccién f(-), propensién al
ahorro sy tasa de depreciacién del capital 3 entonces convergen al mismo va-
lor de largo periodo de capital, consumo y producto per capita. Finalmente,
hemos también mostrado que si el cambio tecnolégico afecta el crecimien-
to de la poblacién mediante la capacidad de carga del planeta, entonces un
aumento del nivel tecnolégico 7, aumentando la poblacién y manteniendo
el capital per capita constante, produce un aumento del capital agregado de
largo periodo.
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