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EL TRIMESTRE ECONOI\/IICO, vol. LXXV, num. especial, enero de 2008, pp. 97-124

COMPARABILIDAD PARCIAL CON MEDICIONES
CARDINALES Y ELECCION COLECTIVA*

Elvio Accinelli y Leobardo Plata™*

RESUMEN

Segtin el esquema del resultado de imposibilidad de Arrow, la informacién prove-
niente de comparaciones interpersonales no puede ser usada para construir reglas
de eleccidn colectiva. Por otro lado, mediante el uso de funciones de utilidad y la
comparacién de diversos aspectos de las mediciones, entre todos los individuos, se
han logrado caracterizar diversas reglas no dictatoriales que, ademas, se usan empi-
ricamente. En este articulo estudiamos un esquema general para realizar compara-
ciones interpersonales con utilidades cardinales. Caracterizamos un concepto de
comparacion parcial que admite, como extremos, los casos de comparaciones tota-
les o su ausencia entre los individuos. Nuestro concepto sirve de base para propo-
ner una clasificacién de todos los érdenes de bienestar social, que caracteriza cada
uno con supuestos tradicionales y el tipo de comparacién interpersonal admitida.

ABSTRACT

Under the framework of Arrow’s impossibility theorem, all the information based
on interpersonal comparisons is avoided in the construction process of colective
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choice rules. However, throught the use of utility functions and the comparison of
several measurable aspects, among all individuals, some non dictatorial collective
rules have been characterized and they have been used empirically. In this work we
study a general framework to make interpersonal comparisons with cardinal utili-
ties. We characterize a partial comparability concept admiting like extremes full
comparisons between all the individuals or no one comparison between any pair of
individuals. Our concept provides basis to propose a clasification of social welfare
orderings, each one can be characterized with standard assumptions and the type
of interpesonal comparisons admited.

INTRODUCCION

Es muy conocido que la referencia basica para abordar temas sobre deci-
siones colectivas es Social Choice and Individual Values de Arrow
(1951,1963). A partir de esta obra se han desarrollado campos muy especia-
lizados con problemas especificos de eleccion colectiva. La contribucién de
Sen (1970) ayudé mucho a la expansién y estudio de lo que hoy se conoce
como teoria de eleccidn social. El resultado de Arrow ha sido demostrado
de muy diversas maneras; todas ellas han contribuido a mirar el problema
desde diferentes dngulos. Ha habido una gran repercusién en la ciencia poli-
tica y en la filosoffa moral, ademds de lo que ha significado para la teoria
econdmica, su campo de origen, la teoria de eleccién social ha usado inten-
sivamente el método axiomdtico como sus instrumentos base. El contexto
de los problemas de eleccién colectiva no es inico. Hay diversas maneras de
modelar el concepto de regla de eleccion colectiva. Una vez que se fija el
conjunto de individuos y el conjunto de las opciones sociales, las reglas son
por lo general funciones cuyo dominio es un espacio de caracteristicas de los
agentes implicados. El rango de las funciones contiene los posibles resultados
que arroja la regla cuando se aplica en cada punto del dominio. El dominio
generalmente se construye con las preferencias de los distintos individuos
respecto al conjunto de opciones. También se pueden usar mediciones de las
preferencias mediante funciones de utilidad. El rango puede contener érde-
nes sociales de las opciones, subconjuntos de las mismas o simplemente ser
el mismo conjunto. En este ultimo caso hablamos de funciones de decisién
social.'

1 Véase en Plata (1998) y Sen (1986) un analisis ms amplio.
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Consideremos un contexto especifico de una familia posible de reglas de
leccién colectiva. Este consiste en una definicién precisa de opciones, indi-
viduos implicados, dominio de las reglas y rango de las mismas. Una vez fi-
jado un contexto de posibles reglas interesa estudiar dos tipos de problemas.
Por un lado, interesa investigar si algunas propiedades deseables para las re-
glas son satisfechas simultineamente y con qué regla especifica. Hay ocasio-
nes en que las propiedades que se imponen resultan incongruentes entre s,
por lo que no hay ninguna regla que las satisfaga, como es el caso del teore-
ma de imposibilidad de Arrow. Por otro lado, si conocemos una regla espe-
cifica de un cierto contexto, interesa elaborar una formalizacién de contexto
de regla y las propiedades que podrian caracterizar a esta regla.

El contexto del teorema de Arrow contiene un nimero finito de opcio-
nes, de hecho al menos tres de ellas, y un nimero también finito de indivi-
duos. El dominio de las reglas consideradas por Arrow es el conjunto de
posibles preferencias racionales (completas y transitivas) que pudieran te-
ner los diferentes individuos respecto al conjunto de opciones. Un elemento
de este dominio es un arreglo de 7 preferencias, una por cada individuo, lla-
mado perfil de preferencias. Las reglas que considera Arrow se conocen
como funciones de bienestar social. El rango de estas reglas esta formado
también por preferencias completas y transitivas en el conjunto de opcio-
nes. Asi pues, las funciones de bienestar social asocian una preferencia com-
pleta y transitiva con cada posible arreglo de 7 preferencias completas y
transitivas. Dado lo anterior, no es extraio que el problema haya sido cono-
cido como problema de agregacion de preferencias.

El esquema de Arrow tiene una base totalmente ordinalista y de no com-
parabilidad. Ello significa que la regla de eleccidn colectiva sélo puede hacer
uso de la informacién ordinal que contiene cada una de las preferencias in-
dividuales. Ademds, la regla no puede hacer uso de ninguna informacién
que tenga relacién con alguna posible comparacion de las preferencias de
los individuos. Siuna opcidn, x, perjudica mucho a un gran grupo de indivi-
duos y otra, y, beneficia poco a unos cuantos, la regla no puede considerar
ninguna medicién de las pérdidas de unos ni las ganancias de los otros. De
este modo, el uso de las reglas de eleccién colectiva para realizar comparacio-
nes que permitieran posteriores redistribuciones estaria totalmente prohi-
bido con el esquema arrowiano.

Ha habido diversas modificaciones del esquema de Arrow, se han logra-
do miés resultados de imposibilidad y también la caracterizacién de diversas
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reglas aplicables en contextos bien especificados. Un panorama de lo ante-
rior puede consultarse en Plata (1998). Una de las lineas para salir de la im-
posibilidad consiste en la introduccion de informacién cardinal de las
preferencias individuales. En el capitulo 8 de Sen (1970) se demuestra que el
resultado de imposibilidad se puede todavia replicar con mediciones cardi-
nales y manteniendo la no comparabilidad de las medicines entre los indivi-
duos. Sen es el primero en introducir el marco conceptual que establece
supuestos de medicién y comparacion en las funciones de bienestar social.
Estos supuestos y su motivacién son analizados en la seccién I de este
articulo. A partir del trabajo de Sen surgen varios resultados que caracteri-
zan diversas funciones de bienestar social con base en la imposicién de axio-
mas de invarianza en las reglas colectivas. En Sen (1977) se genera uno de los
primeros intentos por jerarquizar los diferentes tipos de axiomas de inva-
rianza. La imposicién de éstos en las reglas colectivas estd asociada con una
manera de definir perfiles informacionalmente equivalentes. La introduc-
ci6n de utilidades permite la comparacién de ganancias (o pérdidas) de utili-
dad y estas pueden medirse en diferencias o en porcentajes. Estas diferencias
o porcentajes se pueden usar para generar indicadores que ayuden a tomar
la decisién colectiva.

En el esquema de Arrow esto no se puede hacer, sélo se considera la in-
formacién del orden y no se permiten comparaciones entre individuos. Dos
caracteristicas que ordenen igual a las opciones deberdn tener asociado el
mismo orden social. Mds precisamente, si consideramos un perfil de utilida-
des inicial y generamos otro transformando cada una de sus componentes
con diferentes funciones crecientes, el nuevo perfil es considerado como
equivalente al primero en el esquema de Arrow. Esto significa que Arrow
impone unas clases de invarianza demasiado amplias para sus reglas admisi-
bles. La incorporacién de mediciones y comparaciones més finas genera cla-
ses mds pequefas y abre la posibilidad de que haya reglas no dictatoriales
que sean invariantes en las clases pequefias.

La imposicién de axiomas de invarianza en las reglas estd vinculada a la
definicién de particiones del conjunto de perfiles de utilidad. La definicién
de estas particiones se hace generalmente mediante la definicion de un con-
junto de transformaciones admisibles para que dos perfiles sean considera-
dos equivalentes. Cuando se trabaja con funciones de utilidad en el dominio
de las reglas, éstas son conocidas como funcionales de bienestar social, pues
su dominio estd formado por vectores de funciones de utilidad. En este caso
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parece natural identificar una de estas funciones con un orden de bienestar
definido en el espacio de vectores numéricos reales. Cuando la funcional
aplicada a un perfil diga que una opcién x es socialmente preferida a otra
y se deberd tener que el vector de utilidades individuales para x debe ser pre-
ferido al vector de utilidades individuales para y.La elaboracién precisa de
esta identificacion y los supuestos en los que se basa se conoce como welfa-
rism theorem y fue desarrollado por primera vez independientemente
por d’Aspremont y Gevers (1977) y Hammond (1979). Aparece también en
d’Aspremont (1985).

El uso de comparaciones de diferencias permitié caracterizar versiones
de las reglas utilitaristas en trabajos como Deschamps y Gevers (1978),
Hammond (1979, 1991), Maskin (1978), Roberts (1980a, b). En los trabajos de
Roberts se obtienen importantes resultados permitiendo comparaciones
con mediciones tanto cardinales como ordinales. Hay varios trabajos panora-
micos que han ido presentando de manera paulatina los resultados logrados.
Destacamos d’Aspremont (1985), Sen (1986) y Moulin (1988). Reciente-
mente tenemos a d’Aspremont y Gevers (2002) y Bossert y Weymark
(2004). Este ultimo trabajo contiene una excelente presentacion de los avan-
ces logrados hasta ahora e incluye casi todas las pruebas. En el trabajo de
Fleurbaey y Hammond (2004) se analizan ampliamente los fundamentos fi-
loséficos de las comparaciones y las aplicaciones en economia del bienestar.

Hay un aspecto que es importante destacar para los fines de este articulo.
Casi toda la bibliografia citada lineas arriba se ha preocupado por casos ex-
tremos de comparacién interpersonal. En unos casos se admiten axiomas de
invarianza que permiten la comparacidn entre todos los individuos. En los
otros casos se prohiben totalmente las mismas: no es posible comparar a
ningln par de individuos. De este modo las comparaciones son general-
mente totales o nulas. Sen (1970), cap. 7, propone un concepto de compara-
ci6n parcial. Sin embargo, la propuesta no ha tenido mucho éxito ya que el
concepto de comparacién parcial de Sen no ha sido muy explotada ni segui-
do enla bibliografia posterior. La propuesta es también limitada ya que sélo
considera transformaciones para comparar diferencias pero s6lo entre dos
clases muy especificas: la de mediciones cardinales sin comparaciones (CNC)
y la de mediciones cardinales con comparacién plena de diferencias o unida-
des (CUC). En estas clases las ordenadas al origen de las transformaciones
admitidas pueden variar arbitrariamente. Ello no permite incorporar, por
ejemplo, comparaciones de porcentajes. Por otro lado, pareciera natural
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que ciertas comparaciones sé6lo se puedan hacer entre un conjunto de indi-
viduos pero no entre todos. Ello abre otras posibilidades para estudiar las
reglas congruentes con este tipo de comparaciones.

En este articulo abordamos el estudio de comparaciones interpersonales con
mediciones de utilidad cardinal. Lo primero que hacemos es presentar una
clasificacion de todos los tipos de comparacion 16gicamente posibles. Las
comparaciones que se han usado en la bibliografia aparecen de manera natu-
ral como casos extremos en nuestra clasificacion, que es obtenida mediante el
estudio de las posibles particiones del conjunto de perfiles de utilidad. Obtene-
mos una interesante interpretaciéon y un concepto de comparacién parcial
muy intuitivo y diferente del Sen. Como segundo paso presentamos algunas
caracterizaciones de 6rdenes de bienestar social congruentes con supuestos
tradicionales y algunos supuestos de comparacién parcial. Las reglas gene-
radas incluyen nuevamente como casos extremos a las ya conocidas en la
bibliografia. No tenemos atin una clasificacién completa de todas las reglas.

Khmelnitskaya y Weymark (2000) obtienen algunos de los resultados
presentados en la parte final, de caracterizacién de 6rdenes de bienestar so-
cial. Sin embargo el enfoque de estos autores es diferente del nuestro al menos
en dos aspectos. Ellos consideran clases de transformaciones mds amplias
que las meramente cardinales como hacemos aqui. Un segundo aspecto es que
ellos imponen de modo exdgeno las transformaciones admisibles mientras
que aqui son resultado de nuestra l6gica de clasificacion algebraica de los
supuestos de comparacién. Ello nos permite considera tipos de compara-
ci6n parcial cardinal que no habian aparecido hasta ahora. Khmelnitskaya y
Weymark sélo consideran diferentes subgrupos disjuntos de individuos e
imponen una clase de transformaciones admisibles en cada grupo. La condi-
ci6én de invarianza se aplica de manera tradicional al producto cartesiano de
las transformaciones admisibles en cada grupo. De este modo, en su esque-
ma no aparecen las nuevas clases de comparacion que se obtienen del teorema
3 con la pareja de particiones. La seccion I presenta el modelo con las defini-
ciones formales de los conceptos y una motivacién del problema.

|. MODELO Y MOTIVACION

El espacio de opciones sociales es denotado por el conjunto X, la sociedad
esta formada por nindividuos representados en el conjunto N ={1, 2, ..., n}.
Un pertil de preferencias es un arreglo (#,( ), ..., #,( )), cada #;( ) es una
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funcién de X en el conjunto de nimeros reales, denotado por R. El conjun-
to de funciones de utilidad es denotado por Uy el conjunto de caracteristi-
cas de utilidad es U".Para mayor precisidn, U” es el espacio de perfiles, cada
entrada de un perfil representa una medicidn de la preferencia del individuo
correspondiente.

Una regla de eleccién colectiva asocia una preferencia social, completa y
transitiva, con cada posible caracteristica de mediciones de utilidad indivi-
dual. En nuestro caso las citadas reglas son conocidas como funcionales de
bienestar social (FLBS), que no son mas que funciones F con dominio U” y
recorrido en R, en que R es el conjunto de preferencias completas y transiti-
vas sobre X.Una funcional de bienestar social, F, genera una preferencia so-
cial para cada perfil de preferencias individuales. De este modo se recupera
la idea fundamental de que las decisiones sociales dependen en definitiva de
las valoraciones que los individuos tienen de las opciones. ¢ De qué manera
se establece esta correspondencia entre valoraciones individuales y socia-
les?; esta implicita en la funcional F.Para hacer claro lo anterior analizaremos
algunos ejemplos.

1. Ejemplos de motivacion

Consideremos una sociedad de tres individuos, N ={1, 2, 3}, que enfrentan el
conjunto de opciones X ={x, y, x}. Las preferencias de los individuos en
este caso son los siguientes ordenamientos de X:

Individuo 1 Individuo 2 Individuo 3
x y z
y z x
z x y

Vamos a considerar cuatro posibles perfiles de utilidad, cada uno de ellos
representa las mismas preferencias pero con diferentes mediciones, como sigue:

. Perfil 1 Perfil 2 Perfil 3 Perfil 4
Opcion
uq Uy Uus uq Uy Uus uq Uy Us uq Uy Us
x 3 1 2 7 4 7 7 5 11 9 1 4
2 3 1 5 8 5 5 11 7 4 9
z 1 2 3 3 6 9 3 8 15 1 4 9

A continuacién presentamos diversas maneras de obtener ordenamientos
colectivos de X. Cada una de ellos se obtendrd con una determinada regla
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que incorpora hipétesis especificas de la medicién y comparacién.” La apli-
cacién de laregla de mayoria simple, para ordenar cada par de opciones, nos
genera un ciclo: x dominaa y por mayorfade 1y 3 contrael 2, y dominaa z
por mayoriade 1y 2 contrael 3, zdomina a x por mayoriade 2y 3 contrael
1. Asi pues, el ordinalismo y la regla de mayoria simple no nos permiten lo-
grar resultados satisfactorios pues no habria una mejor decisién colectiva.

Si consideramos ahora la llamada la regla de borda se genera un empate.
Segun esta regla cada opcién obtendria 6 puntos al final y todas serfan consi-
deras indiferentes. La regla de Borda consiste en asignar primero puntajes
en orden descendente a cada opcién. La mds preferida 3 puntos, le segunda
mis preferida 2 puntos y la peor 1 punto. De este modo la opcién x obtiene 3
puntos del primer agente, 1 punto de segundo agente y 2 puntos del tercer
agente, lo cual nos genera los 6 puntos. De manera similar las otras opciones
obtienen cada una 6 puntos al final del proceso. Notemos que, implicita-
mente, esta regla presupone dos propiedades fuertes: la medicién de la in-
tensidad de la preferencia de modo que entre cualquier opcidn y la que le
sigue, la diferencia de medicidn es constante y, ademds, es la misma entre los
individuos. Tenemos pues una misma unidad comtin comparable entre los
individuos y que nos sirve para medir la diferencia de medicién entre opcio-
nes consecutivas.

Consideremos ahora una regla utilitarista. Mediante esta regla construi-
mos un orden social valorando cada opcién segin la suma de las utilidades,
cada sumando es la utilidad que cada agente otorga a la opcién. De este mo-
do la valoracién utilitarista de x bajo el perfil U es W(x; U) =%, _, #,(x).
Cuando la valoracién de x es mayor o igual ala de y decimos que x es al me-
nos tan preferido socialmente a y. Formalmente se denota esto como sigue,

XRyy > Ljen #;(x) 2 X ey #;(¥)
Notemos que lo anterior se puede rescribir como,
XRyy < Zjen (u;(x)—u;()) 2 0

Cada diferencia #,(x) —u,(y) mide la pérdida o ganancia, segin sea el
caso, del individuo 7al pasar de la opcién x a la y. Estos nimeros son suma-
dos entre los individuos; ello nos dice que estamos comparando las pérdidas
de unos con las ganancias de otros. Esto sélo tiene sentido si suponemos al-

2 Notemos que las preferencias que hemos construido constituyen una versién de las que se usan
para ilustrar la paradoja de Condorcet.
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guna unidad comun de comparacién de las diferencias entre los individuos,
ademds de la posibilidad de comparar diferencias intraindividuales.

Al aplicar la regla utilitarista en cada uno de los cuatro perfiles notamos
que se generan los siguientes ordenamientos:

Puntos por opcion

Perfil Orden social
x y z
Perfil 1 6 6 6 xIylz(todas indiferentes)
Perfil 2 18 18 18 xIylz(todas indiferentes)
Perfil 3 23 23 26 zPxIy (z domina a x,y)
Perfil 4 14 14 14 xIylz(todas indiferentes)

Notemos que la regla utilitarista no generé los mismos resultados en los
cuatro perfiles. Las preferencias son ordinalmente las mismas en cada caso.
Sin embargo la informacién contenida en cada par de perfiles puede ser la
misma o no para laregla utilitarista. Para explicar esto mejor fijemos el perfil
1 como referencia y hagamos cambios en la medicién y comparacion. Las
mediciones presentadas en el perfil 2 se pueden obtener a partir del perfil 1
aplicando las transformaciones afines ¢ ;(£) =i+2¢ con z=1, 2, 3 respectiva-
mente. Esto significa que las mediciones del perfil 2 se obtienen a partir del
perfil 1 con cambios de “cero” o de “origen” en cada medicién individual de
modo que el “cero” del agente 7 en el perfil 2 corresponde ahora al nivel %
Por otro lado, hay también un cambio de “unidad” de medicién pero es co-
mtun entre los individuos. En este caso dicha unidad de medicién estd aso-
ciada a la pendiente comun de las transformaciones ¢ ,(¢), que es el nimero
2. Es muy fécil verificar que el orden social no se altera si usamos el perfil 1,
(,( )y 11,( )y u15( ), 0 el perfil 2,(1+2u,( ), 2 +2u,( ), 3+2u,( )),la compa-
racién de las diferencias arroja los mismos resultados pues s6lo estamos
cambiando la unidad de medicién de manera comin a pesar de que los 0 de
cada quien sean distintos o tengan distinto significado. Este tipo de trans-
formaciones nos sirven para caracterizar el tipo de invarianza al que pode-
mos someter a una regla de tipo utilitarista como la definida lineas arriba.
Obsérvese que #; y ¢ ;(#;) representan las mismas preferencias individuales
para cada individuo, a la vez que los perfiles # y ¢ (#) generan la misma pre-
ferencia social, lo que es particular de este tipo de transformaciones.

No ocurre lo mismo si la transformacién esta dada ahora pore;(t)=
i+(i+1)tconi=1,2,3respectivamente. Esta transformacién lleva el perfil 1
al perfil 3. Ya no tenemos una unidad comin de medicién; las diferencias
tienen ahora més peso a medida que aumenta el indice con que nombramos
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a cada individuo. Al comparar por ejemplo z con x en el perfil 3 notamos
que los individuos 2 y 3 ganan respectivamente 3 (8-5) y 4 (15-11) al pasar de
x a z. Esta ganancia de 7 no se puede compensar con la pérdida de —4 (3-7)
del individuo 1, por lo que la opcidn z es preferible socialmente a la opcién
x.Enel perfil 1 la ganancianetade 2y 3 es 2 y se compensa con el -2 de pérdi-
da por el agente 1 con lo que las opciones se declaran socialmente indiferentes.
Asi pues, el perfil 1 y el perfil 3 no contienen la misma informacién, de me-
diciény comparacidn, desde el punto de vista utilitarista, por lo que son tra-
tados de manera diferente. Obsérvese que ahora #; y @, (#;) representan las
mismas preferencias individuales respecto a X, no obstante, a diferencia del
ejemplo anterior, los perfiles # y ¢ (#) no generan la misma preferencia social.

Consideremos ahora la transformaciones @;(¢) =¢°, que transforman el
perfil 1 en el perfil 4. Estas transformaciones nos permiten continuar con los
mismos 6rdenes en ambos perfiles a nivel individual. Como se hace la mis-
ma transformacién en todas las utilidades, podemos hacer comparaciones
de orden entre los individuos. Cualquier juicio de orden que sea cierto en el
perfil 1, atin es cierto en el perfil 4. Sin embargo ya no podemos hacer com-
paraciones de diferencias pues en este caso desaparece el concepto de unidad
de medicién. La simetria de las valoraciones en el perfil 1 permite obtener la
misma ordenacidn social para el perfil 4, cuando usamos la regla utilitarista.
Sin esta simetria los resultados pueden variar.

Cambiemos ahora de regla de valoracién social. Nuestra valoracién social
ahora es determinada por la regla rawlsiana. Mediante esta regla se otorga el
poder de la decision colectiva al individuo peor situado; se presupone la com-
paracién de posiciones entre los individuos. La definicién de la regla es ahora,

xRyy <> min{u;(x)/1 e N} 2 min{x;(y)/i € N}

Al aplicar la regla rawlsiana obtenemos los siguientes resultados para ca-

da perfil:

Puntos por opcion

Perfil Orden social
x y z
Perfil 1 1 1 1 xIylz(todas indiferentes)
Perfil 2 4 5 3 yPxPz
Perfil 3 5 5 3 xIyPz (z dominada por x, y)
Perfil 4 1 1 1 xIylz(todas indiferentes)

Vemos que los perfiles 1y 4 generan los mismos resultados mientras que
los perfiles 2 y 3 generan resultados distintos entre ellos y respecto al perfil
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1. Lo anterior significa que para la regla rawlsiana los perfiles 1 y 4 contie-
nen la misma informacién y por tanto generan el mismo orden social con la
regla de Rawls. Es decir, con esta regla, segtin el perfil 1 o el 4, todas las op-
ciones son socialmente indiferentes, a pasar de no existir ningdn individuo
que sea indiferente segtin el perfil 1 o el 4. Esta informacién sélo se refiere a
las posiciones de las opciones y a la plena comparabilidad de las mimas entre
todos los individuos. Los perfiles 2 y 3 modifican este tipo de informacién
respecto al perfil 1. Cualquiera de las opciones puede aparecer como la peor
situada con el nivel 1 y cualquiera de los individuos puede considerarse como
peor situado en el perfil 1, de ahi que todas son indiferentes. Sin embargo,
con la medicién mostrada en el perfil 2 la opcién peor situada es la z y corres-
ponde al primer individuo el poder de seleccionarla como la peor socialmen-
te. Notemos que las mediciones presentadas en el perfil 2 han modificado
los origenes o ceros y la modificacién ha sido distinta para cada individuo,
todo ello respecto al perfil 1. Lo anterior impide que la informacién pueda
usarse para comparar los peores elementos pues se trata de diferentes medi-
ciones en esencia.

2. Informacion y perfiles

Los ejemplos expuestos lineas arriba dan la pauta pera pensar en una posible
manera de analizar y clasificar los diferentes tipos de informacion, de medi-
cién-comparacion, presentes en el conjunto de posibles perfiles. Cuando
asumimos un determinado supuesto de medicién-comparacién en realidad
estamos induciendo una particién en el conjunto de perfiles. Los perfiles
que contienen la misma informacién pertenecen a una misma clase. En este
punto aparece una pregunta fundamental: ;es posible clasificar las particio-
nes del conjunto de perfiles y encontrar una regla colectiva congruente con
cada particién? Esta congruencia se refiere a la invarianza de la regla en cada
clase dela particién. ¢ Hay una tinica regla que satisface supuestos estindar y
es exactamente invariante en cada clase de la particion congruente con la re-
gla? Estas preguntas han sido contestadas parcialmente en el interesante ar-
ticulo panordmico de Bossert y Weymark (2004) y en una serie de trabajos
ya cldsicos como d’Aspremont (1985), Roberts (1980a,b), Sen(1986), entre
otros. El articulo de Fleurbaey y Hammond (2004) analiza el tema desde un
punto de vista amplio que estudia también el significado filos6fico de las
comparaciones interpersonales. Algunos textos de microeconomia inclu-
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yen ya capitulos con estos resultados. Es digno de destacar el capitulo 22 de
Mas-Colell er al (1995) y el capitulo 6 de Jehle (2001). El enfoque adoptado
consiste en considerar ciertos supuestos estindar y varios tipos de hipdtesis
de medicién-comparacion. Las comparaciones se introducen imponiendo
en las reglas algin requisito de invarianza, definido por medio de ciertos
conjuntos de transformaciones de los perfiles que se consideran como equi-
valentes informacionalmente.

Generalmente los resultados caracterizan las reglas congruentes con los
supuestos estandar y cada tipo de invarianza admitida. Cada regla induce
naturalmente una particién del conjunto de perfiles. Las consecuencias de
imponer requisitos de invarianza en general, no forzosamente definidos
con transformaciones de utilidad en los perfiles, son analizadas en Bossert
(2000). El articulo presenta relaciones de dualidad entre la invarianza en las
funcionales de bienestar social y las propiedades asociadas correspondien-
tes en sus respectivas representaciones: los 6rdenes de bienestar social. Expli-
quemos este importante concepto con cierto detalle.

Segtin algunos supuestos simplificadores, las funcionales de bienestar so-
cial pueden representarse mediante 6rdenes de bienestar social (OBS)’ defi-
nidos en el espacio euclideano R". La razén de ello parece clara pero hay
que destacar los detalles con cuidado. Cuando la funcional F asocia un or-
den social R, al perfill U = u,( ), ..., u,( ))y se tiene que segtin R, la opcién
x es socialmente preferida o indiferente a la opcién y, lo denotamos como
xR, y.Laidea es ahora construir un preorden en R" a partir de los perfiles
y la funcional. Esto podria ser representado mediante la definicidn de
una relacién R, construida en R", diciendo que se tiene (#,(x), ..., #,(x))
R*(u,(y), ..., n,(y)) cuando xR;y.Para que esto funcione debemos hacer su-
puestos que garanticen que R* estd bien definida.

[1. SUPUESTOS ESTANDADR SOBRE LAS FLBS

Nuestra intencién final es lograr una clasificacién de los posibles R* con
base en supuestos estindar y las diferentes formas de introducir compara-
ciones interpersonales.

Condicion UT (dominio universal y transitividad). Las reglas colectivas son
funciones: F: U” > R

3 Los 6rdenes de bienestar social (OBS) son conocidos en inglés como Social Welfare Orderings
(swo).
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Esto significa que las FLBS tienen como dominio a cualquier posible perfil
de utilidades y cualquier funcién de utilidad es admitida para cada indivi-
duo en cualquier perfil. Ademds, el orden social asociado con un perfil dado
es siempre unarelacién completa y transitiva del conjunto de opciones X.

La siguiente condicidén requiere que, dado cualquier perfil, el orden social
asociado por la FLBS es tal que para cualquier par de opciones dadas, dicho
orden debe ser independiente de las utilidades presentadas por cualquier
otra tercera opcidn. Si dos perfiles coinciden en la medicién de las opcio-
nes x, 7, el orden social de estas opciones debe coincidir y ser independien-
te de como los agentes miden las otras opciones en cada perfil. Formalmente:

Condicion 101 (independencia de opciones irrelevantes). Vx, y € XVu,v e U"
stu(x)=v(x)y u(y)=v(y), entonces xR,y < xR_y.

Cuando dos opciones son indiferentes para todos los individuos en un de-
terminado perfil, el orden social asociado a dicho perfil las debe declarar
también indiferentes.

Condicion PI (pareto indiferencia). Vx,y € X Vue U™ siu(x) =u(y), enton-
ces xIuy.

Las condiciones anteriores nos dicen que toda la informacién requerida
para ordenar a un par de opciones x, y estd contenida en los vectores de utili-
dad #(x)y u(y), asociados respectivamente con cada opcién. Otro tipo de
informacién de las opciones, como sus caracteristicas fisicas, normativas o
los nombres de las mismas, es considerada irrelevante para la ordenacién
que proponga la FLBS. La siguiente condicién conocida como neutralidad
de las opciones refleja esto hecho de manera sintética.

Condicion NOF (neutralidad de opciones fuerte). Vx,y, z, we X Vu,ve U™
stu(x)=v(z)y u(y)=v(w), entonces xR,y < zR, w.

La condicién de neutralidad fuerte es caracterizada por las tres primeras
condiciones como sigue.

Teorema 1 (d”Aspremonty Gevers, 1977). Siuna funcional de bienestar so-
cial F satisface las condicién UT, entonces F satisface IOy PIsiy s6lo si F
satisface la condicién NOF.

Tenemos ahora si, todo para enunciar el teorema de representacion de las
FLBS mediante el uso de OBS. Si una funcional de bienestar social, F, satisfa-
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ce las condiciones UT, IOI y PI, hay un tnico orden de bienestar social, R*,
asociado con F y definido en el espacio euclideano R", en el que se encuen-
tran los vectores de utilidad que miden las opciones del conjunto X.De este
modo los vectores de nimeros reales pueden ser usados para ordenar las op-
ciones de X.Dados dos puntos 7, sen R", podremos decir que » precede a s
siy solamente si existe un perfil #y un par de opciones x,y tales que #(x) =7
y u(y)=s,de modo que x es socialmente preferido a y cuando la FLBS F se
aplicaen el perfil #y esto se denota como #(x)R*x(y). Un orden de vectores
de utilidad es conocido como un OBS. Segin una hipétesis de continuidad,
los OBS pueden ser representados por funciones numéricas W: R" — R de-
nominadas funciones de bienestar.

Teorema 2 (d’ Aspremont y Gevers, 1977, Hammond, 1979; d’Aspremont,
1985). St una funcional de bienestar social F satisface la condiciéon UT, en-
tonces F satisface IOI y PI siy solo si existe un dnico orden de bienestar
social R* en R" tal que para cualquier par de opciones x,y € X y cual-
quier perfil ue U”, xR,y < u(x)R*u(y).

Notemos que de acuerdo con el teorema 1 las condiciones I01 y PI pueden
ser sustituidas por la condicién NOF de neutralidad fuerte. La neutralidad nos
dice, esencialmente, que la construccién de R* como #(x)R*u(y) < xR,y
estd bien definida. De este modo, podemos estudiar a las FLBS por medio de
sus 6rdenes de bienestar social, R*, correspondientes. Los supuestos acerca
de la comparacién-medicién se impondrin directamente en los OBS en lu-
gar de en las FLBS.

Nuestro siguiente objetivo serd clasificar las diferentes comparaciones
interpersonales cuando se asumen mediciones cardinales. Veremos que la
clasificacién esta asociada con las maneras de introducir particiones en el
conjunto de perfiles U”".

[1I. COMPARACIONES PARCIALES CON MEDICIONES CARDINALES

Primero aclaramos el concepto de medicion cardinal de las preferencias. Ello
significa que la regla social puede usar informacién proveniente de compa-
raciones de diferencias de utilidad, entre cualquier par de opciones intra-
individuales. Formalmente esto significa que la medicién #;( ) o la medicién
a+bu,( )con bpositivo contienen la misma informacién cardinal de la pre-
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ferencia, ordenan igual las opciones y ambas conservan los juicios de com-
paracién de diferencias. El juicio,

wi(x)=u;(y) 2 u;(z) = u;(w)
es totalmente equivalente al juicio,
a+bu;(x)—a+ bu;(y)2a+ bu;(z)—a+ bu;(w)

Asumiendo la hipétesis de mediciones individuales cardinales, nos inte-
resa ahora clasificar las maneras 16gicamente posibles de realizar compara-
ciones interindividuales usando las mediciones de los diferentes individuos.
El problema se complica porque si #i puede ser transformada en a, + b, u,,
mientras que #; puede ser transformada ena; +b; u;, las comparaciones in-
terpersonales podrian depender de manera decisiva de las mediciones elegi-
das y provocar ciclos en el orden social. En realidad este es el caso cuando se
supone la no comparabilidad cardinal. Cuando se permiten comparaciones
de unidades que impongan que todas las b, sean iguales se logran reglas utili-
taristas. Nuestro objetivo es estudiar toda esta gama de posibilidades 16gicas
entre las posibles maneras de introducir comparaciones interpersonales.
Veamos que el problema se reduce a la clasificacion de las particiones del
conjunto de perfiles utilidades y que cada particion estd asociada con unos
conjuntos numéricos de vectores de reales que establecen propiedades en las
a;ylas b,

Hemos dicho que la manera tradicional de imponer requisitos de medi-
cién-comparacion en una regla social o en el orden de bienestar social aso-
ciado a la misma consiste en definir clases de invarianza en el conjunto de
perfiles de utilidad. A los perfiles equivalentes en los requisitos de informa-
ci6n asumidos se les asigna el mismo orden social. Clasificar los diferentes
supuestos de informacidn se puede asociar con la manera de definir parti-
ciones en el conjunto de perfiles. Sea y; un conjunto predeterminado de
transformaciones a las que pueden someterse las funciones de utilidad o va-
loraciones del agente 7 Sea y el producto cartesiano de las y;. Decimos que
»=(9,, ..., ¢,,) esadmisible si y solamente si¢; € y; paratodoi=1,..., n. La
particién de U” inducida pory es tal que dos perfiles que contengan la mis-
may-informacién deben ser tratados de la misma manera por la regla colecti-
va, se les asigna el mismo orden social para las opciones de X.Ello se expresa
mediante los supuestos o axiomas de y-invarianza.

Dado un conjunto de transformaciones admisibles y y perfiles # =(u,, ...,
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u,)yv=(v,...,v,) enU" decimos que los perfiles #y v son y- equivalen-
tes si existe ¢ € y tal que v =poucond =(¢,,...,¢,) y cada ¢, es una trans-
formacidn creciente.

Condicion de y-invarianza para F. Decimos que una FLBS, F: J"— R, es
y-invariante si cada vez que #y v son y-equivalentes se tiene que F(#) =
F(v).

Una consideracién importante en este punto es que la relacién de y-equiva-
lencia no es forzosamente una relacién de equivalencia en U” para cualquier
y.Lo que puede ocurrir es que falle la transitividad. Para un ejemplo y una
andlisis mds amplio sobre esto puede consultarse Plata (1994). Casi todos
los conjuntos de transformaciones y que han aparecido en la bibliografia
generan relaciones de equivalencia y no hay problema con el requisito de in-
varianza inducido. Sen (1970) introduce, en el capitulo 7, un concepto de
comparabilidad parcial admitiendo conjuntos de transformaciones que no
generan relaciones de equivalencia. Ello no serfa problema en principio
pero la imposicién de invarianza con tales conjuntos de transformaciones si
lo es. La exigencia de invarianza de una FLBS con transformaciones que no
generan particién del conjunto de perfiles puede generar incongruencias.
Las clases de perfiles que contienen “la misma y informacién” no son una
particién pues se intersectan entre si. El requisito de y-invarianza hace
crecer las clases de perfiles que se tenian inicialmente pensadas con y. La si-
guiente proposicion establece esto formalmente. Para formularlo necesita-
mos el concepto de clausura transitiva primero.

Dado un conjunto de transformaciones v, no vacio, la clausura transitiva
de v con la operacién de composicién de funciones se denota por y’ y se
define recursivamente del siguiente modo.

T
vi=0{yh v,y

en el que
vi=y y W =W Ufsod/s ey, ey

Proposicion 1. Sea F: UJ”— R y v un subconjunto no vacio de transforma-
ciones. Si F es y-invariante, entonces F es y’ -invariante.

Prueba. Sean u, v e U” tales que v =g ox para algin ¢ € y”. Entonces exis-
ten un nimero natural zen Ny o', ¢> ...,¢" elementos de v tales que v =
$”0...0¢*0¢'on. Consideremos v, =d'(u), v, =¢*(v,), ..., v, =0 (v, ).
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Como F es y -invariante y cada ¢* pertenece a v se tiene que F(x)=
F(v,),F(v,)=F(v,),....F(v,_,)=F(v,).Latransitividad de la relacién de
igualdad implica que F(#) =F(v)yaque v, =v.Esto concluye la prueba.

Asi pues, cuando imponemos la invarianza de una FLBS por medio de un
conjunto arbitrario y, en realidad la estamos imponiendo en su clausura
transitiva y’. Nuestro objetivo es estudiar las particiones del conjunto de
perfiles U” que se definen mediante transformaciones de invarianza. Para
evitar el problema aludido, consideramos directamente los conjunto y que
si generan relaciones de equivalencia y los caracterizamos a continuacidn.

Debido a la importancia de las mediciones cardinales, iniciamos el anali-
sis caracterizando los conjuntos admisibles de las mismas y el tipo de com-
paraciones que pueden inducir por medio de las diferentes particiones del
conjunto de perfiles. Para ello, partimos del conjunto universal de todas las
posibles transformaciones cardinales admisibles. Este conjunto es bastante

CNC para referirse la condi-

conocido en la bibliografia y es denotado por v
ci6én de invarianza asociada con la medicién cardinal y la no comparabilidad

(CNC) y se define como,
\VCNC = {(¢1(t),, (I)n(t)/Vl eN3 a; € R3 bi > 0: d)i(t) =a; + bl't}

CNC

Cada elemento genérico de y “NC es del tipo,

(@ +bityey a; + bity.cia, + byt a, + b,t)

con cada b; >0y ai un nimero real arbitrario. De esta manera es perfecta-
mente posible identificar cada subconjunto de transformaciones admisibles

v €y “N€ con un subconjunto de R" x R}, por medio de la relacion:

(@ + bty eyay+ byt) = (4, ey a,)5 (B o5 by))

Dado un conjunto de transformaciones admisibles y <y “N¢, denotemos
por R(y)al correspondiente subconjunto de pares de vectores de R" x R},
que lo identifica. Para que la relacién de y-equivalencia sea realmente una
relacién de equivalencia en U” necesitamos que se cumplan tres condiciones
sobre y:

No=I,ey (reflexibilidad de la y-equivalencia);
i) Si¢ € y entonces ¢ ey (simetria de la y-equivalencia);
1) Sid ey, ' € y entonces pod’ ey (transitividad de la y-equivalencia).
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Los requisitos anteriores son, respectivamente, equivalentes a los si-
guientes:

1) (0,1)e R(y);
i1) Si(a,b)e R(y)entonces (—-ab™,b™") e R(y);
1) Si(a,b)e R(y)y(c, d)e R(y)entonces ((a +bc, bd) e R(y).

en que O es el vector de ceros y 1 es el vector de unos. Sib=(b,, ..., b,),b ™" =
b's....,b,").Sib=(b,...,b)y d=(d,, ..., d,) entonces bd=(b,d,, ..., b,d).
Notemos que el inverso de v (o de su equivalente (a, b)) es y ™' que se co-
rresponde con (a, b) ' =(-ab™', b™). De igual modo, la operacién de com-
posicion se convierte en el producto (a, b) (¢, d) =(a +bc, bd).

Definicion 1. Decimos que un subconjunto de transformaciones y < y “N¢,
induce una particiéon de U” si R(y) satisface las condiciones 7)-7z7) enun-
ciadas lineas arriba.

Con objeto de poder admitir que cualquier posible unidad y cualquier po-
sible origen pueda ser transformado o reescalado a cualquier nivel, intro-
ducimos también una condicién de regularidad exigiendo que R(y) sea un
cono convexo con vértice en el origen. Este hecho se refleja mediante la con-
dicién:

Condicion de convexidad y escala independiente (CEI). Para cada conjunto de
transformaciones, y, el correspondiente R(y) satisface: 7) si (a, b) € R(y),
(¢, d) e R(y), entonces (a + ¢,b+d) e R(y); 77) si (a, b) e R(y) y A >0, en-
tonces (ha, Ab) € R(y).

Lo anterior significa simplemente que las escalas se miden de manera conti-
nua, por medio de ndmeros reales, y que no hay ninguna restriccién en la
asignacion de la medida, admitiéndose cualquier niimero entre O e infinito.
Para enunciar el resultado que caracteriza los conjuntos de transformacio-
nes que si generan relaciones de equivalencia en el conjunto de perfiles, ne-
cesitamos introducir sélo una notacién adicional. Dado un conjunto de
transformaciones, y, nos fijamos en el conjunto de individuos cuya medi-
ci6n admite un 0 absoluto; ello significa que con dichas mediciones pode-
mos comparar ahora cocientes. De ese modo las comparaciones de tasas de
crecimiento o de porcentajes son posibles a nivel intraindividual o interin-
dividual segtin el conjunto de que se trate. El conjunto de individuos que
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posee mediciones cardinales con 0 absoluto se denota por N, (y) y se define

como:
No(y)={h € N/a, = 0para todo (a,b) € R(y)}

Dados el conjunto de individuos N =({1, 2, ..., n},un subconjunto M < N,
unvector ve R" y unnimero real ,denotamos por (7|M, v|N\M)al vector
de R" que coincide con v en los indices correspondientes a (N \M)y que tie-
ne al real  en todas las coordenadas de los indices correspondientes a M. En
términos mds coloquiales, (7|M, v|N\M) es igual a v excepto en las coorde-
nadas que corresponden a M, en cuyas entradas aparece 7.

Consideremos y < y “N¢ y su correspondiente R(y) € R" x R, .El con-
junto R(y) especifica implicitamente, mediante sus vectores (a, b), las com-
paraciones interpersonales admitidas al imponer invarianza con . Estas
comparaciones se dan en dos niveles: de diferencias y de cocientes. Esencial-
mente, especifican entre que subconjuntos de individuos es posible compa-
rar diferencias al interior de los mismos, y también especifican a la vez las
comparaciones de diferencias prohibidas entre distintos individuos: las que
se pudieran hacer entre individuos pertenecientes a clases diferentes de la
particién. De modo andlogo, se especifican también las comparaciones com-
pletas y entre porcentajes que se pudieran realizar. Esto requiere sin embar-
go que se haga algtn supuesto respecto al 0 de medicién admitido en cada
grupo de individuos. Mds adelante especificamos esto con precisién. Lo in-
teresante es que un conjunto y que si genere particién en el conjunto de per-
files, induce automdticamente dos “particiones” de N. Una de ellas es
realmente particién que especifica las comparaciones de diferencias que son
admisibles. La otra podria denominarse “cuasiparticién” de N, ya que algu-
no de sus elementos pudiera ser la clase vacia. Esta segunda clase de subcon-
juntos de N especifica las comparaciones entre porcentajes que son inducidas
pory.Es claro que cuando una comparacién de porcentajes sea posible en-
tre dos individuos, ambos deben tener el mismo 0 absoluto y la misma unidad
de medicién. Estas particiones se pueden construir directamente analizando
la estructura del conjunto R(y) y se pueden definir como sigue.

Definicion 2. Consideremos y < y “N¢

y su correspondiente R(y) < R" x
RY,. Decimos que R(y) representa una biparticién de comparabilidad
parcial cardinal si existen dos colecciones de subconjuntos de N denota-
dos por (n,,m,)de modo quen, ={N,(y), A, ..., A,},m, ={N,,...,N,}y

se satisface que,
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i) g es una particion de N y m, pa es también una particién de N excepto
en el caso en que el conjuntoN,, (y) sea vacio;*

11) Para cualquier (a,b)e R(y,), A;en, y N; en,, se tiene que las coor-
denadas de a correspondientes a los indices en A son todas idénticas
entre si, y las coordenadas de b correspondientes a indices en N, son
también iguales entre ellas;

i1) Para cualquier (a,b)e R(y), A;emn, A; # Ny(y), N;en,, x real arbi-
trarioy z positivo se tiene que: ((x|A4;, a|N/Aj),(Z|Ni ,bIN/N,))eR(y);

) m, es mds fina que, en N\Ny(y): paratoda A; en, con A; # No(y),
existe N;en, tal que A; c N,.

Las clases de la particién n, nos sefialan los conjuntos de individuos en los
que es posible realizar comparaciones de diferencias. Podemos comparar
diferencias de utilidad entre los miembros de un N, pero no entre indivi-
duos de diferentes clases. Las clases que aparecen enn, pueden ser de dos
tipos. Por un lado la clase N (), que puede ser vacia, nos sefiala los indivi-
duos que tienen definido un 0 comtin, por lo que podemos realizar compa-
raciones de cocientes o porcentajes entre sus miembros. Por otro lado, las
clases A; definen grupos de individuos entre los que es posible realizar
comparaciones totales al interior de las mismas. Los miembros de una mis-
ma clase no tienen forzosamente un 0 absoluto pero pueden ponerse de
acuerdo en usar un mismo origen y una misma unidad para realizar sus com-
paraciones. Los individuos de otra clase A; pueden hacer también compara-
ciones totales entre ellos pero poniéndose de acuerdo en otro origen y otra
unidad comunes. El requisito ) especifica lo anterior.

Notemos que 7v) exige que la particién de comparaciones de origenes sea
mds fina que la particién de comparacién de diferencias en la parte de medi-
ciones que no tienen O absoluto. Esto nos dice simplemente, que todo grupo
en el que se admitan comparaciones totales debe poseer una unidad comin
de comparacién de diferencias, la cual podria tal vez compartir con un gru-
po mayor. Los elementos del mayor que no pertenecen al grupo comparten
la unidad pero no el origen. A manera de ejemplo consideremos una situa-
cién en la que hacemos comparaciones entre los individuos de paises de la
América Latina. Podriamos comparar ganancias de bienestar en d6lares en-

4 n, satisface que la unién de sus elementos es N, cada par de elementos son disjuntos y se admite
que alguno de sus elementos pueda ser vacio. Este conjunto particular corresponde a los individuos
cuya medicién dispone de un 0 fijo.
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tre individuos de diferentes paises y a la vez admitir que los niveles 0 pueden
variar de pais a pais.

El requisito #7) exige una consistencia de igualdad intragrupo, cuando se
cambian las mediciones en una comparabilidad parcial. Nos dice que en
cada posible transformacion de la escala de medicidn, representada con un
(a, b) e R(y), las coordenadas de los individuos de la misma clase, segin la
particién de 0 o unidades, se transforman siempre de la misma manera entre
los miembros del mismo grupo. El 7zz) es un requisito de independencia de
escala al interior de cada grupo ya sea para fijar origenes o unidades, cual-
quier real es admitido para representar 0 y cualquier positivo se puede usar
para representar unidades.

El siguiente resultado caracteriza a los conjuntos de transformaciones
cardinales que si generan particiones del conjunto de perfiles de utilidad.
Con la condicién de convexidad e independencia de escala, las representa-
ciones de las transformaciones inducen particiones de comparabilidad par-
cial. La prueba original puede consultarse en Plata (1994).

Teorema 3. Sea y < y“N¢ y supongamos que R(y) satisface la condicion

CIE. Entonces, y induce una particién en U” siy sélo si R(y) representa
una biparticién de comparabilidad parcial cardinal.

A continuacién ilustramos el resultado mediante dos parejas de particiones
de comparabilidad en N, en un caso admisibles y en el otro no admisibles.
En el primer caso consideremos la pareja de particiones:

. ={{L,3L 2L {4} m, ={{1h{2,3,4})}  con  Ny(y)={1,3}
En este caso el elemento genérico definido por y es del tipo
(a,b)z((O,b,O,c),(d,e,e,e)) NO(W):{1:3}

La primera clase de 7, que denotamos por N, (y) ={l, 3}, muestra los in-
dices de los individuos cuyas transformaciones admisibles, seginy, siempre
tienen O absoluto, como ordenada al origen, en la transformacién admisible.
Las comparaciones de diferencias pueden hacerse al interior de las clases {1}
y {2, 3, 4} pero no entre individuos de diferentes clases. Notemos que los in-
dividuos 2 y 4 generan una particién més fina que la clase de comparacién de
diferencias a la que pertenecen: el conjunto {2, 3, 4}.

Consideremos ahora el caso en que
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m, ={{,3L{2,4)}  m, ={{1},{2, 3}, {4}} con  Ny(y)={1,3}
En este caso tenemos que el elemento genérico definido pory es del tipo
(@,b)=((0,4,0,), (b, c,c,d))  Ao(y)=11,3}

Si admitimos este conjunto de transformaciones para realizar comparacio-
nes tendrfamos incongruencias en la toma de decisiones debido a que no se
cumple con el requisito o) de la definicién de una biparticién de comparabi-
lidad parcial. El conjunto cuya clase es {2, 4} no constituye una particién mds
fina que la que tiene como clases {2}, {4}. En concreto, tenemos que el produc-
to (composicidén para generar transitividad) de dos elementos genéricos es

(a,b) (a,b) = (0, a+ ac, 0,a+ ad), (%, &, &, d))

Notemos que el elemento anterior no pertenece a la clase de transforma-
ciones  definida inicialmente en este caso, pues «, # 4,. El requisito de
transitividad de la y-equivalencia no se satisface.

[V. ALGUNOS OBS CON COMPARABILIDAD PARCIAL Y CARDINALIDAD

En esta seccion presentamos finalmente algunos resultados de caracteriza-
ci6n de OBS usando comparaciones parciales y supuestos tradicionales. Re-
cordemos que dado un conjunto de transformaciones vy, de modo que la
relacién de y-equivalencia sea una relacién de equivalencia, el conjunto de
perfiles U” y una FLBS denotada por F,la condicién de lay-invarianza de F
induce ya cierta estructura en su correspondiente orden de bienestar social
R*. Cuando un perfil #e U" es transformado en v =¢(#) con ¢ € y, la inva-
rianza nos asegura que para cualquier par de opciones x, y € X, se debe te-
ner que:
xR,y siyslosi xR,y

El teorema 2 asegura entonces que
u(x)R*u(y) siyslosi  v(x)R*v(y)

De este modo, cualquier requisito de invarianza hecho sobre F, puede
imponerse directamente en el orden de bienestar social R*.

Definicion 3. Un orden de bienestar social R* en R” satisface invarianza con
respecto a y si cada vez que #, v, #', v' estin en R”, #' =¢(v),v" =0 (v)
para algtin ¢ € y, entonces #R*v siy sélo si #'R*v'.
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Cuando un OBS R* satisface invarianza con respecto a y, diremos simple-
mente que R satisface y-invarianza. Notemos que esta condicién nos dice
quesip ey y u,ve R” setiene que

uR*v sty s6lo si O(#)R* d(u)

Del mismo modo los axiomas o requisitos de una FLBS F pueden imponerse
también directamente en su correspondiente OBS R*. Un orden de bienestar
social R* se compone, de la manera usual, por su parte estricta P* y por su
parte de indiferencia /¥, de modo que R* =P* U T*.

Definicion 4. Consideremos un OBS R* con sus correspondientes partes P,
I'* de preferencia estricta y de indiferencia respectivamente. Decimos que,
R* satisface Pareto débil si para cada #, v e R™

Si VieN(u; >v;), entonces uP*v.

R* satisface Pareto fuerte si para cada #,ve R™
1) S1Vie N(u; =v;), entonces ul *v, y
1) SiVie N(u; 2 v;)con al menos una desigualdad estricta, entonces
uP*v.
R* satisface anonimidad si para cada #e R”, y para cada permutacion p:
N — N se tiene que

u["'(up(l),..., up(n))

R* satisface continuidad si para cadaz € R”, los conjuntos{v € R"/vR* u}
y{v e R"/uR*v}son cerrados en R”

Esta condicién de continuidad se usa de manera habitual en teorfa del consu-
midor; se impone en las preferencias para garantizar existencia de funcio-
nes de utilidad. En nuestro caso sirve para obtener representaciones numé-
ricas de los OBS en el sentido tradicional de que #R*v <> W(u) > W(u), en
que W es la representaciéon numérica de R*.Hay una condicién mas débil de
continuidad que logra una representacién débil en el sentido de que s6lo ga-
rantiza W(u)> W (u)— uP*v (véase Roberts, 1980b, p. 424).” El debilita-
miento permite a Roberts hacer un interesante anélisis de la importancia de
lainformacién no meramente numérico utilitarista en la decisién colectiva.

5 La condicién es denominada por Roberts shift invariance. Consultese también Bossert y Wey-
mark (2004), p. 1109.
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A continuacién proporcionamos algunos resultados de caracterizacién
de OBS usando comparaciones cardinales parciales. Cada uno de ellos carac-
teriza una familia de 6rdenes de bienestar social. Los casos extremos se han
caracterizado en la bibliografia y nos apoyamos en dichas caracterizaciones
para presentar las generalizaciones usando comparaciones parciales. El ar-
gumento central es muy similar en cada resultado. La imposicién de la inva-
rianza permite generar la forma funcional de la representacién para un caso
extremo de la invarianza admitida, en el que las mediciones entre grupos
coinciden. Una vez que se tiene la representacién numérica, el propio requi-
sito de comparacién parcial hace que sélo un subgrupo tenga el poder y de-
cida como una oligarquia respecto a los demis.

Con el fin especificar la notacidon usada en el siguiente teorema convenga-
mos lo siguiente. Sea S es un subconjunto de N ={1, 2, ..., n}; supongamos
que la cardinalidad de S es denotada por s.Sean #, v dos vectores de R”. De-
notaremos por Hg y Vg a las medias aritméticas de las coordenadas de # y v,
respectivamente, que corresponden a los indices de S. Los vectores () y
(vs)pertenecena R’ y cada una de sus s coordenadas coincide con las citadas
medias aritméticas. Estos vectores pertenecen a la diagonal de R’.

Teorema 4. Sea R* un OBS sobre R”. R* satisface las condiciones de Pareto
débil, continuidad y la y-invarianza con las comparaciones parciales co-
rrespondientes a n, ={J, N ,..., N, }, T, AN,y Ny sty s6lo si existen
Sc N, en que S es alguno de los N, y una funcién g; con dominio R’,
homogénea de grado uno y tal que para cada #,v € R”: uR*v siy s6lo si
g +8s(ig —(1g)) 2 Vs +g5(v5 — (vg).

Demostracion. La condicion de y-invarianza de R* con las comparaciones
n,={J,N,,..., N, },m,(N,..., N, }implicalay-invarianzade R* conm, =
{J, N},m,{N},el caso de la comparabilidad cardinal completa CFC. Por el
teorema 4 de Roberts (1980b), p.430, se garantiza la existencia de una fun-
ci6n homogénea de grado 1, g,con dominio R” de modo que el orden de
bienestar social estd representado numéricamente por W(x) =p + g(u(n)),
con las convenciones de notacién hechas antes del enunciado de este teo-
rema. Veamos ahora que la invarianza de R* conn, y m, obligaa quela
coalicién del poder no sea N sino sélo alguno de los N;. Dados W, una
coalicién N, y un vector #de R”, construimos Wy(#) como W aplicado
al vector que tiene constantes e iguales a 1 en los indices de elementos del
complemento de N, y que tiene a las coordenadas #; en los lugares co-
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rrespondientes a los indices en N;.Dadala homogeneidad de W podemos
pensar realmente a Wy, como una funcién con dominio R*, en el que ses
la cardinalidad de N;.De hecho el argumento funciona si en lugar de 1 en
las coordenadas fuera de N, ponemos cualquier constante. Ello equivale
a construir Wy; a partir de W tornando esta tltima neutral en las coorde-
nadas del complemento de N;. Sabemos que W(#) =p + g(#(p)) y que por
tanto para cualquier #,v € R": uR*v siy sélosip+g(u—(un)) = v+g(v-
(v)). Probemos primero que existe algin N, tal que para cualquier
u,ve R™

uR v siysélosi Wy, (u) = Wy;(v) (1)

Procedemos para ello por reduccién al absurdo. Demos un N, arbitrario
y supongamos que existen #, v € R” que hacen falso lo afirmado en (1). Con-
sideremos una transformacién @ =(¢, ..., ¢,) en ¥ tal que paracadaje N,
¢;(t)=a;+bit,enquea;=0,b,=1paraje N; ya;=1,b;=Gpara je N,
con G suficientemente grande. Ahora bien, si ocurre que #R*v y Wy, (%)<
Wy, (v), entonces la representacion W de R* asegura que W () > W(v). El
requisito de invarianza nos asegura que ¢ (#)R* @ (v) por lo que W(o (%)) >
W(o(©)). Ello implicaria que Wy,(#) > Wy.(v) lo cual serfa una contradiccion.
Si por otra parte llegara a ocurrir que Wy, (#) > Wy, (v) y que no (#R*v), se
tendria que vP"u con lo cual W(#)>W(v).La invarianza nos asegura que
o (v)P*o(u) porlo que W (¢ (v))>W(p(#)).De este modo Wy,(v)> Wy, (%),
lo cual serfa también una contradiccién.

Veamos ahora que N; es tnica. Supongamos que tenemos N; y N; dis-
tintas que satisfacen (1). Consideremos #, v € R” tales que #, >v, para
he N;yu,<v, parahe N;.Tenemos entonces que Wy(#)>Wy,(v)y que
Wy;(#)< Wy;(v). Usando transformaciones similares a las anteriores pode-
mos observar que tendriamos que #P*v y vP*u. Como esto es imposible
concluimos que N, es tnica.

El supuesto de comparacién parcial del teorema 4 se representa mediante la
pareja de particiones t, ={&, Ny, ..., N, },m (N, ..., N, }.El elemento gené-
rico de las transformaciones admisibles estdi dado por el vector(a,b)=
(AntsAnzs o> Ang)s (Bnis Onas ey by ). Ello significa que se pueden hacer
todo tipo de comparaciones cardinales al interior de cada uno de los N; pero
no entre individuos pertenecientes a grupos distintos. No hay un 0 comtin
para ninguno de los grupos. La forma funcional obtenida permite generar
medidas de desigualdad tipo indice de Gini (véase Bossert y Weymark, 2004).
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Consideramos ahora el caso en que el supuesto de comparacién parcial
esta reflejado porn, ={N}, t, ={N,,..., N, }. En este caso el elemento gené-
rico de las transformaciones admisibles esta dado por el vector (a, b) = ((0,
0,...,0), (byys byys --e5 by, ))-Ello significa que se pueden hacer comparacio-
nes de tasas porcentuales al interior de cada uno de los N; pero no entre
individuos pertenecientes a grupos distintos. Hay también un O comin para
todos los individuos. Un caso particular admitido por este tipo de compara-
ciones ocurre cuando los elementos deb son todos iguales, lo cual se conoce
en la bibliografia como comparaciones totales de cocientes (RTS).

Teorema 5. Sea R* un OBS sobre R”. R* satisface las condiciones de Pareto
débil, continuidad y la y-invarianza con las comparaciones parciales co-
rrespondientes an, ={N}, t, ={N,, ..., N, }siy s6lo si existen Sc N, en
que S es alguno de los N, y una funcién homotética W con dominio R’,
creciente en todos sus argumentos y tal que para cada #,v € R": uR*v si
y s6lo st W(ug) > W(vy).

Demostracion. La y-invarianza de R* con las comparaciones , = {N},
n, ={N,, ..., N }implica la y-invarianza de R* con n, ={N}, n, =(N}, el
caso de la comparabilidad RTS. Por el teorema 5 de Roberts (1980b), p.
431, se garantiza la existencia de una funcién homotética W con dominio
R” y las propiedad requerida. Ahora se aplicaa W el mismo tipo de argu-
mento que en el teorema anterior y se obtiene el W, de este resultado.

A continuacién presentamos otros dos resultados que permiten obtener
reglas de tipo utilitarista usando comparaciones parciales de unidades de
medicién.

Teorema 6. Sea R* un OBS en R”. R* satisface las condiciones de Pareto dé-
bil, continuidad y lay-invarianza con las comparaciones parciales corres-
pondientesan,, ={Q,{1},...,{n}},m, =(N,,..., N, }siy slosiexisten S N,
siendo § alguno de los N; y nimeros reales no negativos 4, ..., a,, tales
que para cadaw,v e R uR*vsiysblosiZ,_ca.u,2X._ca,v,.

Demostracion. Lay-invarianza de R* con las comparaciones nt, ={J,{1}, ...,
{n}}, m, ={N{,..., N Jimplicalay-invarianza de R* con n, ={&,{1}, ...,{n}},
n, ={N}, el caso de la comparabilidad CUC. Por el teorema 2 de Roberts
(1980b), p. 429, se garantiza la existencia de reales no negativos a,, ..., a,,
con la propiedad requerida. Se aplica el mismo tipo de argumento que en
los teorema anteriores y se obtiene el resultado.
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Obtenemos finalmente una versién del resultado anterior incorporando
una version adaptada al caso de la condicién usual de anonimidad.

Definicion 5. Sea P:N — N una permutaciéon de N y n={N, ..., N} una
particién de N.Decimos que P respeta la particién nsi P[N;]< N,.

Consideremos R* un OBS sobre R”, P una permutacién de N que respeta
la particién . Decimos que R* satisface n-anonimidad si para cada #e R™:

u[*(up(l), s %P(n)).

Teorema 7. Sea R* un OBS en R”. R satisface las condiciones de Pareto dé-
bil, continuidad y la y-invarianza con las comparaciones parciales co-
rrespondientes a n, ={J,{1},...,{n}}, 7, ={N|,..., N} y la condicién de
n, -anonimidad si y sélo si existe S < N, siendo § alguno de los N; y tal

que paracadaw,ve R": uR*vsiysélosiZ; ;u, 2%, _(v,.
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