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EL TRIMESTRE ECONOI\/IICO, vol. LXXV, num. especial, enero de 2008, pp. 125-133

BIENESTAR SOCIAL, OPTIMOS DE PARETO
Y EQUILIBRIOS WALRASIANOS*

Elvio Accnelli, Juan Gabriel Brida,
Leobardo Plata y Martin Puchet™*

RESUMEN

En este articulo analizamos la relacién entre ptimos de Pareto y bienestar social.
Cada distribucién 6ptima de Pareto estd asociada al conjunto de pesos sociales de
una funcién de utilidad social. Toda ponderacién posible de los agentes de la eco-
nomia estd asociada con un conjunto no vacio de asignaciones factibles dptimas de
Pareto. Modificar el bienestar social asociado a los dptimos de Pareto alcanzables
por una economia implica modificar la estructura de pesos sociales. No obstante,
dada una distribucién de dotaciones iniciales, no toda distribucién de pesos socia-
les tiene asociada una asignacién de recursos factible que sea, a su vez, un equilibrio
walrasiano. Esta posibilidad depende de la distribucidn de las dotaciones iniciales.
No cualquier distribucién forzosamente da como resultado un equilibrio corres-
pondiente al nivel més alto posible de bienestar agregado. ¢ Es posible alcanzar este
bienestar de manera descentralizada y sin participacién de un planeador central?
La respuesta es que generalmente necesitaremos de una reasignacién de las dota-
ciones sociales.
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ABSTRACT

In this work we analyze the relation between social welfare, and Pareto optimal
allocations. As it is well know, each Pareto optimal allocation has associate a specific
vector of social weights (one to each agent of the economy). This vector has asso-
ciate a specific social utility function (the Negishi function) and then, each Pareto
optimal allocation has associate a level of welfare. The concern of this work is to
analyze the possibility that the economy reach, in a decentralized way, the maxi-
mum possible level of social welfare, considering as given the aggregate amount of

its initial resources.

INTRODUCCION

En este trabajo analizamos la relacion entre bienestar social y asignacio-
nes de recursos Optimas de Pareto. Esta relacidn se establece mediante la
introduccién de una funcién de utilidad social del tipo considerado en Ne-
gishi (1960). Cuando las utilidades de los agentes y los recursos totales ini-
ciales estan dados, los 6ptimos de Pareto alcanzables en una economia estin
en correspondencia con un conjunto de ponderadores de las utilidades indi-
viduales. Estos ponderadores son los que hacen posible agregar dichas utili-
dades de manera que resulte una funcién especifica de utilidad social. Al
menos una asignacién ptima de Pareto maximiza la funcién de utilidad so-
cial que resulta de ciertos ponderadores y reciprocamente. Asf se caracterizan
los 6ptimos de Pareto por medio de los ponderadores y, en consecuencia, se
le asocia a cada Sptimo de Pareto un nivel de bienestar social. Una primera
pregunta a la que respondemos es cudles son las caracteristicas de las asigna-
ciones Optimas de Pareto que maximizan el bienestar social. Una segunda
pregunta es si es posible que una economia descentralizada alcance este bie-
nestar. Efectivamente esta posibilidad existe siempre que en dicha economia
esta asignacion sea, ademds de Sptima de Pareto, la que corresponde a las
cantidades de un equilibrio walrasiano. Pero los equilibrios walrasianos po-
sibles dependen de la distribucién de las dotaciones iniciales y no sélo de la
cantidad total de recursos existentes. La asignacién de equilibrio walrasiano
en la medida que es 6ptimo de Pareto tiene asociado un determinado con-
junto de pesos sociales al que llamamos equilibrio social. Obtener este equi-
librio significa que se alcanza un bienestar social por medio de la economia
descentralizada.
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Existe una correspondencia directa entre pesos de equilibrio social y asig-
naciones 6ptimas de Pareto de equilibrio walrasiano. Esta relacion tiene en
su base la distribucion de las dotaciones iniciales de la economia. Cualquier
intento que se haga para modificar el bienestar social alcanzable mediante
una economia descentralizada supone un cambio en estos pesos sociales de
equilibrio. Ello s6lo puede lograrse mediante una reasignacién de los recur-
sos iniciales. Por razones de sencillez expositiva nos restringiremos al caso
de economias con un nimero finito de bienes. Debe observarse que es posi-
ble generalizar estas conclusiones a casos de dimensién infinita. También
conviene sefialar que como los dptimos de Pareto alcanzables estin asocia-
dos a ciertos pesos sociales, no importa que el cono positivo del espacio en
el que se modela la economia tenga interior vacio. Este hecho muestra que,
de alguna manera, esta caracterizacién puede considerarse como una exten-
s16n del segundo teorema del bienestar al caso de dimensién infinita.

[. OPTIMALIDAD DE PARETO Y BIENESTAR SOCIAL

Consideramos una economia con nagentes y / bienes. El espacio de consumo
de cada agente es el como positivo de R! que se denomina R’ . Los agentes
representados por I ={l, ..., n} tienen utilidades #, cuasicéncavas y dotacio-
nes iniciales w; € R’ tales que 27_,w, = Qy Qe R estd dado. Decimos que
una asignaciones x =(Xx,,..., x,,) € R” es factible siy sélosi Z7_, x;, =X"_, w;.
Representamos por & al conjunto de asignaciones factibles. Suponemos
ademds que el bienestar social de la economia estd representado por la funcién:

Wi ()= DA (x;) 1)

i=1
en la que x € R™ es una asignacién de recursos factible y & =(A,, ..., 4,,) con

L, 20 parai=1,..., nes el vector de pesos sociales que pertenece al simplex
de R". Este es:

n
A= keR”:inzl con 0<A; <1,Viell,..,n) 2)
1=1

Como es bien conocido si paraalgin A € A, x* =(x7, ..., x*) con x¥ € R!
resuelve el problema de maximizacién (Accinelli, 1996) que se expresa
como
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maxW, (x) con AeA 3)
xeF

entonces x* es un éptimo de Pareto. Reciprocamente si x* es un éptimo de
Pareto entonces existe X" € A tal que x* resuelve el problema (1) que consis-
te en maximizar W,.(x) con x € . Denotamos por x(A) a la asignacién de
recursos que resuelve el problema (1). De esta manera asociamos a cada
asignacién de recursos Optima de Pareto x*, el bienestar correspondiente al
valor W,.(x*).

Obsérvese que el bienestar social alcanzable en una economia no depen-
de de la distribucidn inicial de los recursos sino sélo de la cantidad total de
dotaciones inicialmente existentes.

Caracteristicas de la asignacion maximizadora de bienestar

Es claro que si se tiene interés en maximizar el bienestar social lo primero
que se deberd considerar son asignaciones de recursos que sean dptimas de
Pareto. De otra manera seria posible mejorar el bienestar de por lo menos
un agente de la economia y consecuentemente de la sociedad. Supongamos
entonces que deseamos encontrar la asignacién de recursos 6ptima de Pare-
to que maximiza el bienestar social. Se trata entonces de encontrar X' y su
correspondiente asignacién x* =x(X") tal que W.(x(A*) = W,x(L), VA € A.
Este problema tiene como dual el siguiente:

IxnefrAl WL, x* (L)) 4)

Véase el apéndice 1. El problema se resuelve por medio del siguiente teorema:

Teorema 1. Existe una solucién X* para el problema (4); esta solucién tie-
ne asociada la asignacién x* que resuelve el problema de maximizar el
bienestar social, es decir W,.(x(A*)) > W,(x())), VA € A. Entonces la asig-
nacién de recursos x(X') verifica las igualdades #,(x,(X"))=...=u,(x,

(X))

La demostracién puede verse en el apéndice 2. Ahora bien, ¢es posible
que una economia descentralizada alcance este bienestar? La respuesta estd
en las caracteristicas de los pesos sociales de equilibrio. La siguiente seccién
estd dedicada a esta pregunta.
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I1. EQUILIBRIOS WALRASIANOS Y BIENESTAR SOCIAL

Representamos una economia por el conjunto & = {Ri, w,, u;, [}, en el que
R!, w, y #; son, como en la seccidn anterior, el espacio de consumo, las do-
taciones iniciales y las utilidades de cada uno de los agentes, e I es un con-
junto finito de indices que representa a los agentes de la economia. El
primer teorema del bienestar (véase Mas-Colell, Whinston y Green, 1995)
afirma que todo equilibrio walrasiano es un éptimo de Pareto. De esta ma-
nera una asignacion de equilibrio x* comparte con los 6ptimos de Pareto la
propiedad de tener un & € A, para el cual x* maximiza W,(x). No obstante,
una caracterizaciéon completa del equilibrio walrasiano requiere una propie-
dad adicional. Para establecerla introducimos la funcién de exceso de utili-
dad (véase Accinelli, 1996):

e;(x*(\), w) = grad[u; (xF (W) (xF (M) —w;), i=1,2,...,7n (5)

en que x (1) es la asignacién factible que maximiza la funcién W,(x). Como
facilmente puede observarse, x*(A) es una asignacién de equilibrio si y s6lo
si verifica la condicién

e (e* (1), w) = (e (xf (), @), ., €, (x5 (), w)) = 0 (6)

Noétese que las soluciones de (6) dependen de la distribucién de las dota-
ciones iniciales y, en principio, no es cierto que para toda A € A exista una
asignacion factible x(A) que sea maximizadora de W,(x) y que ademds satis-
faga el sistema de ecuaciones (6). Esto muestra que, en principio, queda des-
cartada la posibilidad de que el L € A, que permite obtener los 6ptimos de
Pareto cuyo bienestar asociado es el mayor posible, sea alcanzable de mane-
ra descentralizada. La diferencia estd en que el equilibrio social depende no
s6lo de la cantidad agregada de recursos iniciales sino también de su distri-
bucién entre los agentes. Por tanto la tarea de quien intente maximizar el
bienestar social serd distribuir las dotaciones iniciales de modo que los pe-
sos sociales asociados al 6ptimo de Pareto que corresponden al mdximo bie-
nestar social sean aquellos pesos sociales cuya distribucidn sea, a su vez, la
de equilibrio. La posibilidad de alcanzar de manera descentralizada el méxi-
mo bienestar social compatible con los recursos existentes es, en definitiva
equivalente a la posibilidad de que para todo 6ptimo de Pareto exista una
distribucién de las dotaciones iniciales que haga que los pesos correspon-
dientes se revelen como un equilibrio social.
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CONCLUSIONES

La pregunta del comienzo del articulo supone dos respuestas distintas. Una
reasignacion de las dotaciones iniciales no mejora el bienestar social medido
a partir de asiganciones Sptima de Pareto, pues en este caso s6lo depende de
la cantidad total de recursos. Ahora bien, si se quiere alcanzar un bienestar
social mdximo, es decir el mejor posible, mediante una economia descentra-
lizada, alguien deberd hacer una reasignaciéon de las dotaciones iniciales con
la finalidad de alcanzarlo; se trata ahora de equilibrios walrasianos. La posi-
bilidad de alcanzar uno u otro depende ya no sé6lo de la cantidad total agre-
gada de recursos existente en la economia sino también de su distribucién.
Quien redistribuye puede ser un planeador central impositivo o bien un go-
bierno que haya logrado, por medio de un mecanismo de votacién o uno de
consenso, la aceptacidn social de la reasignacion asociada al mdximo bienes-
tar posible. Pero cuil es el mecanismo o la institucidn pertinente para hacer
la redistribucién de los recursos existentes que logre el bienestar social ma-
X1Mo €s Otro asunto.

APENDICE 1
El conjunto de las utilidades posibles lo definimos como:
U= {(,...,n,) €eR™ existe x factible: u; < u;(x;) para i =1,..., n}

en el que cada elemento es un perfil de utilidades # = (u,, ..., #,). Se puede demos-
trar que este conjunto, en las condiciones expuestas, es convexo y que UP es la
frontera del mismo en la que se ubican las utilidades obtenidas a partir de asigna-
ciones 6ptimas de Pareto.

ParaA=(A,..., A,)fijo, consideremos el siguiente problema de maximizacién:

uel ;7

enque f (#)=X7_,\;u; es lafuncién objetivo que depende de los perfiles de utilida-

des. Este problema es equivalente al siguiente: max, .2 7_ A, #; (x;),en que F es el
conjunto de asignaciones factibles (véase Mas-Colell, Whinston y Green, 1995).
Adviértase que se intenta maximizar una funcién céncava con restricciones conve-
xas. Resolvemos este problema mediante una aplicacién del teorema de Fenchel

(véase Luenberger, 1969). Consideramos un funcional dual para el problema (7)
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igual a: £ (y) =infueR1 [uy —=X7_,\;n;],en quey es la variable dual y coordenada a
coordenada se tiene: f;(y;) =1'nf%l,ZO [#;v; — \;un;]. Este problema tiene como tdnica
solucién #; =0. También definimos el funcional g(x) =0 para cualquier # Ry
consecuentemente
g () = sup uy =sup D u;y;
nelU uelU ;=1

El espacio dual de U queda definido por U™ ={y: sup #y <o, Vu € U}. Por dualidad
entonces se tiene que:

mix  f()-gl= min {g"0)=-f 0]
ceUNRY U (R

u €

En nuestro caso Cl teorema se traduce en que

méx{ikiui}= I}’Lnfﬂ{iki”i}

nel | /24

Finalmente cuando resolvemos min, _, X7_ A;#; (x; (L)) estamos resolviendo el ma-
ximo para #en la frontera de Pareto de X7_ A, %, (1), entendiendo que #()\)es el vec-
tor de utilidades en la frontera de Pareto correspondiente a la ponderacién social
definida por A.

APENDICE 2

Ofrecemos la demostracidn del teorema 1. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 1. W(A, x* (L)) es una funcién convexa en A

Demostracion del lema. Supongamos que las asignaciones factibles, X y x estdn so-
portadas por Ly Xrespectiv;imente. Sea x¢ una asignacién ptima de Pareto so-
portada por A°= oA+ (1-a) A con 0 < a < 1. Entonces

WS, x* () < o0 D ity (xF(R)) + (1= o) 2 Ai g (A)) = aW (R x*(R) + (L— o)W (Ax*(M)).[ ]
i=1 i=1

Demostracion del teorema: A partir de las condiciones de primer orden para el pro-
blema (1) se infiere que:

A; gradu;(x;)=v; 1=1,...,n (8)

en que Y(A) = (v, (A),...,7; (V) es el conjunto de los multiplicadores de Langrange y
gradf(x)es el gradiente de la funcidn f. Como se sabe que Z7_, x;(L) = Q se sigue que:
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i 6xl(7») = O,V}J e{l,..-,n} (9)

en que
Ox;  Oxj 0Ox;;
o, oy, T o,

Sustituyendo A, =1-27'A; en x*(A) y derivando respecto a A, parak=1,...,
(n—1)nosotros obtenemos.

- Zﬂ p 21 () § 25400 dhy |,

poi Ok dy
(10)
a”z(x ™) < Ox;y (M) diy, % 2y 1y D B
A; g~ o, diy +up (M) + ”n(xn(}“))d " =0,k=12,..,n-1
en que
1 sih=k
dhr
# -1 sih=n (11)
k|0 enotro caso
Para k=1,..., n Substituyendo (8) en (10) obtenemos:
W(x (1) = Z Zv (A) i O Oy |,
(L) = G
i=1j= 1] h-1 M) Ok
(12)

+ up(xp(A)) — n,(x,(A) =0, Vk £ n

Usando ahora las igualdades (11) se infiere que:

n ox; (V) ox; O
izljzly].(x)[ ’;ii ) ’;;L( )J+uk(xk(K))—un(xn(k))zo, E=tl (1) (13)

Finalmente, a partir de (9) obtenemos:

d

o W, x(M)) = u(x, (M) —2,,(x,,(A) =0, k=1,...,(n—1) (14)
k

Entonces el bienestar social es maximizado por X que verifica:

w (7 (K)) = o = 1, (x5 (X)) [ ] (15)
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