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UNA SOLUCIÓN DINÁMICA PARA JUEGOS
CON UTILIDADES TRANSFERIBLES*

Juan Car los Ces co y Ana Lu cía Calí**

RESUMEN

En es te tra ba jo de fi ni mos un ti po de so lu ción di ná mi ca pa ra jue gos con uti li da des

trans fe ri bles. La so lu ción di ná mi ca fue in tro du ci da por She noy (1980) en el mar co

de jue gos abs trac tos co mo un me dio pa ra des cri bir al gu nos pro ce sos de ne go cia -

ción. En el con tex to de los jue gos con uti li da des trans fe ri bles es tu dia mos su com -

por ta mien to tan to en la cla se de los jue gos equi li bra dos (con Co re no va cío) co mo

en el de los jue gos no equi li bra dos. En es ta úl ti ma sub cla se mos tra mos que la so lu -

ción di ná mi ca de be con te ner los ele men tos de cier tos ci clos de preim pu ta cio nes

de no mi na dos ci clos ma xi ma les. Estos ci clos apa re cen en re la ción con un es que ma

di ná mi co ela bo ra do ori gi nal men te pa ra apro xi mar pun tos en el Co re de un jue go.

En la sub cla se de los jue gos equi li bra dos, la so lu ción di ná mi ca coin ci de con el Co re,

lo que es ta ble ce un en fo que uni fi ca do de so lu ción.

El pro ble ma de exis ten cia de ci clos ma xi ma les no es tá com ple ta men te re suel to,

pe ro en al gu nas sub cla ses de jue gos po de mos ex hi bir teo re mas de exis ten cia y una

des crip ción com ple ta de la so lu ción di ná mi ca.

ABSTRACT

In this pa per we de fi ne a par ti cu lar dyna mic so lu tion (She noy, 1980) for abs tract

ga mes re la ted to ga mes with trans fe ra ble uti li ties (TU-ga mes). We show that this
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so lu tion must con tain so me cycles of pre-im pu ta tions, ma xi mal U-cycles (pro-

vi ded this cycles exist). The exis ten ce of such cycles is strongly con nec ted to the

non-ba lan ced ness of the TU-ga me un der study. Be si des, the dyna mic so lu tion

coin ci des with the co re of the ga me in the ca se of ba lan ced TU-ga mes. Thus, it pro -

vi des an unif ying so lu tion con cept for ga mes with trans fe ra ble uti li ties.

INTRODUCCIÓN

En Ces co (2003) se ca rac te ri za a los jue gos n-per so na les no equi li bra dos

co mo aque llos en los que exis te al me nos un ci clo de preim pu ta cio nes con

cier tas pro pie da des es pe cí fi cas de no mi na do ci clo fun da men tal (sec ción I).

La cla se de ci clos fun da men ta les in clu ye la de los U-ci clos y la de los U-ci clos

ma xi ma les.

Re cien te men te se ha mos tra do que los U-ci clos son su fi cien tes para ca rac -

te ri zar los jue gos con Core va cío (Ces co, 2005). Uti li zan do U-ci clos ma xi -

ma les se han ob te ni do re sul ta dos po si ti vos de ca rac te ri za ción de los jue gos

no equi li bra dos sólo en al gu nos ca sos par ti cu la res (Ces co y Calí, 2004). No

obs tan te ello, los ci clos ma xi ma les tie nen el atrac ti vo de apa re cer como ci clos

lí mi te de un al go rit mo o es que ma de trans fe ren cia ela bo ra do en prin ci pio

para apro xi mar pun tos en el Core de un jue go (Ces co, 1998) y des de esta pers -

pec ti va, pue den ser apro xi ma dos nu mé ri ca men te. Apar te del pro ble ma ge -

ne ral de exis ten cia, pa re ce in te re san te dis cer nir en qué me di da los ci clos

ma xi ma les ofre cen in for ma ción de este pro ce so di ná mi co que pue de ser

em plea do para apro xi mar los. En este ar tícu lo es ta ble ce mos una re la ción

con el con cep to de so lu ción di ná mi ca para jue gos abs trac tos in tro du ci da en

She noy (1980). Un jue go abs trac to es un par ( , ),X dom  en el que X des cri be

el con jun to de re sul ta dos del jue go y dom es una re la ción de fi ni da en los ele -

men tos de X (más pre ci sa men te, dom X XÍ ´ ). La so lu ción di ná mi ca fue

in tro du ci da para re fle jar cier tas ca rac te rís ti cas de al gu nos pro ce sos di ná mi -

cos de ne go cia ción y fue em plea da para mo de lar al gu nos pro ce sos de for ma -

ción de coa li cio nes (She noy, 1979). Por otra par te, cuan do el jue go abs trac to

en con si de ra ción tie ne un con jun to fi ni to de re sul ta dos po si bles, la so lu ción 

di ná mi ca coin ci de con el con cep to de con jun to R-ad mi si ble de Ka lai, Paz ner

y Schmeid ler (1976).

La me to do lo gía que no so tros em plea mos en este tra ba jo es la si guien te:

con cada jue go, que siem pre será con uti li da des trans fe ri bles, aso cia mos un

jue go abs trac to de fi nien do una re la ción dom apro pia da en el con jun to de
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preim pu ta cio nes (im pu ta cio nes). Mos tra mos en ton ces las preim pu ta cio nes

aso cia das a una cla se par ti cu lar de U-ci clos ma xi ma les in clui das en la so lu -

ción di ná mi ca de este jue go abs trac to. De esta ma ne ra, la exis ten cia de una

so lu ción di ná mi ca no va cía pue de in fe rir se de la exis ten cia de cier tos ci clos

ma xi ma les. Es in te re san te des ta car que este pro ble ma de exis ten cia está re -

suel to de ma ne ra ge ne ral sólo en el caso que X sea fi ni to.

La exis ten cia de ci clos ma xi ma les sólo pue de pro bar se en el mar co de los

jue gos no equi li bra dos. No obs tan te ello, la so lu ción di ná mi ca que no so tros 

pro po ne mos tie ne sen ti do para cual quier jue go. En el caso de que el jue go

sea equi li bra do, la so lu ción di ná mi ca coin ci de con el Core. Así, la so lu ción

di ná mi ca apa re ce como un con cep to de so lu ción uni fi ca dor que en el caso

de los jue gos equi li bra dos se com por ta como el con cep to de so lu ción más

acep ta do como es el Core. El Core tie ne una geo me tría en prin ci pio sim ple,

po lie dral. Mu cho me nos pue de de cir se de la so lu ción di ná mi ca en el caso de

los jue gos no equi li bra dos, aun que mos tra mos en esta nota que, en al gu nos

ca sos, pue de des cri bír se la com ple ta men te en tér mi nos de ci clos ma xi ma les.

Los pun tos en el Core de un jue go son acep ta dos, en ge ne ral y sin ma yo -

res ob je cio nes, como re sul ta dos ra zo na bles de cual quier pro ce so de ne go -

cia ción de bi do, fun da men tal men te, a sus pro pie da des de es ta bi li dad que los

ha cen re sis ten tes a ob je cio nes por par te de coa li cio nes. Por el con tra rio, en

los jue gos no equi li bra dos no hay, has ta la fe cha, un con cep to que re ci ba

igual con si de ra ción por par te de los es pe cia lis tas. En es tos ca sos exis te el

con ven ci mien to de que cual quier pro ce so de ne go cia ción ge ne ra rá una se rie 

de ob je cio nes y con traob je cio nes sin con ver ger a un pun to de ter mi na do.

Re co no ci do este he cho, es ne ce sa rio ape lar a se gun dos ar gu men tos para se -

lec cio nar pun tos acep ta bles como re sul ta dos de ne go cia cio nes; así sur gen,

en tre otras, las no cio nes de nu cleo lo en el que se bus ca que la ma yor ob je -

ción sea lo más pe que ña po si ble o los con jun tos de re ga teo con los que sus

pun tos son ta les que a cada ob je ción que se le pre sen te es tán en con di cio nes

de con tra po ner le una con traob je ción o las teo rías de va lor (Sha pley, Banz haf, 

etc.) que asig nan un peso a cada ju ga dor se gún di fe ren tes cri te rios y pro po -

nen dis tri bu cio nes de uti li dad acor de con esos pe sos. Para una re co pi la ción

de los con cep tos de so lu ción clá si cos que se men cio nan en este ar tícu lo re -

co men da mos al lec tor la ex ce len te obra de Owen (1995).

La so lu ción que no so tros pro po ne mos en este tra ba jo re pre sen ta un con -

jun to de es ta dios in ter me dios al can za bles en un pro ce so de fi ni do de ne go cia -

ción y que es tán ca rac te ri za dos por una si tua ción de equi li brio o sta tus quo
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re fle ja da en la pro pie dad cí cli ca de las com po nen tes ele men ta les de la so lu -

ción di ná mi ca (ci clos ma xi ma les). Pre ten de mos que esta si tua ción de equi li -

brio en tre las coa li cio nes aso cia das a un ci clo per mi ta mo ti var un con cep to

de so lu ción que con si de re como re sul ta dos po si bles, no sólo dis tri bu cio nes

de uti li dad sino tam bién fa mi lias de coa li cio nes aso cia das que pu die sen for -

mar se como re sul ta do del pro ce so de ne go cia ción. Has ta el mo men to he -

mos de fi ni do una no ción de core, el M-core cu yos ele men tos son pa res 

( , )x ß  en que  y xÎ§ n y ß es una fa mi lia equi li bra da mi ni mal, que coin ci de

con el Core clá si co si un jue go es equi li bra do y en tan to se iden ti fi quen los

ele men tos ( , )x N  del M-core con los vec to res x del Core clá si co, pero que

ade más es no va cío para los jue gos no equi li bra dos y sa tis fa ce un sis te ma de

axio mas muy si mi lar al que ca rac te ri za al Core clá si co (Ces co, 2006). La ma -

ne ra de co nec tar la so lu ción di ná mi ca con pun tos en el M-core está sien do

obje to de es tu dio en un mar co que plan tea la po si bi li dad de ge ne rar una

su ce sión de jue gos en ca de na dos, cada uno de pen dien do del re sul ta do del

an te rior.

La or ga ni za ción del tra ba jo es la si guien te. En la sec ción I es ta ble ce mos la 

no ta ción que em plea re mos en lo su ce si vo y al gu nos con cep tos bá si co de la

teo ría de jue gos ne ce sa rios para el de sa rro llo del tra ba jo. En la sec ción II de -

fi ni mos los ci clos de preim pu ta cio nes y de ja mos es ta ble ci do que la exis ten -

cia de un U-ci clo ma xi mal im pli ca la ex si ten cia de Core va cío para un jue go

(teo re ma 1). Intro du ci mos la so lu ción di ná mi ca en la sec ción III con base en

el en fo que de She noy (1980) y pro ba mos va rios re sul ta dos que la re la cio nan 

con los ci clos ma xi ma les. En la sec ción IV tra ta mos el caso de jue gos de tres

per so nas y ca rac te ri za mos la so lu ción di ná mi ca como el con jun to de las im -

pu ta cio nes en los dos úni cos ci clos ma xi ma les que tie ne el jue go. Exten de -

mos es tas ob se va cio nes a una sub cla se de jue gos con n ju ga do res en una

sec ción fi nal.

I. NOTACIÓN

Un jue go con uti li da des trans fe ri bles, o sim ple men te un jue go, es un par ( ,N

v) en el que N n={ , , ... , }1 2  re pre sen ta el con jun to de ju ga do res y v su fun -

ción ca rac te rís ti ca. Su po ne mos que v es una fun ción real de fi ni da en la fa mi -

lia de sub con jun tos de N N, ( )P  que sa tis fa ce v N( ) =1 y v i({ }) = 0 para cada 

i NÎ . Lla ma mos coa li cio nes a los ele men tos de P ( ).N   Un jue go ( , )N v  es

mo nó to no si v S v T( ) ( )³  toda vez que S TÊ .

148 EL TRIMESTRE ECONÓMICO



De fi ni mos los con jun tos de preim pu ta cio nes e im pu ta cio nes como E =

{ ( , ... , )x x xn= Î1 § n
i iN x: }S Î =1  y A x E xi= Î ³{ : 0 para toda i NÎ }, res pec ti -

va men te.

Para cada coa li ción S y preim pu ta ción x, el ex ce so de la coa li ción con res -

pec to a la preim pu ta ción es e S x v S x S( , ) ( ) ( ),= -  en que x S xi iS( ) = ÎS si 

S ¹ F y x S( ) = 0 si S = F. El ex ce so e S x( , ) re pre sen ta la ga nan cia agre ga da

adi cio nal para la coa li ción (o pér di da si es ne ga ti vo), en tér mi nos de uti li dad, 

si sus miem bros de ci den aban do nar un con ve nio que asig na x xn1, ... ,  uni da -

des de uti li dad a cada uno de los ju ga do res en N para for mar su pro pia coa li -

ción que les ga ran ti za ob te ner una uti li dad agre ga da v S( ). El Core de un

jue go ( , )N v  es C x E e S x= Î £{ : ( , ) 0 para toda S P NÎ ( )}.

El Co re es el con cep to de so lu ción más acep ta do pa ra los jue gos con uti li -

da des trans fe ri bles pe ro pue de ser va cío. El teo re ma de Sha pley-Bon da re va

(Bon da re va, 1963; Sha pley, 1967) ca rac te ri za los jue gos con Co re no va cío.

La no ción de fa mi lia equi li bra da de coa li cio nes de sem pe ña un pa pel cen tral

pa ra es ta ble cer lo. Una fa mi lia de coa li cio nes no va cías ß Í P ( )N   es equi li -

bra da si exis te un con jun to de nú me ros po si ti vos ( )l S S Î ß  que sa tis fa cen

lS
S
i

=
Î
'

å 1,
ß
ß

para todo i NÎ . Los nú me ros  ( )l S S Î ß  se de no mi nan pe sos de equi li bra-

da para ß ß.  es equi li brada mi ni mal si no con tie ne una sub fa mi lia pro pia que

sea equi li bri da; en este caso, el con jun to de pe sos de equi li brio es úni co. Un

jue go ( , )N v  es equi li bra do si

lS
S

v S v N× £
Î
å ( ) ( )

ß

(1)

para toda fa mi lia equi li bra da ß con pe sos de equi li brio  ( )l S S Î ß . El teo re ma

de Sha pley-Bon da re va es ta be ce en ton ces que un jue go ( , )N v  tie ne Core no

va cío si y sólo si es equi li bra do. Una fa mi lia en con di cio nes de ob je tar es

una fa mi lia que no sa tis fa ce (1).

Pa ra el res to del ar tícu lo, la no ción de U-trans fe ren cia o sim ple men te

trans fe ren cia es cen tral. Da da x EÎ  y una coa li ción pro pia S, de ci mos que y

se ob tie ne de x por una trans fe ren cia des de N S\  ha cia S (su cin ta men te, y es

una trans fe ren cia des de x vía S) si

y x e S x S= + ×( , ) b (2)

Aquí
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b
c c

S
S

S

S

N S
= -

| |

\

| \ |

si S es una coa li ción pro pia y el vec tor nulo de § n en caso con tra rio; | |S  in di -

ca el nú me ro de ju ga do res en S. El vec tor bS  des cri be una trans fe ren cia de

una uni dad de uti li dad des de los miem bros de N S\  ha cia los de S de ma ne ra

uni for me, en el sen ti do que tan to la dis mi nu ción de uti li dad en N S\  como el 

au men to en S se re par te igua li ta ria men te en tre sus res pec ti vos par ti ci pan tes. 

La trans fe ren cia es ma xi mal si e S x e T x( , ) ( , )³  para toda T NÎP ( ).

II. CICLOS DE PREIMPUTACIONES

En esta sec ción in tro du ci mos dos cla ses de ci clos de preim pu ta cio nes y

enun cia mos, sin su de mos tra ción, al gu nos re sul ta dos pro ba dos en tra bajos

an te rio res, prin ci pal men te en Ces co y Agui rre (2002) y Ces co (2003).

De fi ni ción 1. Un U-ci clo c (o sim ple men te un ci clo) en un jue go ( , )N v  es

una su ce sión fi ni ta de preim pu ta cio nes ( ) ,x mk
k
m

= >1 1 que tie ne aso cia da

una su ce sión ( )Sk k
m

= 1  de coa li cio nes pro pias de N (no for zo sa men te to das 

di fe ren tes) y cu yos ele men tos sa tis fa cen la si guien te re la ción de ve cin dad:

x x e S x k mk k
s

k

k
S

k

+ = + =×1 1( , ) , ... ,b   para todo  (3)

y
x x

m +
=

1 1 (4)

Un ci clo es ma xi mal si e S x e S xk
k k( , ) ( , )³  para toda coa li ción S y para

todo k m=1, ... , . Si e S x e S xk
k k( , ) ( , )>  para toda S Sk¹  y para todo k =

1, ... , ,m  el ci clo es re gu lar; en caso con tra rio de ci mos que es sin gu lar.

Dado un ci clo c = =( ) ,x k
k
m

1  de no mi na mos so por te de c a la su ce sión

aso cia da ( )Sk k
m

= 1  y la de no ta mos supp(c); de no ta mos con ß(supp(c)) (o

sim ple men te ß(c) al con jun to de coa li cio nes en supp(c), esto es, ß(c) = Î{S

P ( ):N S Sk=  para al gún k m=1, ... , }. Al con jun to de im pu ta cio nes en un

ci clo lo de no ta mos por X( ).c  Enton ces, X x E x x k( ) { :c = Î =  para al gún 

k m=1, ... , }.

Un re sul ta do im por tan te mos tra do en Ces co (2003), teo re ma 1, in di ca

que para todo ci clo c, ß(c) es una fa mi lia equi li bra da de coa li cio nes. Este

re sul ta do fue es ta ble ci do para una cla se aun más am plia de ci clos de no mi -

na dos ci clos fun da men ta les. Más aun, ß(c) es una fa mi lia en con di cio nes
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de ob je tar. Un ci clo es fun da men tal si en (3) rem pla za mos e S xk
k( , ) por

una can ti dad 0< £mk
k

k
kx e S x( ) ( , ).

No ta 1. La exis ten cia de ci clos fun da men ta les en un jue go ( , )N v  es tá es tre -

cha men te re la cio na da con la no exis ten cia de pun tos en el Co re del jue go.

Los teo re mas 3 y 9 en Ces co (2003) per mi ten es ta ble cer la si guien te ca rac -

te ri za ción: un jue go ( , )N v  es equi li bra do si y sólo si no exis ten ci clos fun -

da men ta les en ( , ).N v  Re cien te men te, se ha pro ba do una ca rac te ri za ción

si mi lar en tér mi no de U-ci clos (Ces co, 2005).

No se ha con se gui do to da vía un re sul ta do ge ne ral que ca rac te ri ce los

jue gos equi li bra dos en tér mi nos de la no exis ten cia de U-ci clos ma xi ma -

les. En ese sen ti do sólo dis po ne mos re sul ta dos par cia les. Con si de re mos

en un jue go con n ju ga do res la si guien te fa mi lia equi li brada de coa li cio -

nes ß = S S{ , ... , },1  en que S N n1 = \{ } y S N k k nk = - =\{ }, , ... , .1 2  En Ces co 

y Calí (2004) pro ba mos el si guien te teo re ma:

Teo re ma 1. Sea ( , )N v  un jue go con fun ción ca rac te rís ti ca da da por

v S v S k nn k k( ) , ( , ... ,1 1 2= =-m m) =   para todo  (5)

v N v S( ) , ( )= =1 0y   en otro caso (6)

Las si guien tes afir ma cio nes son equi va len tes: i) el jue go es equi li bra do; ii) 

no exis te un U-ci clo en el jue go; si el jue go es mo nó to no en ton ces i) es

equi va len te a iii) no exis te un U-ci clo ma xi mal en el jue go.

No ta 2. Una pro pie dad que po seen lo ci clos ma xi ma les es que apa re cen co mo 

ci clos lí mi tes de un sis te ma di ná mi co dis cre to. En Ces co (1998) se in tro -

du jo un es que ma de trans fe ren cia de uti li da des que con ver ge a pun tos del 

Co re en los jue gos equi li bra dos. For mal men te, el es que ma en un jue go 

( , )N v  es una su ce sión de preim pu ta cio nes ( )x k
k =
¥

1 tal que, pa ra to do 

k x k= +1 2 1, , ... ,  es una trans fe ren cia ma xi mal des de x k. Se ins tru men tó

una ver sión de es te es que ma de trans fe ren cia y cuan do se co rrió so bre

jue gos no equi li bra dos siem pre ge ne ró ci clos lí mi tes que re sul ta ron ser

ci clos ma xi ma les. No hay to da vía una prue ba ge ne ral de es te he cho.

III. LA SOLUCIÓN DINÁMICA

En esta sec ción in tro du ci mos pri me ro el con cep to de so lu ción di ná mi ca

pro pues to por She noy (1980) para re fle jar al gu nos de los as pec tos de la di -
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ná mi ca de un pro ce so de ne go cia ción. La ter mi no lo gía que uti li za mos es si -

mi lar, aun que con al gu nas di fe ren cias, a la de She noy. Lue go, en el con tex to

de los jue gos con uti li da des trans fe ri bles, y me dian te la de fi ni ción de una re -

la ción dom par ti cu lar, ge ne ra mos un con cep to de so lu ción para esta cla se de 

jue gos.

Un jue go abs trac to es un par ( , );X dom  aquí X es un con jun to ar bi tra rio

cu yos ele men tos se de no mi nan los re sul ta dos del jue go y una re la ción bi na -

ria dom de fi ni da en X lla ma da do mi na ción. Un re sul ta do y XÎ  es ac ce si ble

des de el re sul ta do x XÎ  si exis ten re sul ta dos

z y z z z xm m= =-, , ... , ,1 1 0

con m un en te ro po si ti vo tal que

z dom z z dom z z dom zm m - 1 2 1 1 0, ... , ,

De no ta mos esta re la ción por y x¬  y su po ne mos que siem pre x x¬ . Así,

esta re la ción bi na ria re sul ta ser re fle xi va y tran si ti va.

De ci mos que dos re sul ta dos x y X, Î  se co mu ni can si y x¬  y x y¬ . En

este caso es cri bi mos x y« . Co mu ni ca ción es una re la ción de equi va len cia

(She noy, 1980, pro po si ción 2.1).

De fi ni ción 2. Una so lu ción di ná mi ca ele men tal (d-so lu ción ele men tal) pa ra

un jue go abs trac to ( , )X dom  es un con jun to D XÍ  tal que i) si x DÎ ,

y X DÎ \ , en ton ces y x¬/ ; ii) si x y D, ,Î  en ton ces x y« . Si | |D < ¥ de ci -

mos que la d-so lu ción ele men tal D es fi ni ta.

La con di cio nes i) y ii) es ta ble cen pro pie da des de es ta bi li dad ex ter na e

in ter na res pec ti va men te para D en un sen ti do di ná mi co. Una d-so lu ción

ele men tal es una cla se de equi va len cia res pec to a la re la ción de co mu ni ca -

ción aun que la afir ma ción re cí pro ca no es ver da de ra (She noy, 1980, pro -

po si ción 3.1). Lla me mos D = Í{ :D X D es una d-so lu ción ele men tal}.

De fi ni ción 3. La so lu ción di ná mi ca (d-so lu ción) P pa ra un jue go abs trac to 

( , )X dom  es la unión de to das sus so lu cio nes di ná mi cas ele men ta les, es to

es, P DD= ÎU D . La so lu ción di ná mi ca fi ni ta (d-so lu ción fi ni ta) Pf  pa ra 

( , )X dom  es la unión de to das sus so lu cio nes di ná mi cas fi ni tas.

No ta 3. La so lu ción di ná mi ca siem pre exis te y es úni ca en un jue go abs trac -

to, aun que pue de ser va cía (She noy, 1980, pro po si ción 3.3). Estos he chos

tam bién son vá li dos en re la ción con la so lu ción di ná mi ca fi ni ta.
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De fi ni ción 4. El Co re C X dom( , )  de un jue go abs trac to ( , )X dom  es el con jun to 

de re sul ta dos no do mi na dos res pec to a la re la ción ¬, es to es,

C x X y X y x y x
X dom( , ) /{ : , , }= Î Î ¹ ¬  para todo  

De fi ni ción 5. Da do un jue go ( , ),N v  su E-jue go abs trac to aso cia do es  ( ,X

dom),  en que X E= , el con jun to de preim pu ta cio nes y dom es la re la ción

bi na ria de fi ni da en E por: y dom x si y só lo si y es una trans fe ren cia ma xi -

mal des de x [véa se (2)].

El A-jue go abs trac to aso cia do a ( , )N v  se de fi ne si mi lar men te rem pla -

zan do E por A, el es pa cio de im pu ta cio nes en la de fi ni ción an te rior.

De aho ra en ade lan te, de no ta re mos al E-jue go (A-jue go) abs trac to

aso cia do a ( , )N v  por ( , )E dom  (( , )).A dom  Las d-so lu cio nes ele men ta les

y d-so lu cio nes que es tu dia mos a con ti nua ción es tán re fe ri das a es tos jue -

gos abs trac tos aso cia dos a ( , ).N v

Le ma 2. Sea ( , )N v  un jue go y x y E x y, , .Î ¹  Enton ces x y«  si y sólo si

exis te un ci clo ma xi mal ( )x k
k =
¥

1 tal que x x y xi j= =,  pa ra un par de ín di -

ces i j¹ .

De mos tra ción. Si y x¬  exis ten x xk2 , ... ,  tal que x dom x x x yk2 1 1= =+, ... ,

dom x k. Si mi lar men te, x y¬ , y, en ton ces exis ten x xk m+ 2, ... ,  tal que 

xk + 2   dom xk + =1  y x xm, ... , + =1  dom x m.  Así, x y«  im pli ca la exis ten cia

de preim pu ta cio nes x x xk m1 1, ... , , ... ,+ que sa tis fa cen que x l + 1 es una trans -

fe ren cia ma xi mal des de x l  pa ra to do l m=1, ... , . Ade más, x xm + =1 1. De

es ta ma ne ra ( )x k
k
m

= 1 es un ci clo ma xi mal con x x x yk1 1= =+, .

Para ver la afir ma ción re cí pro ca po de mos su po ner, sin pér di da de ge -

ne ra li dad, que x x x y k mk1 1 1= = £ <+, , . En este caso es cla ro que x2  dom 

x x x y dom xk k1 1= =+, ... , ; así y x¬ . Ade más, xk + 2  dom xk + =1  y , ... ,

x xm + =1  dom x m  y por tan to x y¬ . Con clui mos en ton ces que x y« .

Pro po si ción 3. Sea ( , )N v  un jue go equi li bra do. Enton ces D es una d-so lu -

ción ele men tal en su jue go aso cia do ( , )E dom  no va cía si y só lo si D x={ },

x CÎ .

De mos tra ción. Pri me ro mos tra re mos que si D es una d-so lu ción ele men tal

fi ni ta en ton ces | | .D =1 Si és te no fue se el ca so exis ti rían dos preim pu ta cio -

nes x y¹  en D y de bi do a la pro pie dad ii) de es te con jun to, x y« . Por el

le ma an te rior exis te un ci clo ma xi mal en ( , )N v   que une x y y. Pe ro la exis -

ten cia de un ci clo ma xi mal im pli ca que el jue go es no equi li bra do (véa se la 
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no ta 1), he cho que con tra di ce la hi pó te sis. Enton ces D x={ }. Afir ma mos

ade más que x CÎ . Si és te no fue se el ca so, exis ti ría una coa li ción pro pia S

con e S x( , ) > 0 y tal que e S x e T x( , ) ( , )³  pa ra to da otra coa li ción T . Sea y

la trans fe ren cia ma xi mal des de x vía S. Enton ces y DÏ  y y x¬ , he cho que 

con tra di ce en ton ces la es ta bi li dad ex ter na i) de D.

Para ver la afir ma ción re cí pro ca, sea D x x C= Î{ }, . La con di ción ii) de

la de fi ni ción 2 se sa tis fa ce tri vial men te. Por otro lado, pues to que x CÎ , 

max{ ( , ): }e S x S NÍ = 0 y por tan to no exis te una trans fe ren cia ma xi mal

des de x a cual quier otra preim pu ta ción y. Con clui mos en ton ces que si 

y DÏ , y x¬/ , y esto mues tra que D es una d-so lu ción ele men tal.

Los si guien tes re sul ta dos son con clu sio nes sim ples de es ta pro po si ción.

Co ro la rio 4. En un jue go equi li bra do ( , )N v  la so lu ción di ná mi ca y la so lu ción 

di ná mi ca fi ni ta de ( , ) (( , ))E dom A dom  coin ci den con el Co re del jue go.

Co ro la rio 5. El Co re de un jue go equi li bra do y el Co re de su jue go abs trac to 

( , ) (( , ))E dom A dom  coin ci den.

De mos tra ción. Por She noy (1980, pro po si ción 3.4, ob te ne mos que C E dom( , ) Í

P. Por el co ro la rio 4 ob te ne mos que  C CE dom( , ) .Í

La in clu sión con tra ria está de he cho de mos tra da el la úl ti ma par te de la

de mos tra ción de la pro po si ción 3.

Pro po si ción 6. Sea ( , )N v  un jue go no equi li bra do. Si D es una d-so lu ción ele -

men tal fi ni ta no va cía en su jue go abs trac to ( , ),E dom  exis te un ci clo ma -

xi mal c = =( )x k
k
m

1  tal que D X= ( ).c

De mos tra ción. Sea D una d-so lu ción ele men tal fi ni ta no va cía. Afir ma mos

que  | | .D >1 Si és te no fue se el ca so, D x={ } y pues to que el jue go es su pues -

to no equi li bra do, exis ti ría una coa li ción S con ex ce so ma xi mal po si ti vo 

e S x( , ). Enton ces, la trans fe ren cia ma xi mal y des de x vía X se ría tal que 

y DÏ  y y x¬ , lo que con tra di ce la pro pie dad de es ta bi li dad ex ter na pa ra 

D. Sean en ton ces x y¹  dos preim pu ta cio nes en D. Por el le ma 2 exis te en

ci clo ma xi mal c = =( )x k
k
m

1  tal que x x y xi j= =,  pa ra un par de ín di ces i j¹ .

Sin pér di da de ge ne ra li dad po de mos su po ner que i =1. Afir ma mos que 

X D( ) .c Í  De he cho, si és te no fue se el ca so, exis ti ría r m£  tal que x DrÏ .

De bi do a la pro pie dad de es ta bi li dad ex ter na de D x xr, ./¬ 1  Pe ro pues to

que am bos per te ne cen al ci clo x xr « 1 se ob tie ne así una con tra dic ción.

Po de mos su po ner tam bién que | ( )| | ( )|X Xc c~³  pa ra cual quier otro ci clo
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ma xi mal c~ tal que X D( ) .c~ Í  En es tas con di cio nes D X= ( ).c  Si no fue se

así, exis ti ría y D x x yÎ «\ ( ),c 1  y un ci clo ma xi mal c~ = =( )~x l
r1

1  con x x~1 1=

y x y1 =  pa ra al gún 1< £l r. Pe ro en ton ces c~ = ( , ... , , , ... , )~ ~x x x xm r1 1
 es tam -

bién un ci clo ma xi mal y pue de mos trar se, con la mis ma téc ni ca em plea da

en el ca so de X( ),c  que X D( ) .c~ Í  Pe ro pues to que | ( )| | ( )|X Xc c~<  ob ten -

dría mos una con tra dic ción con la ma xi ma li dad su pues ta en | ( )| ,X c  en -

ton ces D X= ( ).c

En ge ne ral, no todo ci clo ma xi mal c es tal que X( )c  es una d-so lu ción ele -

men tal fi ni ta. Pero es vá li do el si guien te re cí pro co par cial de la pro po si ción 6.

Pro po si ción 7. Sea ( , )N v  un jue go no equi li bra do. Si c = =( )x k
k
m

1  es un ci clo

ma xi mal re gu lar, en ton ces D X= ( )c  es una d-so lu ción ele men tal fi ni ta.

De mos tra ción. Por el le ma 2 es cla ro que D es es ta ble in ter na men te. Su pon -

ga mos aho ra que exis te y DÏ . Esto im pli ca que exis te $ ,y DÏ  x Xk Î ( )c  tal

que y dom x k, de don de se gui ría que $ ( , )y x e S xk k
S= + ×b  pa ra al gún S

con e S x e T xk k( , ) ( , )³  pa ra to do T NÍ . Pe ro en ton ces e S x k( , ) = e Sk( ,

x k). Si S S y x Dk
k= = Î+, 1  que con tra di ce el he cho que $y DÏ  y si S Sk¹

tam bién ob te ne mos una con tra dic ción con la re gu la ri dad su pues ta pa ra c.

Por tan to si y DÏ ,  y x¬/  que mues tra que D es tam bién es ta ble ex ter na -

men te.

Co mo una con se cuen cia di rec ta de las dos pro po si cio nes an te rio res te ne -

mos la siguiente:

Pro po si ción 8. Sea ( , )N v  un jue go no equi li bra do tal que to dos sus ci clos

ma xi ma les sean re gu la res. Enton ces la d-so lu ción fi ni ta P Xf = U
c

c( ), en

que c re co rre el con jun to de ci clos ma xi ma les re gu la res.

Po de mos ca rac te ri zar tam bién aque llos ci clos ma xi ma les sin gu la res

cu yas preim pu ta cio nes ge ne ran una d-so lu ción ele men tal fi ni ta.

Pro po si ción 9. Sea c un ci clo ma xi mal sin gu lar en ( , ).N v  Enton ces X( )c  es

una d-so lu ción ele men tal fi ni ta D si y só lo si: i) no exis te otro ci clo ma xi -

mal c~ tal que X X( ) ( ),c c~ É  y ii) pa ra ca da x XÎ ( )c  tal que exis te S T¹  con  

e S x e T x e T x( , ) ( , ) ( , )
~

= ³  pa ra to da T N
~

,Í  am bos, y x e S x S= + ×( , ) b y 

z x e T x T= + ×( , ) ,b  per te ne cen a X( ).c

De mos tra ción. Su pon ga mos que X( )c  es una d-so lu ción ele men tal fi ni ta D.

Si i) no fue se vá li da exis ti ría un ci clo ma xi mal c~ con X X( ) ( ).c c~ É  Esto im -

pli ca ría la exis ten cia de x XÎ ( )c  y y X XÎ ( )\ ( )c c~  tal que y x¬  en con tra -
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dic ción con el he cho de que X( )c  es una d-so lu ción. Pa ra pro bar ii)

po de mos con si de rar, por ejem plo, que z XÏ ( ).c  Pe ro pues to que z x¬

con tra di ría mos nue va men te el he cho que X( )c  es una d-so lu ción ele men tal.

Para ver el re cí pro co, sea c un ci clo ma xi mal sin gu lar que sa tis fa ce i) y

ii). De be mos mos trar que D X= ( )c  es una d-so lu ción ele men tal. La pro -

pie dad de es ta bi li dad in ter na ii) de la de fi ni ción 2 se sa tis fa ce tri vial men te

de bi do a que c es un ci clo. Para pro bar la pro pie dad de es ta bi li dad ex ter na 

i) de la de fi ni ción 2, su pon ga mos que exis ten x D y D~ ,Î Ï  tal que y x¬ ~.

Sea x k  la úl ti ma preim pu ta ción en la ca de na x y dom x xm m= - 1 2, ... ,  dom

x dom1  x x0 = ~  que per te nez ca a D. Es cla ro que x k  es un pun to que sa tis -

fa ce las hi pó te sis ii) que im pli ca, en par ti cu lar, que x k + 1 debe per te ne cer a 

X( )c  que es cla ra men te una con tra dic ción. Esto com ple ta la prue ba.

Como con se cuen cia de este úl ti mo re sul ta do, si en la pro po si ción 8 los

ci clos re co rren tan to la cla se de los ci clos re gu la res como la de los ci clos sin -

gu la res que sa tis fa cen i) y ii) de la pro po si ción 9 ob te ne mos una ca rac te ri za -

ción ge ne ral para Pf  en la sub cla se de los jue gos no equi li bra dos en tér mi nos 

de ci clos ma xi ma les. Como en los jue gos equi li bra dos Pf  coin ci de con el

Core, te ne mos en ton ces, para la so lu ción di ná mi ca fi ni ta, una des crip ción

com ple ta en la cla se de jue gos con uti li da des trans fe ri bles. En la sec ción IV

pro ba mos que, para al gu nas cla ses de jue gos, res trin gir se al es tu dio de so lu -

cio nes di ná mi cas fi ni tas no re pre sen ta nin gu na li mi ta ción.

La re la ción bi na ria ¬ re sul ta ser la clau su ra tran si ti va de la re la ción dom.

En la ter mi no lo gía de la bi blio gra fía de pro ce sos de for ma ción de coa li cio -

nes, la do mi na ción in du ci da por dom es usual men te lla ma da do mi na ción di -

rec ta en tan to que la in du ci da por ¬, do mi na ción in di rec ta. La no ción dom

que in tro du ci mos en este tra ba jo po dría ser tam bién in ter pre ta da como un

tipo de do mi na ción di rec ta (fuer te) en el sen ti do de Sen gup ta y Sen gup ta

(1994) para pro pues tas aso cia das con la par ti ción ( , \ )S N S  de N , en que la

ra cio na li dad gru pal es so la men te sa tis fe cha para S. Con base en esta lí nea de

ra zo na mien to, ¬ re pre sen ta ría, en el con tex to es tu dia do por los men cio na -

dos au to res, el aná lo go de la do mi na ción in di rec ta in du ci da en el con jun to

de pro pues tas res trin gi das a esta fa mi lia li mi ta da de pro pues tas. Más aún,

cada ele men to en un ci clo re gu lar se ría una pro pues ta via ble en la ter mi no-

logía de Sen gup ta y Sen gup ta y el con jun to de pro pues tas via bles coin -

cidi ría con Pf  en los jue gos en que la con di ción de la pro po si ción 8 es tu vie se

pre sen te.

156 EL TRIMESTRE ECONÓMICO



Las so lu cio nes (ele men ta les) es tu dia das en este ar tícu lo se ca rac te ri zan

por ex hi bir una pro pie dad de es ta bi li dad in ter na y otra de es ta bi li dad ex ter -

na pre sen tan do una si mi li tud for mal con el con cep to de con jun to es ta ble de

Von Neu mann y Mor gens tern (1944) y que es tam bién ex hi bi da en el en fo -

que de Sen gup ta y Sen gup ta. Sin em bar go hay una di fe ren cia im por tan te

que debe pun tua li zar se. La pro pie dad de ex ta bi li dad ex ter na ii) de la de fi ni -

ción 2 es con cep tual men te di fe ren te de la pro ba da en Sen gup ta y Sen gup ta

(1994), teo re ma 3, para el con jun to de pro pues tas via bles. No obs tan te ello,

mos tra mos en la sec ción IV que para una cier ta cla se de jue gos una pro pie -

dad de es ta bi li dad ex ter na que con cep tual men te se ase me ja a la in tro du ci da

por Von Neu mann y Mor gens tern y re cu pe ra da en Sen gup ta y Sen gup ta

(1994) es sa tis fe cha de ma ne ra apro xi ma da (en un sen ti do que pre ci sa re mos

en la pró xi ma sec ción.)

Con clui mos esta sec ción des ta can do que nues tra re la ción ¬, y, con se -

cuen te men te, todo nues tro en fo que del tema, co rres pon de a una teo ría en la

que los ju ga do res se com por tan de una ma ne ra “mio pe”, en con tras te con

una se rie de tra ba jos que in cor po ran a los mo de los de for ma ción de coa li -

cio nes al gu na for ma de pre vi sión en los pro ce sos de ne go cia ción (por ejem -

plo Chew, 1994; Xue, 1998; Ko nishy y Ray, 2003; Bar be ra y Ger ber, 2003).

IV. LA SOLUCIÓN DINÁMICA EN JUEGOS CON TRES JUGADORES

Los re sul ta dos de la sec ción an te rior mues tran que las im pu ta cio nes aso cia -

das con ci clos ma xi ma les son can di da tas a con for mar so lu cio nes di ná mi cas

ele men ta les y, en al gu nos ca sos, has ta pue den ca rac te ri zar la so lu ción di ná -

mi ca. No obs tan te ello, el pro ble ma de exis ten cia de ci clos ma xi ma les está

to da vía abier to. El ob je ti vo de esta sec ción es es tu diar la so lu ción di ná mi ca

en jue gos mo nó to nos de tres ju ga do res y mos trar que, en el caso no equi li -

bra do, son vá li das las si guien tes afir ma cio nes: i) exis ten sólo dos ci clos ma -

xi ma les; ii) to dos los ci clos son re gu la res, y iii) el es que ma de trans fe ren cia

des cri to en la sec ción II siem pre tie ne como ci clo lí mi te uno de es tos ci clos

ma xi ma les para cual quier im pu ta ción inicial.

Para esta cla se de jue gos y de acuer do con la pro po si ción 8, la d-so lu ción

fini ta está de ter mi na da por los ci clos ma xi ma les. Pero ade más coin ci de con la

d-so lu ción di ná mi ca. Fi nal men te, la afir ma ción iii) per mi te ad ver tir que para

todo y A PÎ  \  y e > 0 exis te x A x PeÎ Î,  tal que x ye ¬  con || ||x xe -  £ e.

Esta pro pie dad es un tipo de es ta bi li dad ex ter na apro xi ma da en el es pí ri tu
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de la no ción dada por Von Neu mann y Mor gens tern al de fi nir los con jun tos 

es ta bles.

Con si de re mos de aho ra en ade lan te un jue go ( , )N v  con N = { , , }1 2 3  y

fun ción ca rac te rís ti ca dada por

v v v({ , }) ({ , } ({ , })1 2 1 3 2 3= =) = m (7)

v N v S( ) ( )= =1 0y   en otro caso (8)

Si 2 3 1/ < £m  en ton ces el jue go es mo nó to no y no equi li bra do en el que la

fa mi lia ß= {{ , }, { , }}1 2 3 1  es la úni ca en con di cio nes de ob je tar. Lla ma re mos 

S1 = { , },1 2  S2 2 3={ , } y S3 3 1={ , }.

Pro po si ción 10. Sea ( , )N v  un jue go con fun ción ca rac te rís ti ca da da por (7) y

(8) con 2 3 1/ .< £m  Enton ces c~ ={ , , }~ ~ ~x x x
1 2 3

 en que

x x x~ ~ ~, , , , , ,1 2 31
3

1
1
3

1
3

1
3

1 1= - -
æ

è
ç

ö

ø
÷ = - -

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -m m m m m m, ,-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

1
3

es un ci clo ma xi mal en ( , ).N v

De mos tra ción. Cal cu lan do ex plí ci ta men te los ex ce sos pa ra x~
1
 ob te ne mos que

e S x e S x e S x( , ) , ( , ) , ( , )~ ~ ~
1

1
2

1
3

12
2
3

2
3

0= -
æ

è
ç

ö

ø
÷ = - =m m

y e S x( , )~1
0£  en otro caso. Pues to que m > 2 3/ , el má xi mo ex ce so es al can -

za do so la men te en S1. Para esta coa li ción,

bS1

1
2

1
2

1= -
æ

è
ç

ö

ø
÷, ,

Enton ces, co mo

x e S x S
~ ~( , ) , , ,1

1
1

1

1
3

1
1
3

2
2
3

1
2

+ = - -
æ

è
ç

ö

ø
÷ + -

æ

è
ç

ö

ø
÷×b m m m

1
2

1

1
3

1
3

1
2

,

, , ~

-
æ

è
ç

ö

ø
÷

= - -
æ

è
ç

ö

ø
÷ =m m x

Así, la su ce sión ma xi mal ini cia da en x~1 tie ne a x~ 2  como se gun do ele -

men to. De ma ne ra si mi lar pue de mos trar se que el ter cer ele men to es x~
3

= 

( , / , / )1 1 3 1 3- -m m  y que al cal cu lar el cuar to, x~ ,
4

 se re cu pe ra x~ .
1
 Por tan to  

( , , )~ ~ ~x x x1 2 3
 es un ci clo ma xi mal.
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No ta 4.  c = ( , , )x x x1 2 3  en que:

x x x1 2 31
3

1
1
3

1
1
3

1
3

1
3

= - -
æ

è
ç

ö

ø
÷ = - -

æ

è
ç

ö

ø
÷ = -m m m m m, , , , , , ,

1
3

1, -
æ

è
ç

ö

ø
÷m

es tam bién un ci clo ma xi mal.

Los ci clos c~ y c des cri tos son esen cial men te los úni cos ci clos ma xi ma -

les en ( , ),N v  que son ade más, re gu la res. Para mos trar lo pro ba re mos el si -

guien te re sul ta do de con ver gen cia:

Teo re ma 2. Sea ( , )N v  un jue go con fun ción ca rac te rís ti ca da da por (7) y (8)

con m =1 y sea c~ = ( , , )x x x1 2 3  el ci clo

x x x~ ~ ~, , , , , , , ,1 2 31
3

0
2
3

2
3

1
3

0 0
2
3

1
3

=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷

Enton ces, si x x x x1
1
1

2
1

3
1= ( , , ) es una im pu ta ción que sa tis face x x x3

1
1
1

2
1> > =

0, la su ce sión ma xi mal ( )x k

k ³ 1
 que tie ne a x1 como im pu ta ción ini cial po -

see las si guien tes pro pie da des:

a

e S x e S x x

e S x

S

S

k k k

)

max ( , ) ( , )

max ( ,

1 3
1

1 3
3
1 3

2 3

+ + +

+

× × ×= =

× × ×

×

= =

=

+ +

+ +

k k k

i k

e S x x

e S x e S x
S

) ( , )

max ( , ) ( ,

2
2 3

1
2 3

3 3
3

3 3 ) =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï + ×x k

2
3 3

pa ra to do k ³ 1.

b

x x

x x

x x

k

k

k

k

k

k

)

lim

lim

lim

~

~

~

1 3 1

2 3 2

3 3 3

+

+

+

× =

× =

× =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

De mos tra ción. Se gún las hi pó te sis con si de ra das, e S x( , ) .3
1 0=  Mos tra re mos

pri me ro que si una preim pu ta ción x x i¹ ~  sa tis fa ce e S xi( , ) = 0 pa ra al gún 

i =1 2 3, , , en ton ces

|| || || ||~ ~y x x x
i i

- < -
+ 1

2 2

en que y x e S xi S i
= + ×( , ) .b  En esta de mos tra ción los ín di ces i +1 se rán

con si de ra dos mod(3). Es fá cil ob ser var que bS  es or to go nal a la va rie dad

afín E S x E e S x( ) { : ( , ) }= Î = 0  para toda coa li ción no tri vial S (Ces co, 1998,

UNA SOLUCIÓN DINÁMICA PARA JUEGOS CON UTILIDADES TRANSFERIBLES 159



lema 2.2). Así, pues to que y x
i

-
+~ 1

son las pro yec cio nes or to go na les en 

E Si( ) de x x
i

, ,~ res pec ti va men te, ob te ne mos que

|| || || ||~ ~y x x x
i i

- £ -
+ 1

2 2

Nues tra afir ma ción si gue aho ra ad vir tien do que || || ( , ) ||y x e S xi- = ×2

bS i
||2  es di fe ren te de e S x x xi

i i
S i

( , ) || || || ,|| ~ ~× = -
+

b 2

1

2   de ma ne ra que la de -

si gual dad es tric ta es vá li da en la re la ción an te rior. Más aún, es vá li do que

(véa se grá fi ca 1):

|| cos || ||~ || ~y x x x
i i

-
æ

è
ç

ö

ø
÷ -

+ =1

2 23

p
(9)

Tam bién se cum ple que e S x x x x( , ) ( ) ,1
1

1
1

2
1

3
11= - + =  e S x x( , )2

1
1
1=  y e S( ,3

x x1
2
1) ,=  de ma ne ra que el má xi mo ex ce so res pec to a x1 es al can za do por la 

coa li ción S1, con un va lor de x3
1. Por tan to, x x x2 1

3
1 1 2 1 2 1= + -× ( / , / , ). Es

fá cil ve ri fi car que x x x1
2

2
2

3
2 0> > = . Un cálcu lo sim ple in di ca que el má xi mo 

ex ce so res pec to a x 2  es al can za do en S2  con un va lor de x1
2. Por tan to x 3 = 

x x2
1
2 1 1 2 1 2+ -× ( , / , / ) que sa tis fa ce x x x2

3
3
3

1
3 0> > = , tie ne un ex ce so má xi -

mo de x2
3  al can za do por S3. Un paso más mues tra que x1 3+  sa tis fa ce  x3

1 3+ >

x1
1 3+ > x2

1 3 0+ =  que sa tis fa ce una con di ción si mi lar a la ex hi bi da por x1.  La

va li dez de a) se ob tie ne aho ra por un ar gu men to in duc ti vo.

Para pro bar b) te ne mos en cuen ta (9). Enton ces

|| cos || ||

cos

~ || ~x x x x4 1

2
3 3

23

3

-
æ

è
ç

ö

ø
÷ -

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç
ç

=

=

p

p ö

ø

÷
÷

-

æ

è
ç

ö

ø

÷
÷

-= æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2 2

2

3

1 1
23

|| ||

cos || ||

~

~

x x

x x
p

re la ción que ge ne ra li za a

|| cos || ||~ || ~x x x xk
k

1 3 1
2

3
1 1

23
+ × -

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

×
-= æ

è
ç ö

ø
÷

p

para todo k ³ 1. A par tir de ella ob te ne mos que lim .~

k

kx x1 3 1+ × =  Los otros

ca sos se mues tran en for ma si mi lar.
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No ta 5. Es vá li do un re sul ta do com ple ta men te aná lo go pa ra el ci clo c = ( ,x 1

x x2 3, ) con

x x x1 2 32
3

0
1
3

0
1
3

2
3

1
3

2
3

0=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷, , , , , , , ,

y una im pu ta ción ini cial x1 que sa tis fa ga x x x1
1

3
1

2
1 0> > = . Enton ces el es -

que ma de trans fe ren cia ma xi mal ini cia do en x1 tie ne como ci clo lí mi te a c.

Una im por tan te con se cuen cia del teo re ma 2 es el si guien te re sul ta do.

Pro po si ción 11. Sea ( , )N v  un jue go con fun ción ca rac te rís ti ca da da por (7) y

(8) con m =1. Los ci clos c~ = ( , , )~ ~ ~x x x
1 2 3

  y c = ( , ,x x1 2 x 3) da dos por

x x x~ ~ ~, , , , , , , ,1 2 31
3

0
2
3

2
3

1
3

0 0
2
3

1
3

=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷

x x x1 2 32
3

0
1
3

0
1
3

2
3

1
3

2
3

0=
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷, , , , , , , ,

res pec ti va men te, son esen cial men te, los dos úni cos ci clos ma xi ma les de

im pu ta cio nes en ( , ).N v

De mos tra ción. Con si de re mos un ci clo ma xi mal c = =( )x k
k
m

1  con una im pu ta -

ción ini cial x1 con x x x3
1

1
1

2
1 0> > = . Re la cio na do al ci clo c hay un es que ma

de tras fe ren cia ma xi mal que in clu ye a las im pu ta cio nes de c con si de ra das de

ma ne ra cí cli ca. Usan do el teo re ma 2 b) ob te ne mos que lim ~
k

i n k i
x x+ × =

pa ra to do i =1 2 3, , , y pues to que las im pu ta cio nes x ki n k+ × ³, 1 pro vie -

nen de un con jun to fi ni to, con clui mos que x xi n k i+ × = ~   pa ra to do k k i³ =
~
,

1 2 3, ,  pa ra un k
~
 su fi cien te men te gran de. A par tir de es ta ob ser va ción se
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in fie re que la se cuen cia de im pu ta cio nes en c = ( , , ... , )x x x m1 2  de be coin -

ci dir con la su ce sión ( , , )~ ~ ~x x x1 2 3
 o con una re pe ti ción cí cli ca de ella.

Si el ci clo ma xi mal c tie ne una im pu ta ción ini cial x1 que sa tis fa ce x1
1 > 

x x3
1

2
1 0> = , en ton ces, con una téc ni ca si mi lar, se mues tra que c c=  coin ci -

de con una re pe ti ción cí cli ca de c.

Para com ple tar la de mos tra ción te ne mos en cuen ta las si guien tes ob -

ser va cio nes: i) para cual quier im pu ta ción x1, el má xi mo ex ce so se al can za

en al gu na de las coa li cio nes S S1 2,  y S3 ; ii) y x e S xi iS= + ×1 1( , ) b  es siem pre

una im pu ta ción que tie ne e S yi( , ) = 0 y por tan to, y ii - = -1 1(  mod(3));  iii) 

si y x e S xi iS= + ×1 1( , ) b  y x1 sa tis fa ce x x x3
1

1
1

2
1 0= > =  en ton ces y y1 2> >

y 3 0=  si i =1 o y y y3 2 1 0> > =  si i = 2.

En la grá fi ca 2 se ilus tran los dos ci clos c~ y c.

No ta 6. Las afir ma cio nes i), ii) y iii) im pli can que las con di cio nes su pues tas

en la im pu ta ción ini cial x1 de un ci clo ma xi mal no re pre sen tan res tric ción

al gu na.

No ta 7. Con si de rar que x2
1 0=  no es una li mi ta ción por que si ese no fue se el

ca so o x2  o x 3  se po nen en es ta con di ción.

Coro la rio 6. En un jue go ( , )N v  con fun ción ca racte rís ti ca da da por (7) y (8) con 

m =1, P X Xf = È( ) ( ),c c~  en que Pf  es la d-so lu ción di ná mi ca en ( , ).A dom

De mos tra ción. Inme dia ta a par tir de las pro po si cio nes 8 y 11.

Teo re ma 3. En un jue go ( , )N v  con fun ción ca rac te rís ti ca da da por (7) y (8)

con m = =1, ,P Pf  en que am bas son so lu cio nes con si de ra das en (A, dom).
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De mos tra ción. Siem pre es vá li do que P Pf Í . Pa ra ver la in clu sión opues ta,

con si de re mos una d-so lu ción di ná mi ca ele men tal D con tres o más ele -

men tos, x y z, , . Por el le ma 2 exis te un ci clo ma xi mal c = =( )x k
k
m

1 tal que 

x x i=  y y x j=  pa ra un par de ín di ces 1 £ ¹ £i j m.  Pe ro por la pro po si ción

11, c pue de ser ele gi do co mo c~ o co mo c. Hay tam bién otro ci clo ma xi mal

que co nec ta y con z que, con el mis mo ar gu men to, pue de ser to ma do co mo 

c~ o co mo c. Pe ro co mo el ci clo que vin cu la x con y y el que vin cu la y con z

tie nen a y co mo pun to co mún, de ben coin ci dir. Esto mues tra que { ,x  y ,

z X} ( )Í c~  o { , , } ( )x y z XÍ c  pe ro no en am bos. Co mo es te ar gu men to es

vá li do pa ra una se lec ción ar bi tra ria de tres im pu ta cio nes con clui mos que 

D X= ( )c  pro ban do que D es fi ni ta. Así, P PfÍ

CONCLUSIONES

El es tu dio rea li za do para los jue gos de tres per so nas pa re ce li mi ta do en tan -

to se ha con si de ra do un jue go muy par ti cu lar, esto es, el jue go sim ple con 

v N v S v S v S( ) ( ) ( ) ( )= = = =1 2 3 1 y v S( ) = 0 para toda otra coa li ción. Sin em -

bar go esto tam po co hace per der ge ne ra li dad a las con clu sio nes pues to que

pue de mos trar se que los ci clos ma xi ma les de cual quier jue go mo nó to no no

equi li bra do de tres ju ga do res es tán en una re la ción 1 a 1 con los del jue go

sim ple es tu dia do en la sec ción an te rior. La ma ne ra de vin cu lar los im pli ca

una tras la ción y una ho mo te cia ade cua da men te ele gi das (Ces co y Agui rre,

2002).

Des ta ca mos tam bién que los re sul ta dos ex pues tos en la sec ción IV pue -

den ex ten der se a los jue gos mo nó to nos no equi li bra dos con n ju ga do res que 

tie nen fun ción ca rac te rís ti ca dada por (5) y (6). La me to do lo gía es si mi lar a

la aquí ex pues ta, aun que la de mos tra ción de un teo re ma de con ver gen cia si -

mi lar a la pro po si ción 11 re quie re el uso de argu men tos más com ple jos que

los tri go no mé tri cos em plea dos en su prue ba (Ces co y Calí, 2004b).

Fi na li za mos co men tan do que la so lu ción di ná mi ca in tro du ci da en este

ar tícu lo tien de, bá si ca men te, a en con trar otro con cep to del Core para jue -

gos no equi li bra dos. El ele men to bá si co para su de sa rro llo es la no ción de

ex ce so ma xi mal. Sal vo en ca sos muy si mé tri cos no he mos ha lla do re la cio nes 

di rec tas con otros con cep tos de so lu ción de la teo ría de jue gos con uti li da -

des trans fe ri bles, aun que un es tu dio com pa ra ti vo está pen dien te. No obs -

tan te ello es in te re san te des ta car que cada uno los pun tos de cada ci clo está

en un e-core con e igual a su ex ce so ma xi mal y, por ende, cada ci clo ma xi mal
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pro por cio na una cota para el me nor e que ge ne ra un e-core no va cío (least

e-core), aun que no sa be mos to da vía que tan ajus ta das pue den ser es tas co tas. 

Es tam bién po si ble de ter mi nar, en fun ción de los pun tos en los ci clos ma xi -

ma les, re gio nes en las que se ubi ca el nu cleo lo. De ter mi nar que tan pre ci sa -

men te aco tan la re gión de bús que da del nu cleo lo es tam bién un pro ble ma

abier to de cier to in te rés en vir tud de cier tos al go rit mos re cien tes para el

cálcu lo del nu cleo lo cuyo de sem pe ño nu mé ri co de pen de de una bue na se -

lec ción de un pun to ini cial.
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