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LAS SERIES DE TIEMPO FRACTALES
Y UN MÉTODO DE PRONÓSTICO*

Gui ller mo Ro me ro-Me lén dez,
Ro ge lio Oje da-Suá rez,
Agus tín Na va-Huer ta

y Car los Alber to Gar cía-Val dez**

RESUMEN

Los au to res pre sen tan aquí un mé to do de pro nós ti co pa ra las se ries de tiem po frac -

ta les, y una va ria ción de la fór mu la de Fe der que es ti mu la el mo vi mien to brow nia no

frac cio na rio. Apli ca mos es te mé to do a las ci fras del ín di ce de pre cios y co ti za cio nes 

(IPC) de la Bol sa Me xi ca na de Va lo res des de el 22 de no viem bre de 2002 has ta el 16

de fe bre ro de 2004. Por úl ti mo, com pa ra mos los re sul ta dos con otros dos mé to dos, 

in clu yen do un mé to do de pro nós ti co eco no mé tri co AR(1).

ABSTRACT

The aut hors pre sent he re a fo re cast met hod for frac tal ti me se ries, and a va ria tion

of the for mu la of Fe der, which si mu la tes frac tio nal brow nian mo tion. We ap plied

this met hod to the daily re turns of the Indi ce de Pre cios y Co ti za cio nes (IPC) of the

Me xi can Stock Mar ket, from No vem ber 22. 2002 to Fe bruary 16. 2004. Fi nally we

com pa re the re sults with ot her two met hods, in clu ding and eco no me tric AR(1) pre -

dic tion met hod.
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* Pa la bras cla ve: fór mu la de si mu la ción de Fe der, se rie de tiem pos frac ta les, mo vi mien to brow nia no
frac cio na rio, ex po nen te de Hurst. Cla si fi ca ción JEL: C02 [tra duc ción del in glés de Eduar do L. Suá rez].

** Uni ver si dad de las Amé ri cas, Pue bla (co rreo elec tró ni co: gui lle roa.ro me ro@ud lap.mx).



INTRODUCCIÓN

El mo vi mien to brow nia no frac cio na rio, tam bién lla ma do el pa seo alea to -

rio ses ga do o se ries de tiem po frac ta les, fue es tu dia do por Hurst en el

de ce nio de los cua ren ta del si glo pa sa do, y por Man del brot en los se sen ta y

se ten ta (véa se Hurst, 1951, y Man del brot y Van Ness, 1969). Las apli ca cio -

nes de las se ries de tiem po frac ta les in clu yen el es tu dio de la vo la ti li dad, el

ries go y la efi cien cia del mer ca do, en tre otros (véa se Pe ters, 1996, cap. 8, y

Ro me ro-Me lén dez et al, 2005). Por lo que se re fie re a la si mu la ción del mo -

vi mien to brow nia no frac cio na rio, Fe der ob tu vo en 1988 una fór mu la pa ra

los in cre men tos del mo vien to brow nia no frac cio na rio, em plean do una ver -

sión dis cre ta de una fór mu la in te gral de Man del brot y Van Ness (véa se Fe der, 

1988; Man del brot y Wa llis, 1969; Man del brot y Van Ness, 1968, y Pe ters,

1996, apén di ce 3). Uti li zan do la fór mu la de Fe der, el pri me ro y el ter ce ro

de los au to res de es te ar tícu lo pro du je ron una fór mu la de si mu la ción, pre -

sen ta da aquí, pa ra un mo vi mien to brow nia no frac cio na rio, cu ya va li dez

es ta dís ti ca que dó con fir ma da en la te sis del ter ce ro de los au to res, con la ase -

so ría del pri me ro (véa se Na va-Huer ta, 1996). En es te ar tícu lo em plea mos

esa fór mu la. Nues tro mé to do de pro nós ti co con sis te bá si ca men te en la se -

lec ción de la grá fi cas si mu la das, las que per ma ne cen du ran te la ma yor par te

del tiem po den tro de una 7-ve cin dad tu bu lar al re de dor de la grá fi ca real, du -

ran te un pro ce so en el que 7 tien de a 0. Apli ca mos el mé to do de las ci fras

dia rias del ín di ce de pre cios y co ti za cio nes (IPC) de la Bol sa Me xi ca na de Va -

lo res, del 22 de no viem bre de 2002 al 16 de fe bre ro de 2004. Com pa ra mos

nues tros re sul ta dos con los ob te ni dos por otros dos mé to dos, in clui do un

mé to do de pro nós ti co eco no mé tri co AR(1), y pre sen ta mos un es tu dio es ta -

dís ti co pa ra los erro res.

Este ar tícu lo mues tra que los mé to dos de pro nós ti co frac ta les pue den

com pe tir con los eco no mé tri cos, aun que sub sis te la ta rea de com pa rar es te

mé to do con otros, in clui das las re des neu ra les. El mé to do pre sen ta do aquí

es una me jo ra de la te sis del cuar to au tor, rea li za do con la su per vi sión del

pri me ro (véa se Gar cía-Val dez, 1996). Las sec cio nes I y II de es te ar tícu lo

me jo ran el tra ba jo de te sis del se gun do au tor, rea li za do con la ase so ría del

pri me ro, y se pre sen tó en la Uni ver si dad de las Amé ri cas, Pue bla (véa se

Oje da-Suá rez, 2004). Agra de ce mos a Da vid Wet zell, quien ase so ró al se -

gun do au tor en su te sis pa ra ob te ner una par te im por tan te de los re sul ta dos

eco no mé tri cos pre sen ta dos aquí. Este ar tícu lo se es cri bió en la Uni ver si tá
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de gli Stu di di Sie na, don de el pri mer au tor pa só su año sa bá ti co en 2004-2005.

Agra de ce mos la gran hos pi ta li dad de Lio ne llo Pun zo y de las au to ri da des

de la Uni ver si tá de gli Stu di di Sie na, así co mo el va lio so apo yo de las au to ri -

da des de la Uni ver si dad de las Amé ri cas, Pue bla.

I. EL MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO Y SU SIMULACIÓN

Po de mos ex pli car el mo vi mien to brow nia no frac cio na rio como una fun -

ción de B tH( ), con la pro pie dad:

D DB tH
T¥

con D t t t= -2 1, DB B t B tH H H= -( ) ( ),2 1  y 0 1< <H . Aquí H es el ex po nen te de

Hurst. Para H =1 2/  ob te ne mos el mo vi mien to brow nia no, para H >1 2/  te -

ne mos la per sis ten cia y para H < 1 2/  te ne mos la an ti per sis ten cia. Más exac -

ta men te, el mo vi mien to brow nia no frac cio na rio se de fi ne como si gue,

(véa se a Fal co ner, 1990):

El mo vi mien to brow nia no frac cio na rio es un pro ce so alea to rio BH : [ ,0

¥ ®)  ¦ en al gún es pa cio de pro ba bi li dad tal que: i) con pro ba bi li dad 1, 

B tH( ) es con ti nua y BH( ) ;0 0=  ii) para todo t > 0 y h > 0, el in cre men to B tH( +  

h B tH) ( )-  tie ne la dis tri bu ción nor mal con me dia 0 y va rian za h H2 .

La grá fi ca de mo vi mien to brow nia no frac cio na rio con ex po nen te de

Hurst H tie ne Haus dorff y di men sión de caja 2 – H (véa se Fal co ner, 1990, y

el teo re ma 1 de Barn sley, 1988).

1. La fór mu la de la simula ción de Fe der

Fe der pro du jo en 1988 una fór mu la para la si mu la ción de las se ries de tiem -

po frac ta les, a par tir de una se cuen cia de nú me ros Alea to rios gaus sia nos

(véa se Fe der, 1988, y Pe ters, 1996, apén di ce 3). Su fór mu la para los in cre -

men tos de un mo vi mien to brow nia no frac cio na rio es:
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Aquí { }x i  es un con jun to de va ria bles alea to rias gaus sia nas con va rian za

uni ta ria y me dia 0. M es el nú me ro de pe rio dos. La uni dad de tiem po se di vi -

de en n in ter va los (véa se Fe der, 1988).

Fe der ob tu vo su fór mu la em plean do una ver sión dis cre ta (véa se Man del -

brot y Wa llis, 1969) de la in te gral si guien te (véa se Man del brot y Van Ness,

1968):

B t
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Esta in te gral mues tra que los va lo res de la fun ción B tH( ) de pen den de to -

dos los in cre men tos an te rio res dB t( )¢  en el mo men to ¢<t t de un pro ce so

alea to rio gaus sia no or di na rio B t( ) con me dia 0 y va rian za uni ta ria.

2. Una varia ción de la fór mu la de Fe der

De la fór mu la de Fe der para los in cre men tos de un mo vi mien to brow nia no

frac cio na rio, el pri me ro y el ter ce ro de los au to res de ri va ron la si guien te

fór mu la de si mu la ción para un mo vi mien to brow nia no frac cio na rio:
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Como an tes, { }x i  es un con jun to de va ria bles alea to rias gaus sia nas con va -

rian za uni ta ria y me dia 0. M es el nú me ro de pe rio dos, y la uni dad de tiem po

se di vi de en n in ter va los.

La fór mu la se ob tu vo como si gue: pri me ro, rees cri bi mos el se gun do tér -

mi no de la fór mu la de Fe der en la for ma siguiente:
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Por tan to, la fór mu la de Fe der luce aho ra como si gue:
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Si apli ca mos la úl ti ma fór mu la para el in ter va lo [0, t], en lu gar del in ter va -

lo [0, 1], y di vi di mos la uni dad de tiem po en n in ter va los de igual lon gi tud,

ob te ne mos la fór mu la si guien te, uti li zan do el he cho de que BH( ) :0 0=
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Rees cri bi mos el se gun do tér mi no de la úl ti ma ex pre sión como sigue:
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Por tan to, ob te ne mos:
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La va li dez de la fór mu la fue con fir ma da en la te sis de li cen cia tu ra del ter cer

au tor de este ar tícu lo, con la su per vi sión del pri me ro (véa se Nava-Huer ta,

1996).

II. UN MÉTODO DE PRONÓSTICO PARA LAS SERIES DE TIEMPO FRACTALES

Pre sen ta mos aquí un mé to do de pro nós ti co para las se ries de tiem po frac ta -

les o mo vi mien to brow nia no frac cio na rio. Este mé to do se apli có a las ci fras
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del ín di ce de pre cios y co ti za cio nes de la Bol sa Me xi ca na de Va lo res. El mé -

to do bá si co con sis te en los pa sos si guien tes:

i) Pri me ro cal cu la mos el ex po nen te de Hurst de un pe rio do an te rior.

Emplean do el mé to do del con teo de caja, cal cu la mos la di men sión frac -

tal D de la grá fi ca co rres pon dien te a los ren di mien tos del IPC, del 22 de

no viem bre de 2002 al 16 de fe bre ro de 2004, y ob tu vi mos el va lor de su

ex po nen te de Hurst H D= - =2  0.7812.

ii) Lue go ela bo ra mos grá fi cas de si mu la ción para 30 días. Emplea mos

nues tra fór mu la de si mu la ción para ela bo rar 225 se ries de tiem po frac -

ta les, si mu lan do 25 grá fi cas de 30 pun tos para cada uno de los va lo res si -

guien tes de H, al re de dor del va lor cal cu la do del pe rio do an te rior: 

.7321, .7449, .757, .7691, .7812, .7933, .8054, .8175, .8296.

iii) Luego rees ca la mos las grá fi cas y es co gi mos la más cer ca na a la real. Es-

tu dia mos la evo lu ción de las grá fi cas si mu la das res pec to a la real, en los

15 días si guien tes al 17 de fe bre ro de 2004. Rees ca la mos las grá fi cas si -

mu la das a fin de te ner el mis mo má xi mo y mí ni mo de la grá fi ca IPC real

du ran te ese pe rio do de 15 días. Lue go es co gi mos las grá fi cas que per ma -

ne cen más tiem po (du ran te los 15 días) den tro de la 7-ve cin dad tu bu lar

de la grá fi ca real con los va lo res si guien tes de 7: 50, 25, 25/2, …, 25/16.

iv) Fi nal men te apli ca mos una trans la ción ver ti cal a las grá fi cas si mu la das a

fin de que las se ries si mu la das y el IPC ten gan el mis mo va lor en el día

nú me ro 15.

1. Re sul ta dos del mé to do de pro nós ti co en la pre dic ción de un día

Apli ca mos 50 ve ces el mé to do an tes des cri to y ob tu vi mos 102 grá fi cas si mu -

la das. Pre sen ta mos los re sul ta dos ob te ni dos cuan do apli ca mos nues tro mé -

to do de pro nós ti co para pre de cir el va lor del IPC en el día nú me ro 16 (pro -

nós ti co de un día). Mos tra mos nues tra me jor y nues tra peor pre dic cio nes,

así como la dis tri bu ción de los erro res, y pre sen ta mos una grá fi ca del error

por cen tual como una fun ción del nú me ro de días pro nos ti ca dos.

a) La me jor y la peor pre dic cio nes de un día. En las grá fi cas 1 y 2 se mues -

tran la me jor y la peor de nues tras pre dic cio nes de un día. El día pro nos ti ca do

es el día nú me ro 16. En cada grá fi ca, la lí nea de guio nes co rres pon de a la grá -

fi ca real del IPC, mien tras que la con ti nua es la grá fi ca si mu la da. Los erro res

son: .0027% para la me jor, y 1.38% para la peor, res pec to al va lor del IPC.
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b) La dis tri bu ción de los erro res re la ti vos en la pre dic ción de un día. La

grá fi ca 3 co rres pon de al his to gra ma con la dis tri bu ción de las fre cuen cias

del va lor ab so lu to de los erro res re la ti vos en la pre dic ción de un día. La me -

dia de los da tos es 0.00282713, la me dia na es 0.00210516, y la va rian za es

0.00000742799.

c) El error me dio como una fun ción del tiem po en la pre dic ción. La grá fi ca

4 co rres pon de a la me dia del va lor ab so lu to de los erro res por cen tua les en la

pre dic ción, como una fun ción del nú me ro de días pro nos ti ca dos.

2. Com pa ra ción con otros méto dos

En esta par te com pa ra mos los re sul ta dos ob te ni dos en la sub sec ción 1 con

los re sul ta dos de otros dos mé to dos. El pri mer mé to do (lo lla ma mos aquí el
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“mé to do in ge nuo”) con sis te en to mar el úl ti mo va lor real como la pre dic -

ción del día si guien te, ya que las ci fras del IPC eran in de pen dien tes, o tie nen

una me mo ria de cor to pla zo (véa se Pe ters, 1994, cap. 3). El se gun do mé to do

se ex pli ca en la sub sec ción si guien te.

a) Un mé to do eco no mé tri co. Se apli có un pro ce so au to rre gre si vo de pri -

mer or den, o AR(1), a las di fe ren cias por cen tua les de las ci fras del IPC, co -

rres pon dien tes a las fe chas del 22 de no viem bre de 2002 al 16 de fe bre ro de

2004:

dPIC
IPC IPC

IPCt
t t

t
=

- -

-

1

1

Eso sig ni fi ca que se apli có un mo de lo de la for ma:
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dIPC dIPC et t t= + +-a r 1

en que a y r son cier tos pa rá me tros, y la se rie { }et  tie ne las pro pie da des:

E e E ee Ie( ) ( )= ¢ =0 2y s

Véa se ma yo res de ta lles en John ston (1984), cap. 8. Se co rrió una re gre -

sión me dia na em plean do el pa que te STATA, y se ob tu vie ron los re sul ta dos

siguientes:

r
mediana

=  0.0983064 va lor del es ta dís ti co t = 1.73

a
mediana

=  0.00129003 va lor del es ta dís ti co t = 2.42

Los va lo res ob te ni dos son es ta dís ti ca men te sig ni fi ca ti vos por que los

va lo res del es ta dís ti co t son cer ca nos a 2 o ma yo res. El di bu jo si guien te co -

rres pon de a la me dia del va lor ab so lu to de los erro res por cen tua les en la

pre dic ción, como una fun ción del nú me ro de días pro nos ti ca dos.

b) Com pa ra ción de los resul ta dos. El cua dro 1 mues tra los re sul ta dos del

mé to do frac tal, el mé to do in ge nuo y el mé to do eco no mé tri co res pec to a la

pre dic ción de un día. En el mé to do in ge nuo, el error pre sen ta do es la me dia

del va lor ab so lu to de los erro res re la ti vos, en los pro nós ti cos de un día, du -

ran te los pri me ros 15 días del pe rio do es tu dia do. El método fractal obtuvo

el mejor resultado.

La grá fi ca 6 mues tra las cur vas jun tas co rres pon dien tes al error me dio,

como una fun ción del nú me ro de días pro nos ti ca dos, para el mé to do frac tal
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y el mé to do eco no mé tri co. La lí nea de guio nes co rres pon de a la cur va del

mé to do frac tal.

Po de mos ob ser var que el mé to do eco no mé tri co tie ne re sul ta dos un poco

me jo res, en la pre dic ción a lar go pla zo, que el mé to do frac tal: en 8 de los 15

días su error es me nor que el del método fractal.

CONCLUSIONES

Pre sen ta mos un mé to do de pro nós ti co frac tal ba sa do en una va ria ción de

la fór mu la de Fe der para la si mu la ción del mo vi mien to brow nia no frac cio -

na rio. Hi ci mos una com pa ra ción de los re sul ta dos con los ob te ni dos con

un mé to do eco no mé tri co (un pro ce so au to rre gre si vo de pri mer or den), y

el mé to do de pro nós ti co con sis ten te en to mar el úl ti mo va lor real como el

pro nós ti co de un día. El mé to do frac tal mos tró el me jor de sem pe ño en el pro -

nós ti co de un día. Por otra par te, los re sul ta dos del mé to do eco no mé tri co

fue ron un poco me jo res que los re sul ta dos del mé to do frac tal en el pro nós -

ti co de lar go pla zo. Este ar tícu lo mues tra que los mé to dos de pro nós ti co

frac ta les pue den com pe tir con los eco no mé tri cos, aun que con ti núa pen dien -

te la com pa ra ción de este mé to do con otros, in clui das las re des neu ra les.
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GRÁFICA 6. Error porcentual medio para el método fractal

(línea de guiones) y el método econométrico

CUADRO 1. Erro res en el pro nós ti co de un día

(Por cen ta je)

Frac tal Inge nuo Eco no mé tri co

Error por cen tual 0.28 0.82 0.88
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