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EL TRIMESTRE ECONOI\/IICO, vol. LXXV, num. especial, enero de 2008, pp. 203-213

GRANDES MERCADOS DE ASIGNACION
CON PAREJAS*

David Cantala™*

RESUMEN

Consideramos mercados de asignacién uno a uno con parejas, en que el mercado se
compone de mercados regionales. Analizamos la medida en que el supuesto de que
el mercado es grande permite garantizar la existencia de una asignacién estable. El
resultado es muy poco realista; en particular, necesitamos suponer que sélo hay
dos empresas en cada mercado regional.

ABSTRACT

We consider one-to matching markets with couples where the market is composed
by regional markets. We analyze to which extend assuming that the market is large
allows to guarantee the existence of a stable matching. The result turns out to be
very unrealistic, in particular one needs to assume that there are only two firms in
each regional market.

INTRODUCCION

l ‘ n mercados de asignacién por las dos partes de las parejas, es bien cono-
cido desde Roth (1984) que podria ocurrir que no hubiera ninguna
asignacion estable. A fin de garantizar la existencia de una asignacidn estable,

* Palabras clave: asignacidn, estabilidad, parejas. Clasificacion JEL: C78, D78 [traduccién del in-
glés de Eduardo L. Sudrez].
** Centro de Estudios Econémicos, El Colegio de México (correo electrénico: dcantala@colmex.mx).
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Klaus y Klijn (2005) definen la condicién de correspuesta: las preferencias
de las parejas son correspondientes si el mejoramiento unilateral de uno de
los socios es benéfico para ambos miembros de la pareja. Con esta condi-
cién, los autores mencionados demuestran que la existencia de una asig-
nacion estable estd garantizada. Una subclase de preferencias de la corres-
puesta, la de las preferencias de correspuesta lider-seguidor, es un dominio
realista para las parejas en las que uno de los miembros es un lider y el otro
un seguidor que no evalda su carrera tanto como la de su cényuge.'

Desafortunadamente, las preferencias de correspuesta de lider-seguidor
no son la pauta de las preferencias de parejas descritas en Roth y Sotomayor
(1990).> Por lo contrario, los autores explican que el deseo de los cényuges
es encontrar empleos cercanos entre si, en la misma area geografica. La fuer-
te condicidn regional lexicogrifica definida en Cantala (2004) intenta captar
el compromiso entre las aspiraciones de la carrera y las privadas, que en nues-
tra opinion es el meollo del problema.

Reforzamos las preferencias regionales lexicogrificas fuertes, que ahora
se expresan asi: 7) las parejas dividen el conjunto de las posiciones de manera
que las posiciones en el mismo elemento de la divisién pertenezcan a la mis-
ma regidn; iz) los cnyuges prefieren trabajar en la misma drea a cualquiera
otra situacion; 1) las parejas prefieren que ambos miembros de la pareja tra-
bajen para empresas que se encuentren en la misma region, en lugar de traba-
jar para empresas que pertenezcan a regiones diferentes; 7v) dentro de cada
regién son independientes las preferencias de los miembros de cada pareja,
y v) sino pueden encontrar un empleo en la misma regidn, buscaran puestos
independientemente, y si una empresa es aceptable cuando ambos cényuges
se reinen en una region, también es aceptable cuando no se retinen.

Igualmente, con esta condicién podria ocurrir que no exista ninguna
asignacion estable. Una caracteristica de los ejemplos que exhiben la inexis-
tencia es que existe una gran competencia por “buenos” empleos. Si cree-
mos que las parejas estdn dispuestas a hacer concesiones acerca de su carrera
para vivir juntos, podria ocurrir que el supuesto de que los mercados son
suficientemente “grandes” ayudara a resolver el problema de la existencia.
Nuestro enfoque dice que el gran mercado es grande si, siempre que los

1 Klaus, Klijn y Mass6 (2003) demuestran que, con la restriccién anterior acerca de las preferencias,
las parejas podrian manipular el procedimiento de 1998 aplicindolo al NRMP como trabajadores solte-
ros. También demuestran que el procedimiento de 1998 podria ficilmente no encontrar una igualacién

estable existente, obtenido por Gale y Shapley (1962), Deferred Acceptance Algorithm.
2 Véase p. 141.
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miembros de una pareja rechazan una asignacién como “solteria”, existe
otra regidn tal que la pareja podria reunirse. Demostramos que, con esta
condicidn, existe una asignacion estable si no hay ningun trabajador soltero
en el mercado y hay a lo sumo dos empresas por regién.

El ensayo se organiza como sigue: las notaciones se presentan en la sec-
cién I, asi como los conceptos de la estabilidad y las restricciones en las
preferencias de la pareja. En la seccion 1T defendemos el resultado de la exis-
tencia relacionada con la condicién del mercado general grande.

|. OBSERVACIONES PRELIMINARES
1. Agentes, preferencias y asignacion

Consideramos mercados de asignacién uno a uno con parejas: (F, W, C, >)
en el que el conjunto de empresas es F ={f,,..., {,} y W ={w,, ..., w, } es el
conjunto de trabajadores, F (1 W =@. Las empresas se denotardn por [ y
los trabajadores por w. Algunos trabajadores son casados, lo que genera un
numero fijo nde parejas; C es el conjunto de parejas. El conjunto de trabaja-
dores solteros se denota por W,, y el conjunto de trabajadores casados por
W.. Asi pues, C es un subconjunto particular de W, x W.

Cada empresa f tiene una relacion de preferencia estricta, transitiva y
completa >, sobre W U {@}. Interpretamos el conjunto vacio en la relacién
de preferencia >, como que la empresa f no ha sido asignada a ningin tra-
bajador. Cuando una empresa f coloca al conjunto vacio por encima de un
trabajador w, ello significa que no desea contratar a w. Los trabajadores sol-
teros tienen una relacién de preferencia estricta, transitiva y completa >, en
el conjunto F U {@}. Interpretamos el conjunto vacio en >, como que w
estd desempleado.

Seguimos a Roth y Sotomayor (1990) y definimos las preferencias de los
miembros de una pareja en su relacién y las de su cényuge, o sea en(F U {@})
x (F U{@}). Sea que ¢ =(w,, w,) una pareja, (f,, f,) =, (f5, f;)significa que
el trabajador w, prefiere estar unido a f,,y su compaiiero, w,,a f,, en lugar
de estarunido a f, y f, respectivamente. Los perfiles de la preferencia son (r
+m)-tuplos de las relaciones de preferencia y se representan por == (-, ..,
> Zwps > ~w,y,)- En adelante supondremos como dado un mercado de
asignacién particular de uno a uno con pareja (F, W, C, >).

Para cualquier empresa f definimos el conjunto aceptable de f por debajo
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de > como el conjunto de trabajadores estrictamente preferido al conjunto
vacio, es decir, A (=) ={we W |w >, {d}}.

Alos trabajadores de A () se les llama aceptables para f. De igual modo,
para todo w € W, definimos el conjunto aceptable de w con > como A _(>) =
{feF|f>,{0}}. A las empresas en A_ () se les llama aceptables para w.
Para cualquier pareja (w,, w,) € C definimos el conjunto aceptable de(w,,
w,) con >como el conjunto de pares de compaiieros (empresas o el conjun-
to vacio) preferidos al conjunto vacio por ambos cényuges respectivamen-
te; es decir,

Awl,w2(>‘):{(Pl’P2)e(F U {Q})2| (Pl’pZ)iwl(@sPZ)s (Pz; pl)th(w’pl)
(P15 £2) 700, @, ), (P25 P1) 7, (8, D)}

Alos pares de empresas en A, ,, () se les llama aceptables para ¢ =(w,,
w,).
Recordemos ahora lo que es una asignacion.

Definicion 1. Una asignacién p es una proyeccion del conjunto F UW en
FUW U{@}tal que paratodo fe Fywe W:

D [(HI=lyn(f)eW,oun(f)=0,
i) Ju(w)| =1y u(w)e F,on(w) =0,
1) w(w) =f siysélosiw=p(f).

La condicién 7) dice que una empresa serd unida con un trabajador o
permanecerd soltera. En cuanto a la condicién ) un trabajador serd uni-
do con una empresa o permanecerd soltero. La condicién #z) establece la
naturaleza reciproca de la relacién. Para representar las asignaciones em-
plearemos la notacién

M:(fl fr fy oj

w3 wl Q wz

en que, por ¢jemplo, f, se aparea con w; y w, no se aparea.

2. La estabilidad de los mercados iguales con parejas

Dado una igualacién p, decimos que un trabajador soltero w obstruye p si
prefiere permanecer solo a unirse con pu(w); es decir, @ >, p(w).
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La asignacién p es obstruida por una pareja (w,, w,) € C si:

a [(0, u(w,)) =, ((wy), W(w,)) y (K(w,), 0) =, (W(w,), n(w,))],
b [(n(w,), @) =, (w(w)), 1(w,))y (@, u(w))) =, (W(w,), n(wy))], 0
¢ [(@, 0) -, (W(w)), 1(w,)) y (@, @) -, (W(w,), n(wy))].

Por tltimo, la empresa f obstruyea pusi@ =, p(f).

Una asignacién es individualmente racional si no es obstruida por ningu-
na empresa individual, ningtn trabajador soltero o ninguna pareja. Una
asignacién p es obstruida por un par (w, f),en el que we W,, st w = p(f),
w = W)y f o p(w).

Decimos que una asignacién p es obstruida por un par (w,, f) en el que
w, € (wy, w,), stw, # u(f), w, ~r n(f), (f,n(w,)) ", (n(w)), p(w,)) y(n
(@,), f) 7o, (0(w)), u(wl)) Una asignacion pes obstruida por un trio ((w;,,
w), 1) (@5, w) e Cy st % W(F), @, () (f,0) =, (), ()
y (@, f) =, (m(w, ),1(w,)).” Por dltimo, una asignacién p es obstruida por
un cuartet ((w,, @), f, folo(wp w3)€ Cysiw, # () w0, # (o) @, =,

M(A)@s =y, KU, (fos o) =, (W(@0)s w(w2))y (for 1) 7, ((w0), (@),

Decimos que una asignacion pes grupalmente estable si no es obstruida por
ninguna par, trio o cuarteto.

Definicion 2. Una asignacion es estable si es individualmente racional y gru-
palmente estable.

3. Restriccion en las preferencias de las parejas

Ahora fortalecemos el gran dominio lexicografico regional de las preferen-
cias. Las dos primeras condiciones son similares a las de Cantala (2004), es
decir, que las parejas quieran vivir juntas y, por tanto, obtengan un empleo
en la mima regién y prefieran estar unidas en la misma regién a cualquiera
otra situacién, o sea a trabajar en regiones distintas o que una de ellas obten-
gaun (buen) empleo y la otra permanezca desunida. Las tres condiciones si-
guientes son nuevas. Tercero, dentro de cada regién son independientes las
preferencias de los conyuges; en particular, los conyuges pueden competir
por los empleos. Cuarto, si no pueden encontrar puestos en la misma regidn,
sus preferencias acerca de las parejas aceptables serdn independientes tam-

3 La obstruccién por un trio no operard en nuestro contexto de preferencias.
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bién. Por tltimo, si una empresa es aceptable cuando se encuentra al cényu-
ge en la region, también lo es cuando no se encuentra al conyuge en el drea.

Definicion 3. Sea ¢ =(w,, w,) € C. Decimos que los ordenamientos >, y

>, satisfacen las condiciones regionales lexicograficas fuertes si

7) Existe una particién de F “={F, ..., F,’} tal que para todos los pares
de empresas(f,, f,) € FixF; v(fss fo) € FixFy, q# q',en que am-
bos son aceptables para (w,, w,), si g < ¢" entonces[(f,, f,) =, (f5,
)y (fs £) "w, (fi> £3)):

i) Para todos los pares de empresas (f,, f,) € F, x F,, que son acepta-
bles para (w,, w,), entonces para todos los pares de compaiierosp, €
(Fqc' Uia}),p, e (Fqc” u{ab), q'# q”,tenemos(fl, f) ~w, ®op2)Y (frs
fl) >w2 (pZ’pl)'

211) Para todo FieFSq=1,..,p, siempre que exista f,, f, vy f5 € F; tal
que (fl’ f3) > (fzs fs)a entonces (fl’ f4) > (fz’ f4)para todo f4 € Fqc
elL=wW,, W,.

iv) Paratodos los pares de compaiieros (p, p)e (F, U{@})x(F, U{a}),
(®,>p5) € (F U{@}) x (F, U{B}), que sean aceptables para ¢ =(w,,
w,), 4'# g, 9" # q,51(p1,p3) = (P> p3) entonces (P, pu) = (P1, P4)
paratodop, e (F; Uie}), g#4,9+#q",ei=w,, w,.

v) Si(f, f') e (F; x F,)es aceptable para ¢ =(w,, w,), entonces (f, p)
e(F,/x(F U{@}), g'# g, es también aceptable para ¢ =(w,, w, ).

La condicién 7) indica que existe un ordenamiento comin de los ele-
mentos de la particién del conjunto de empresas. La motivacion de estas
particiones es que las parejas enfrentan restricciones geograficas que per-
miten a las parejas vivir juntas o no. Las parejas tienen preferencias res-
pecto a los pares aceptables de empresas que dependen del elemento de la
particién al que pertenezcan; denotamos los elementos mds preferidos
con un subindice. Nos referimos a F  como la particién de ¢. La condi-
cién 7i) muestra que las parejas prefieren siempre unirse al mismo elemen-
to de la particion, independientemente de su deseabilidad, a situaciones
en las que los conyuges estdn separados o sélo uno de ellos tiene empleo;
llamamos a esto unicidad. La condicidn i) representa la independencia
dentro de la regién; la condicidn ) es la independencia entre las regio-
nes, y la condicidon v) es la congruencia.

Hasta ahora, las particiones de parejas no se relacionan entre si, mien-
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tras que su existencia es motivada por restricciones geograficas que son
las mismas para todas las parejas.

Definicion 4. Sea C el conjunto de parejas y supongamos que sus preferen-
cias coinciden en cuanto a la deseabilidad de la empresa. Decimos que las
parejas enfrentan las mismas restricciones geograficas si hay una parti-
cién {F,, ..., F,} de F tal que para todas las parejas ¢ € C, existe una per-
mutacién de uno auno o,: {1, ...,p} > {1, ..., p} con la propiedad de que

{FS, ooy B} ={F E

o) T (p)

[1. EL MERCADO GENERAL GRANDE

Necesitamos otra condicidn para obtener nuestro resultado de existencia:
que el mercado sea suficientemente grande para que cualquier asignacién
obstruida por un cényuge sin su compaiiero sea igualmente obstruido por
la pareja, posiblemente en una regién diferente. Es decir, siempre es posible
que las parejas encuentren un empleo juntas.

Definicion 5. Para todas las asignaciones p obstruidas por ( f,, w,), w, € (w,,
w, ) tal que, si hay otra empresa f, en la misma regién que f,, w, no se
une con f, ni obstruye af,, entonces el mercado es grande si existe una
regién formada por (f, f,) v ((w,, w,), (f5, f,)) conforma una obstruc-
ci6én cuddruple. Ahora estamos preparados para enunciar el teorema 1.

Teorema 1.Sea(F ,W,, C, >)un mercado de uno auno con parejas. St W, =,
las preferencias de las parejas satisfacen las condiciones lexicogréficas re-
gionales fuertes, todas las parejas enfrentan las mismas restricciones geo-
graficas, hay a lo sumo dos empresas en cada regién y se da la condicion
del mercado grande, entonces existe una asignacion estable.

Prueba. Supongamos que no hay ningun trabajador soltero, las preferencias
de las parejas satisfacen las condiciones lexicogréficas regionales fuertes,
todas las parejas enfrentan las mismas restricciones geogréficas, hay dos
empresas por regién y se da la condicién del mercado grande. Para de-
mostrar que no estd vacio el conjunto de las asignaciones estables, adap-
tamos la prueba no constructiva de Sotomayor (1996). El principio de la
prueba es el siguiente: primero, definimos el conjunto de las asignaciones
inestables en que las coaliciones obstructoras no perjudican a ningtin tra-
bajador (en el sentido de que su formacién no empeorari la situacién de
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ningun trabajador). Sotomayor (1996) llama simples a estas asignaciones.
En su contexto, se aceptan todos los pares obstructores que impliquen
aempresas no apareadas (Roth, Blum y Rothblum, 1998, llaman también, a
estas asignaciones, firmes cuasi estables, pero las respectivas generaliza-
ciones de los conceptos de asignaciones simples y firmes cuasi estables a
nuestro modelo no coinciden porque su empleo teérico es diferente). En
nuestro contexto son necesarias las condiciones siguientes.

Definicion 6. Una asignacién pes simple si es individualmente racional y si?)
toda coalicién obstructora implica a empresas no apareadas; iz) si un tra-
bajador w implicado en una coalicién obstructora estd unida a una em-
presa f',la otra empresa de la regidn (si hay alguna) /", estd o no estd
unida al cényuge de w (quien, por la unicidad, estd implicado en el mismo
cuddruplo obstructor que w); z) una empresa estd unida como “soltera”
en una region, la otra empresa de la regidn, si hay alguna, no estd unida.

Segundo, observamos que el conjunto de asignaciones simples es no
vacio porque contiene las asignaciones en las que ninguno de los agentes
estd unido. Tercero, consideramos las asignaciones que son débilmente
Optimas en el sentido de Pareto para los trabajadores en el conjunto de las
asignaciones simples y observamos que esta asignacion es estable. Recor-
damos la definicién de lo débilmente Sptimo en el sentido de Pareto para
los trabajadores.

Definicion 7. Una asignacién p es débilmente dptima en el sentido de Pareto
para los trabajadores (entre todas las asignaciones simples) si es simple y
no hay ninguna asinacién simple p' tal que: z) a todos los trabajadores les
gusta i’ por lo menos tanto como , y 72) por lo menos un trabajador pre-
fiere u' a .

En virtud de que el conjunto de las asignaciones simples es finito y no
vacio, y de que las preferencias de los trabajadores son transitivas, existe
por lo menos una asigacién p que es débilmente 6ptima en el sentido de Pa-
reto para los trabajadores de este conjunto. Demostramos que p es estable.
Supongamos que no es asi, entonces 1 es obstruido por pares y/o cuddru-
plos que implican empresas no unidas (la obstruccién por un trio no tiene
sentido en nuestro contexto debido a la independencia interregional).

Paso 1. La asignacion p no es obstruida por f; y un cényuge w, € (w,,
w,) como “soltero”.
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1.1. w, no se une con la otra empresa (si hay alguna) en la regién, f,.

Por la condicién del mercado grande existe( f;, f,) que también obstruye
la asignacién con (w,, w, ). En efecto, podria ocurrir que (f;, f,) obstruyera
también la asignacidn con otras parejas o “solteros”. Se unen(f;, f,) con las
parejas favoritas para f,, digamos (w,, w, ), manteniendo a todos los demads
agentes unidos con los mismos compafieros que con . Sea p' la nueva asig-
nacién. Dado que a f; se le ha asignado su mejor trabajador extraido de los
cuddruplos obstructores, ningin cuddruplo obstructor implica a (f;, f,)
enp'.

Caso a. Ni f, ni f, obstruyen p' con un “soltero”.

Sostenemos que p' es simple. Pudiera ser que hayan aparecido coalicio-
nes obstructoras que impliquen a las parejas respectivas de w; y w, en p.
Dado que pes simple, la condicién 7zz) para p dice que los “solteros” se unen
solos en cualquier regidn. Por tanto, si estos “solteros” estdn implicados en
nuevas coaliciones obstructoras, no se violan las condiciones i) y iii) para
las asignaciones simples en el caso de p'.

Silas asignaciones respectivas de w, y w, estin implicadasenp' con com-
pafieros ya unidos en la misma regidn, estas parejas no violan la condicién ii).

Ademis, la pareja(w,, w, ) podriaimplicarse todavia en la obstruccién de
cuddruplos con otras empresas; dado que se unen juntos, no se viola iz). To-
das las demds coaliciones obstructoras existian ya en p porque todos los tra-
bajadores que han mejorado se sienten indiferentes. Por tanto, ' es simple.
Dado que p' es débilmente superior a 1 en el sentido de Pareto para los tra-
bajadores p(w;, w, han mejorado, otros son indiferentes por la condicién z)
de la asignacién simple para p), hemos llegado a una contradiccidn.

Caso b, f, y/o f, obstruyena p' con un “soltero”.

De nuevo, dado que el mercado es grande podemos repetir el procedi-
miento que acabamos de seguir para elaborar u* y llegar a los mismos sub-
casos, 7) y i). Dado que es finito el nimero de parejas y empresas, y que las
preferencias de las parejas son transitivas (ninguna pareja mejorara infinita-
mente), aunque a lo largo de la secuencia se observen sélo subcasos 7z), en
una iteracidon dada acabardn unidas todas las parejas y, por tanto, no se ob-
servard ninguna obstruccién por “solteros” (por la unicidad), asi que sélo
subsistird la conclusién de 7).

1.2. w, se une con la otra empresa (si hay alguna) en la regién, f,.

Dado quepes simple, f,,que se une con w,, no obstruye ap. Por 1.1, nin-
gln otro “soltero” obstruye a p.
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De nuevo, los mismos argumentos anteriores establecen que ninguna
coalicién obstructora nueva viola el hecho de que la nueva asignacién sea
simple. Por ejemplo, la asignacién f, con w, conducird a una asignacién
simple y superior en el sentido de Pareto, lo que es una contradiccién.

Paso 2. La asignacion de p no es obstruida por cuddruplos ((f,, f5), (w,,
w,)). Podria ocurrir que (£}, f,) obstruya a p con muchas parejas, en cuyo
caso las unird con la preferida por f, en p'. Por el paso 1 y dado que p es sim-
ple, f, v f, no estaban unidas y no habrd obstruccién por un soltero. Dado
que a f; se le ha asignado su mejor trabajador de entre los cuddruplos obs-
tructores, (f;, f,) no estdn implicadas en las coaliciones obstructoras. De
nuevo, el argumento tradicional dice que ninguna de las coaliciones obs-
tructoras nuevas que son posibles viola la condicién de que p' sea simple.
Por tanto, ' es simple y superior a p en el sentido de Pareto, lo que es una
contradicciéon.

La condicién del nimero de las empresas por region es muy fuerte. Desafor-
tunadamente, no puede relajarse, como lo revela el ejemplo 1.

Ejemplo 1.Sea (F, W,, C, >) el mercado de asignacién de uno a uno con pa-

rejas en que F ={f,, f,, f5, s f55 foo ;1 Wi =0, ¢, =(w,, w,), ¢, =(w;,
w,), ¢; =(w,, w,),y >es tal que

>f1= Wi, Wy
>f2 = W3, Wy
mfy = Ws, Wy
~f, = Wi W
mfy = Wss W)
"o = W3, W
~f, = Ws, Wy

Supongamos que las parejas enfrentan la misma restriccion geografica y
que su ordenamiento de las “regiones” es el mismo, o sea F*={f,, /5, f5},
Ff={f,, f5}s Fi={f., f,} para todo c=c,, c,, ¢;; ademds, supongamos
que o Y =0, ¥ 7uy Y Zwy ¥ 7wy Y 7w, Satisfacen la unicidad. Finalmen-
te, todas las empresas son aceptables para los trabajadores. El lector pue-
de verificar que en este mercado no hay ninguna asignacién estable. El
ejemplo siguiente muestra que el resultado de la existencia no se aplica
con trabajadores solteros.*

4 Agradecemos el ejemplo a un dictaminador anénimo de EL TRIMESTRE ECONOMICO.
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Ejemplo 2. Sea (F, W,, C, ) el mercado de asignacién uno a uno con pare-
jas, en que F ={f,, f5, f5, [}, W, ={w,}, c =(w,, w,) y >es tal que

>-f1 = ws3, W
>f2 =Wy, Ws
>f3 =W,
T W

Suponemos que las parejas enfrentan la misma restriccién geografica y
que su ordenamiento de las “regiones” es la misma, es decir, F,"={f,, f,},
F={f;, f.},parac;ademds, supongamos que -, y >, satisfacen la uni-
cidad y el trabajador soltero, w,, prefiere f, a f,. Por ultimo, todas las em-
presas son aceptables para todos los trabajadores. El lector puede verificar
que en este mercado no hay ninguna asignacidn estable.
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