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EL TRIMESTRE ECONOI\/IICO, vol. LXXIX (4), nim. 316, octubre-diciembre de 2012, pp. 733-779

TOMA DE DECISIONES DE AGENTES
RACIONALES CON PROCESOS
MARKOVIANOS

Avances recientes en economia y finanzas®

Onésimo Herndandez-Lerma
y Francisco Venegas-Martinez™*

RESUMEN

En esta investigacion se revisa la evolucién tedrica y préictica de los procesos
markovianos y se resalta su ripido avance y notorio potencial en el modelado de
los procesos de toma de decisiones de agentes racionales. Dichos procesos han
incorporado dindmicas mds realistas en el comportamiento de diversas variables
econdmicas y financieras que enriquecen el andlisis en ambientes con riesgo e in-
certidumbre. Particularmente, se destaca diversas extensiones y reformulaciones de
procesos markovianos de decisidn, juegos estocdsticos, optimalidad de Blackwell
para procesos de difusién controlados, control éptimo estocdstico con procesos
de difusién y su combinacién con saltos de Poisson, modelado de series de tiempo
con cadenas de Markov y, por dltimo, redes bayesianas con cadenas de Markov en
conjuncién con simulacién Monte Carlo (MCMC).

ABSTRACT

This research conducts a review of theoretical and practical developments of Mar-
kov processes in the specialized literature, highlighting their recent advances and
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zados (correo electrénico: ohernand@math.cinvestav.mx). F. Venegas-Martinez, Escuela Superior de
Economia, Instituto Politécnico Nacional (correo electrénico fvenegas1111@yahoo.com.mx).
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showing their potential for their technical goodness, in modeling the decision mak-
ing processes of rational agents adding more realistic dynamics of various economic
and financial variables. In particular, the paper highlights several extensions and
reformulations of Markov decision processes, stochastic games, stochastic optimal
control with diffusion processes, Blackwell optimality for controlled diffusion pro-
cesses, stochastic optimal control processes with diffusion processes and its combi-
nation with Poisson jumps; time series models with Markov chains, and Bayesian
networks with Markov chains in conjuntion with Monte Carlo simulation (MCMC).

INTRODUCCION

Los modelos deterministas que se utilizan en economia y finanzas, en
general, carecen de utilidad en la generacién de prondsticos. Estos mo-
delos tampoco proporcionan explicaciones coherentes con las dindmicas
observadas de las variables en andlisis y mucho menos ayudan a describir
el comportamiento racional de los agentes econémicos. En consecuencia es
necesario abandonar el paradigma determinista y tomar en cuenta las dis-
tribuciones de variables relevantes con el fin de modelar sus dindmicas de
manera més realista. Esto, por supuesto, no es s6lo una refinacién mis en el
modelado, sino una necesidad irremisible.

Por otra parte, las lecciones de la crisis mundial 2007-2009 hacen inelu-
dible replantear el modelado del riesgo y la incertidumbre en los procesos
de toma de decisiones de los agentes. Las exigencias mismas de la realidad
contingente han motivado un sinndmero de extensiones de las teorias exis-
tentes y la reformulacién de nuevos paradigmas tedricos. En particular, los
procesos markovianos de decisidn, los juegos estocdsticos y el control 6p-
timo estocastico han tenido un desarrollo notorio en los afios recientes,
como se puede apreciar en Prieto-Rumeau y Herndndez-Lerma (2012) en
juegos markovianos y cadenas de Markov en tiempo continuo; Guo y Her-
nindez-Lerma (2009) en procesos markovianos de decisién en tiempo con-
tinuo; Herndndez-Lerma y Lasserre (1996) en criterios de optimalidad de
proceso markovianos controlados en tiempo discreto; Herndndez-Lerma
y Lasserre (1999) por sus investigaciones en procesos markovianos contro-
lados en tiempo discreto; Herndndez-Lerma y Lasserre (2003) en cuanto a
cadenas de Markov y probabilidades invariantes;' Hernindez-Lerma (1989)

1'Véase también el trabajo de Hernindez-Lerma y Lasserre (2001b) de cadenas de Markov y matrices
de Harris.
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por sus aportaciones en procesos markovianos adaptativos, y Herndndez-
Lerma (1990) y (1994) por sus contribuciones a los procesos markovianos
en tiempo discreto. Por dltimo, respecto a aplicaciones de procesos marko-
vianos en economia y finanzas destacan los trabajos de Polanco-Gaytin
y Venegas-Martinez (2011) de economia estocdstica y Venegas-Martinez,
Torres-Preciado y Tinoco-Zermeiio (2010) del modelado estocistico de los
mercados financieros de capitales, deuda y derivados.

El propésito del presente articulo es realizar una revisidn, la cual no pre-
tende ser extensa, de los procesos markovianos, con hincapié en sus avan-
ces y reformulaciones. Muchas de las contribuciones recientes en procesos
markovianos de decision, juegos estocdsticos y control 6ptimo estocdstico
se deben a Onésimo Herndndez-Lerma y a sus colaboradores en todo el
mundo. Una ventaja didictica de las aportaciones de sus investigaciones
en el modelado del proceso de la toma secuencial de decisiones de agen-
tes racionales, en tiempo discreto o continuo y en ambientes con riesgo e
incertidumbre, es que todas sus investigaciones proporcionan una visién
unificada y congruente.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la préxima sec-
cién se revisa los procesos markovianos de decisidn; en la seccidn 1I se es-
tudia los juegos markovianos; en la seccidn III se examina la optimalidad
de Blackwell para procesos markovianos de difusién controlados; en el
transcurso de la seccidn 1V se revisa la teoria de control ptimo estocdsti-
co con procesos markovianos de difusidn; en la seccidn sexta se analiza los
problemas de control éptimo estocdstico en tiempo continuo con procesos
markovianos combinados con saltos de Poisson; en la seccion VI se presenta
los modelos de series de tiempo que incluyen cadenas de Markov; en la sec-
cién VII se revisa las redes bayesianas con cadenas de Markov y simulacién
Monte Carlo (MCMC); por tdltimo, se proporciona las conclusiones, desta-
cando las dreas de oportunidad para extender la teoria y desarrollar nuevas
aplicaciones.

|. PROCESOS MARKOVIANOS DE DECISION

Existen muchos sistemas econémicos y financieros en los que los hechos fu-
turos tienen asociada una distribucién de probabilidad que depende sélo del
presente, en cuyo caso podria ser idéneo modelarlos con cadenas de Mar-
kov. Varias preguntas surgen en el comportamiento de una cadena de Markov:
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¢como evoluciona un proceso de este tipo? ¢ Converge, en algin sentido, en
un estado estacionario? ¢ Qué tan rapido converge? Estas preguntas han sido
ampliamente contestadas en la bibliografia cuando la cadena de Markov tiene
un nimero finito de estados. Pero ¢ qué sucede cuando hay un niimero infinito
de estados, numerable o continuo? Al respecto, Herndndez-Lerma y Lasserre
(2003) se ocupan de las cadenas de Markov homogéneas en tiempo discreto
con espacios arbitrarios de estados y con un comportamiento ergédico descri-
to con medidas de probabilidad invariantes. En particular, esta seccién se con-
centra en procesos markovianos controlados de decision en tiempo discreto y
con horizonte de planeacién finito o infinito. Muchos fenémenos y situacio-
nes de interés en economia y finanzas son susceptibles de ser modelados con
este esquema;” por ejemplo, la toma de decisiones de consumo, produccién,
inversién y la evaluacidn de proyectos de inversion, ya sea en el corto o largo
plazos.

Una clase relevante de procesos de control la constituyen los procesos
de control markovianos. La evolucién de estos procesos en tiempo discreto
se puede describir como sigue. El sistema se encuentra, inicialmente, en el
estado 7, = x, entonces el controlador elige una accién (o control) 2, = a, lo
que genera un costo, r(x, a), que depende del estado y el control. Posterior-
mente, el sistema se mueve a un nuevo estado z; = y de acuerdo con una ley
de transicién en la que el futuro s6lo estd determinado por el presente. Este
procedimiento se repite y los costos se acumulan. Se dice que {i,: 7 = 1,
2,...} esun proceso de control markoviano, en tiempo discreto, si para cual-
quier estrategia 7 (una funcién de las sucesiones de estados acciones) y
cualquier n =0, 1, ..., la distribucién en 7 + 1, dada toda la trayectoria del
proceso hasta 7, depende sélo del estado y la accién en 7. Los estados y las
acciones son colecciones de variables aleatorias, definidas en un espacio de
probabilidad adecuado, y el objetivo es encontrar una politica de control
que optimice un criterio de desempeiio (en términos de valores esperados).

A continuacién se presenta, de manera sucinta, los elementos que inte-
gran un proceso markoviano de decisidn, abreviado mediante {S, 4, K, ¢,
r}. Considérese una cadena de Markov controlada en tiempo discreto con:
7) un espacio de estados, finito o numerable, S; 7z) un espacio medible de
acciones, A, equipado con una o-dlgebra A que contiene todos los sub-
conjuntos congruentes de un elemento de A; en este caso, el conjunto de

2 Este esquema también es conocido como programacién dindmica estocdstica en tiempo discreto.
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restricciones se representa mediante K = § X A; #17) para cada estado 1€ §
existe un conjunto de acciones A(z) disponibles; estos conjuntos se suponen
elementos de A; 7v) una matriz de probabilidades de transicién [q(j|7, 2)];
para cada 7,7 €Sy ae A(:) la funcién ¢(j|i,a) es no negativa y medible,
y X, csp(jlisa)=1paracada i€S y ae A(i), y v) una funcién r: K - R,
llamada la utilidad, ganancia o costo dependiendo del contexto.

SeaH, = §x(§xA)" el espacio de trayectorias hastael tiempon = 0,1, ..., oo
Sea

H= |J H,
0Sn<oe
el espacio de todas las trayectorias finitas. Los espacios H, y H estin equi-
pados con las 0-dlgebras generadas por 2° y A. Una estrategia 7 es una fun-
cién que asigna a cada trayectoria de estados y acciones b, = (i, a4, iy, 415 -y
lL,_1>a,_1,1,)€ H,n=0,1, .., una medida de probabilidad 7 (-, /,) definida
en (A4, A) que satisface las s1gu1entes condiciones: 7) w(A(z,)|h,) =1, y i)
para cualquier B e A la funcién 7 (B|-) es medible en H.

Una estrategia de Markov ¢ es una sucesion de funciones ¢,: S — A, n
=0, 1,..., tal que ¢, € A(z) para cualquier 7€ S. Se dice que una estrategia
de Markov ¢ es (IN,%0)-estacionaria, en laque N =0, 1, ..., si 9,(z) =5 (2)
paracualquiern=N+1,+ N + 2, ... y para cualquier € §. A una estrategia
(0,0)-estacionaria se le llama, simplemente, estacionaria. De esta manera,
una estrategia estacionaria se determina por una funcién ¢:S — A tal que
beAG),icS.

Una estrategia estacionaria aleatorizada ¢ es definida por sus distribucio-
nes condicionales ¢(+|7), 7€ S, de (A, A), de manera que ¢(A(Z)|z) =1 para
cualquier 2 € §. Obsérvese que en esta construccidn “candnica” los procesos
de estados y de acciones son colecciones de variables aleatorias. El conjun-
to H_ de todas las sucesiones de estados-acciones (2g, g, Ly @ys vy Ly _ 15 @y _ 15 Ly5dlyys -o2)
2> --) Y su correspondiente 0-ilgebra producto, F, forman un espacio medi-
ble (H.., F). Asi, cada estrategia 7 y estado inicial z, = x inducen una dnica
medida de probabilidad P en H_, en cuyo caso se denota al operador de
esperanza por E. Asi, la utilidad total descontada® cuando el estado inicial
es 1y la estrategia utilizada es 7 estd dada por

V(i,m)=E" {i Br (i, az)}
t=0

3 Se puede utilizar diversos criterios de desempefio; véase, por ejemplo, Feinberg (1982).
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enlaque Be(0,1) es el factor de descuento. La funcién de valor del proble-
ma planteado se define mediante

V(i)=supV(i; )

Sea € una constante no negativa. Una estrategia 7* se llama &-6ptima si,
para toda 7,

V(@i; %)= V(i) - ¢

Una estrategia 0-6ptima se llama, simplemente, 6ptima.

Respecto al esquema anterior, Herndndez-Lerma (1989) considera siste-
mas de control estocistico parcialmente observables, en tiempo discreto. El
autor estudia el problema de control adaptativo no paramétrico, en un ho-
rizonte infinito, con el criterio de ganancia total descontada y proporciona
las condiciones para que una politica adaptativa sea asintéticamente Optima,
asimismo establece condiciones para aproximar uniformemente, casi segura-
mente, la funcién de ganancia éptima. Su trabajo combina resultados de con-
vergencia con problemas de control estocistico adaptativo y paramétrico.

Asimismo, Herndndez-Lerma (1986) proporciona procedimientos de dis-
cretizacion de procesos markovianos de control adaptativo, en tiempo discre-
to, con un ndmero finito de estados y en un horizonte infinito, los cuales
dependen de parimetros desconocidos. En su investigacién las discretiza-
ciones se combinan con un esquema coherente de estimacién de pardme-
tros para obtener aproximaciones uniformes a la funcién de valor éptimo,
asi como para determinar politicas de control adaptativas asintéticamente
Sptimas.

Por otra parte, Herndndez-Lerma (1985), con el criterio de ganancia des-
contada y con un espacio de estados numerable, estudia los procesos semi-
markovianos de decisién que dependen de pardmetros desconocidos. Dado
que los valores verdaderos de los pardmetros son inciertos, el autor pro-
porciona un esquema iterativo para determinar asintdticamente la maxima
ganancia total descontada. Las soluciones toman el esquema iterativo de
valor no estacionario de Federgruen y Schweitzer (1981) y se combinan con
el principio de estimacién y control para el control adaptativo de procesos
semimarkovianos de Schal (1987).*

# Véase también Herndndez-Lerma y Marcus (1987).
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Por dltimo es importante destacar que Herndndez-Lerma (1986) extiende
el esquema iterativo introducido por White (1980) para un nimero finito
de estados con el propésito de aproximar la funcién de valor de un proce-
so markoviano con un conjunto numerable de estados a un espacio mul-
tidimensional numerable de estados. Con los mismos supuestos de White
(1980), el autor proporciona un esquema iterativo para determinar asintoti-
camente una politica éptima descontada, la cual, a su vez, se puede utilizar
para obtener una politica 6ptima estacionaria.’

[1. JUEGOS MARKOVIANOS EN TIEMPO CONTINUO

En esta seccién se formaliza un juego estocdstico de suma cero con dos ju-
gadores en tiempo continuo y homogéneo.® Los elementos que conforman
dicho juego se expresan de manera abreviada como {S, A, B, K,, K3, q, 7}.
Aqui, S es el espacio de estados, el cual se supone numerable, y A y B son
los espacios de acciones para los jugadores 1 y 2, respectivamente. Estos es-
pacios se suponen espacios polacos (es decir, espacios métricos, separables y
completos). Los conjuntos K, Sx A y Ky < §x B son espacios de Borel
que representan conjuntos de restricciones. Es decir, para cada estadoi e S,
la z-seccion en K 4, a saber, A(7):={a € A|(i,a) € K,}, representa el conjun-
to de acciones admisibles para el jugador 1 en el estado i; similarmente, la
i-seccion en Ky, B(7):={b € B|(i,b) € K}, representa la familia de acciones
admisibles para el jugador 2 en el estado i. Considérese ahora el subconjun-
to de Borel dado S x A x By sea

K:={(i,a,b)|i€S,ac A(i),be B(i)}

La componente ¢ denota la matriz de tasas de transicion del juego
Lg(j|7, a, b)), la cual satistace ¢(j|z,a,b)20 paratoda (i,a,b)eK,i#],y
se supone conservativa, es decir,

Y .q(jli,a,b)=0, V(i,a,b)eK

jes
y estable, esto es,

3 Otros trabajos relacionados con el tema son Hernindez-Lerma (1985) y Herndndez-Lerma y Mar-
cus (1984) y (1985).

6 En Herndndez-Lerma (1994) se encuentra una introduccién a los procesos markovianos de control
en tiempo continuo. Asimismo, el caso discreto es tratado en Hernindez-Lerma y Lasserre (1999).
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qi)= sup  gq;(a,b)<e, Vie§
ae A(i), be B(i)

en la que g,(a,b)=-q(i|i,a,b) para toda a€ A(i) y be B(:). Ademais,
q(j|#, a,b) es una funcién medible en A X B para 7, € § fijas. Por dltimo,
7: K — R es la tasa de ganancia (o utilidad) del jugador 1 (o la tasa de pér-
dida para el jugador 2).

Los jugadores 1 y 2 observan con frecuencia el estado presente del sistema.
Siempre que el sistema esté en el estado 7 € S en el momento ¢ 20, los juga-
dores eligen de manera independiente las acciones a € A(Z) y b € B(i), con-
forme a algunas “estrategias admisibles” introducidas lineas abajo. Como una
consecuencia de esto, ocurre lo siguiente: z) el jugador 1 recibe una ganancia
r(i, a,, b,); i) el jugador 2 incurre en una pérdida 7(z, 4, b,) (se dice que el jue-
go es de suma cero porque lo que un jugador gana, el otro irremediablemente
lo pierde), y iz) el sistema se mueve a un nuevo estado j # i con una funcién
de transicién de probabilidad posiblemente no homogénea determinada por
las tasas de transicion [¢(j |z, 4, b)]. El objetivo del jugador 1 es maximizar su
ganancia, mientras que para el jugador 2 es minimizar su pérdida respecto a
algtin criterio de desempefio, V., el cual se definird posteriormente.

Sea X es un espacio polaco y dendtese por B(X) su o-dlgebra de Borel,
y por P(X) el espacio de Borel de medidas de probabilidad definidas de X,
equipado con la topologia de convergencia débil. Una estrategia markovia-
na para el jugador 1, denotada por ', es una familia {m}, >0} de nicleos
estocasticos que satisfacen: i) para cada t>0 e i€S, 7/ (-|7) es una medi-
da de probabilidad de A tal que 7 (A(7)|i) =1, y ii) para cada E€ B(A) e
i€ S, n!(E|i) es una funcién Borel medible para ¢ > 0.

Sin pérdida de generalidad, en virtud de 7), también se puede ver a 7, (-|2)
como una medida de probabilidad de A(:). Asimismo, se denotara por I1]" a
la familia de todas las estrategias markovianas del jugador 1. Una estrategia
markovianaz'= {7} (-|7), t >0} e I1}" esllamadaestacionariasiparacadaz €
existe una medida de probabilidad 7, (- |7) € P(A(2)) tal que ! (-|2) € &'(:]4)
para toda ¢ 2 0. Esta politica se denota mediante {z'(-|7), i € E}. El conjun-
to de todas las estrategias estacionarias del jugador 1 es denotada por IT;.
La misma notacién es utilizada para el jugador 2, con P(B(7)) en lugar de
P(A(2)). Para cada par de estrategias, (7', 7°):={(x}, #7), t 20} e [1]" x 17,
las tasas de ganancia y transicién se definen, respectivamente, para cada
1,j€Syt=0,como:
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q(lintn®)=[, ], atliabr'dalr(dbli)

r(ti, ', x’) = r(i,a,b) 1'(da|i) 7 (db|i)

B(i) J A(i)

En particular, cuando #' y % son ambas estacionarias, las expresiones
anteriores se escriben, por lo comtn, como ¢(j |z, #', #°) y r(i, &', &°), res-
pectivamente. Considérese ahora la matriz Q(¢, n', ©°) = [q(j|i, t, x', ©%)],
una funcién de transicion (tal vez subestocastica) p(s, i, t, j, &', ), para la
cual Q(z, ', ?) es su matriz de tasas de transicién, es decir,

0p(s, i, t, j, w'y ?
P(S [/ ai )| =q(j|i,s,7t1, 7[2)

t=§

para todo z, €S8y s 20 es llamada un proceso del tipo Q. Un proceso de
tipo Q, p(s, i, t,7, n', %), es llamado honesto si

Y p(s,i,t,j, nl,m?) =1
=N
paratoda ieSyt2520.

A continuacién se define I} y TII, como subconjuntos de estrategias
markovianas que contienen a I1; y IT; y que satisfacen la condicién de con-
tinuidad de las correspondientes tasas de transicion para ¢ >0 y para cada
estrategia en I1, y IT,. De esta manera, q(j|t, i, &', &) es continua en ¢ >0,
paratodoz,j€S, y (x', n*) e I, x I1,.

Para cada pareja de estrategias (7', #°) € TT, x I1,, los datos iniciales (s, 7)
€ §:=[0,00)x S y un factor de descuento & >0, el criterio de pago descon-
tado V, (s, i, ©', ©*) se define como

Va (S,i,ﬂ'l,ﬂfz) = Lm ZP(s,i,t,j,nl, ﬂz)r(t,]',ﬂ'l,n-z) e (t=5) 4
jes

Las siguientes dos funciones:

L(s,i):== sup inf Va(s,i,nl,fcz)

nlel'll n:zeHZ

U(s,i):z inf  sup V, (s,i,nl,nz)

7[261_[2 7[161_[1
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definidas de S son llamadas el valor inferior y el valor superior, respectiva-
mente, del juego con pago descontado. Es claro que

L(s,i)S U(s,i), V(s,i) es

Si L(s,i)=U(s, i) para toda (s,7) €S, entonces a la funcién comin se le
llama el valor del juego y es denotada por V. Supdéngase que el juego tiene
un valor V, entonces una estrategia 7' en I, se dice que es 6ptima para el
jugador 1 si

inf V,(s,i, m*, w2 =V(s,i), V(si)eS§

nzeHZ

Similarmente, 7** en I1, es 6ptima para el jugador 2 si

sup V, (s, 5, m¥)=V (s,i), V(s,i)eS

ﬂlel_ll

Si £** €1, es 6ptima para el jugador k(k = 1, 2), entonces el par (7!, 7*?)
es llamado una estrategia éptima.

Respecto al planteamiento anterior es importante destacar que Guo y
Herndndez-Lerma (2005a) estudian juegos de suma cero de dos personas
para cadenas de Markov en tiempo continuo, con la posibilidad de que las
utilidades y las tasas de transicién sean no acotadas, esto segin el criterio
de utilidad total descontada.” Estos autores proporcionan las condiciones
en las cuales se garantiza la existencia del valor del juego y obtiene estrate-
gias estacionarias optimas mediante la ecuacién de optimalidad de Shapley
(1953). Asimismo, Guo y Hernindez-Lerma (2005a) proponen un esquema
de iteracidn de valores y demuestran su convergencia. El esquema converge
hacia el valor del juego y también hacia estrategias estacionarias optimas.
Por otra parte, cuando las tasas de transicién son acotadas, se demuestra
que la convergencia de esquema de iteracién de valores es exponencial.
Otro trabajo relacionado es el de Herndndez-Lerma y Lasserre (2001b),
quienes analizan el caso de juegos estocdsticos de suma cero con dos juga-
dores en espacios de Borel con el criterio de pago promedio. Este criterio
de ganancia (esperada) media se precisa a continuacién. Para cada politica

7 Véase también Herndndez-Lerma (2003d).
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de control medible 'y x € R” se define la ganancia promedio esperada de f
dado el estado inicial x € R”, con la tasa de ganancia r(t, x(z), f), como

Je foryi=timinf o B [ r(e,x(0), Nde
La funcién

];}(X,T) = qu](x’fa 7)
]

con x € R”, es llamada la ganancia promedio éptima. Si existe una politica
f paralacual

TG fm) =T (x,7)

para toda x € R”, entonces f es llamada la politica promedio 6ptima.

Respecto al esquema anterior, Jasso-Fuentes y Herndndez-Lerma (2008)
proporcionan las condiciones para la existencia de politicas rebasantes 6p-
timas para una clase general de los procesos de difusién controlados. La
caracterizacién es de tipo lexicogrifico, es decir, en primer lugar se identi-
fica la clase de las llamadas politicas candnicas y, posteriormente, dentro de
esta clase se busca politicas con alguna caracteristica especial, por ejemplo,
politicas candnicas que ademds maximizan el sesgo.®

Por otro lado, Escobedo-Trujillo y Herndndez-Lerma (2011) estudian
difusiones controladas moduladas con una cadena de Markov. Una difusién
controlada modulada con una cadena de Markov es una ecuacién diferen-
cial estocéstica de la forma

dx(t)= b(x(),y (1), w(t))dt + o (x(2),p(£)dW,, x(0)=0, y(0)=:

en la que y(¢) es una cadena de Markov irreducible en tiempo continuo con
un espacio de estados finito § = {1, 2, ..., N} y probabilidades de transicién

Ply(s+de)=jly(s)=1} = g;dt +o(dr)

Para estados 7 # j la cantidad ¢ij es la tasa de transicion de pasar de 7 aj,
mientras que

8 La optimalidad rebasante grande es un concepto introducido inicialmente por Ramsey (1928). Una
nocién mas débil se introdujo, de manera independiente, por Atsumi (1965) y Von Weizsacker (1965).
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9= Z%‘j

E)

Estos autores proporcionan las condiciones para la existencia y la ca-
racterizacion de politicas rebasantes 6ptimas. Para ello, primero, utilizan
el hecho de que la ganancia promedio de la ecuacién de Hamilton, Jacobi
y Bellman asegura que la familia de las politicas de control candnicas es no
vacio. Posteriormente, dentro de esta familia, se caracterizan las politicas
candnicas que maximizan el sesgo y que son rebasantes ptimas.’

Asimismo, Jasso-Fuentes y Herndndez-Lerma (2007) estudian una clase
general de los procesos markovianos de difusién con ganancia media espe-
rada (también conocido como ganancia ergddica) y proporcionan algunos
criterios “sensibles” al descuento. Estos autores dan las condiciones con
las cuales varios criterios de optimalidad son equivalentes. Otros trabajos
relacionados se encuentran en Guo y Herndndez-Lerma (2003a) al estudiar
cadenas de Markov controladas en tiempo continuo; Guo y Herndndez-
Lerma (2003b) al proporcionar condiciones de tendencia y monotonicidad
para procesos markovianos de control en tiempo continuo con el criterio
de pago promedio; Guo y Hernandez-Lerma (2003¢) que analizan cadenas de
Markov controladas en tiempo continuo con el criterio de pagos desconta-
dos, y Herndndez-Lerma y Govindan (2001) quienes investigan el caso de
procesos markovianos de control no estacionarios con pagos descontados
en un horizonte infinito.

Asimismo, Guo y Herndndez-Lerma (2003d) han estudiado juegos de
suma cero de dos personas para cadenas de Markov en tiempo continuo con
un criterio de ganancia media (o promedio). Las tasas de transicion pueden
ser no acotadas, y las tasas de ganancia pueden no tener cotas superiores ni
inferiores. Respecto a las condiciones de tendencia y monotonicidad de los
procesos de Markov en tiempo continuo, estos autores proporcionan las
condiciones en los datos primitivos de un sistema controlado, en las cuales
se garantiza la existencia del valor del juego y un par de fuertes estrategias es-
tacionarias 6ptimas mediante el uso de la ecuacién de optimalidad de Shapley
(1953). Por dltimo, presentan una caracterizaciéon de martingala de un par
de estrategias Optimas estacionarias.

Por otra parte, Guo y Herndndez-Lerma (2005b) realizan un estudio de

9 Otros resultados importantes de optimalidad en sesgo y optimalidad rebasante se encuentran en
Prieto-Rumeau y Herndndez-Lerma (2006) y (2009).
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juegos de suma no cero de dos personas para cadenas de Markov en tiempo
continuo con el criterio de pago descontado en espacios de accién de Borel.
Las tasas de transicion son, posiblemente, no acotadas, y las funciones de
pago podrian no tener cotas superiores ni inferiores. En este articulo se pro-
porciona las condiciones que garantizan la existencia de equilibrios de Nash
en estrategias estacionarias. En el caso de juegos de suma cero, demuestran
la existencia del valor del juego, y también proporcionan una manera recur-
siva de calcularlo, o al menos aproximarlo. Estos autores también demues-
tran que si las tasas de transicién estin uniformemente acotadas, entonces
un juego de tiempo continuo es equivalente, en cierto sentido, a un juego
markoviano en tiempo discreto.

Por ultimo, Guo y Herndndez-Lerma (2007) extienden sus investigacio-
nes de juegos de suma cero de dos personas para procesos de Markov de sal-
tos en tiempo continuo con un criterio de pago con descuento. Los espacios
de estados y de acciones son espacios polacos (espacios métricos, separables
y completos), las tasas de transiciéon pueden ser no acotadas, y las tasas de
ganancia pueden no tener cotas superiores ni inferiores. En este trabajo, los
autores extienden los resultados en Guo y Herndndez-Lerma (2003d) a pro-
cesos markoviano de saltos en tiempo continuo.

Si se supone que J7(f) denota la ganancia total esperada durante el inter-
valo de tiempo [0, 7] cuando se utiliza la politica de control f, y se define
como

oo 1
=1 f—
g(f)=liminf = Jr(f)
la ganancia promedio correspondiente, si fy f son dos politicas tales que

Jr(f)=Jr(f)+ T°

para toda 7> 0y algtin 0 € (0, 1), entonces se tienen dos politicas que pro-
ducen la misma ganancia aunque sus ganancias en un horizonte finito son
diferentes. Asi, el criterio de ganancia promedio no distingue entre las po-
liticas f y f. Para evitar este comportamiento se impone condiciones con
las cuales las ganancias en un horizonte finito de politicas estacionarias son
forzosamente de la forma

Jr(f)=Tg(f)+he(-)+e(f,T)
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enla que b(+) es el sesgo de fy e(f, T) es el término residual que tiende a
0 cuando 7' — e=. En consecuencia, si f y f’ son dos politicas estacionarias
con la misma ganancia promedio, entonces

T =Tr(f)=hp ()= he(-)+ [e(f, T)=e(f,T)]

Siademds se supone que h(+)2 hy.(-), entonces la politica £, la cual tiene
un sesgo mayor, finalmente rebasard a f” en el sentido de que para cual-
quier € >0 dado

Jr(f)zJr(f)-¢

para toda 7 suficientemente grande. En otras palabras, la maximizacién de
la funcién de sesgo, dentro de la clase de politicas éptimas de ganancia,
permite obtener la politica con mayor crecimiento. Al respecto, Escobedo-
Trujillo, Lépez-Barrientos y Hernindez-Lerma (2012) tratan con juegos
diferenciales estocdsticos de suma cero con ganancias promedio en el largo
plazo. Su principal objetivo es proporcionar las condiciones para la existen-
cia y caracterizacién de equilibrios 6ptimos en sesgo y rebasantes. Primero
caracterizan la familia de estrategias 6ptimas de ganancias promedio. Pos-
teriormente, en esta familia, se imponen condiciones adecuadas para deter-
minar las subfamilias de los equilibrios en sesgo y rebasantes. Un aspecto
esencial para conseguir esto es demostrar la existencia de soluciones de las
ecuaciones de optimalidad de ganancia promedio. Esto se hace mediante el
enfoque usual del “descuento desvaneciente”. Asimismo, Prieto-Rumeau
y Herndndez-Lerma (2005) tratan con juegos markovianos de suma cero
de dos personas en tiempo continuo con un espacio de estados numerable,
espacios de Borel arbitrarios de acciones y tasas de transicién y de ganancia
(o costo) posiblemente no acotadas. Analizan la optimalidad en sesgo y los
criterios de optimalidad rebasante.

Por su parte, Alvarez-Mena y Hernindez-Lerma (2006) consideran jue-
gos estocasticos no cooperativos de N personas con los criterios de ganancias
descontadas. El espacio de estados se supone que es numerable y los conjun-
tos de accidn son espacios métricos compactos. Estos autores obtienen varios
resultados importantes. El primero se refiere a la sensibilidad o la aproxima-
cién de juegos restringidos. El segundo muestra la existencia de equilibrios
de Nash para juegos restringidos con un espacio de estados finito (y un espa-
cio acciones compacto). El tercero extiende las condiciones para la existencia
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de una clase de juegos restringidos, que se pueden aproximar por juegos res-
tringidos con un nimero finito de estados y espacios de acciéon compactos.
Otras contribuciones que son relevantes en juegos estocdsticos son Rin-
cén-Zapatero (2004) y Rincén-Zapatero et al (1998) y (2000) que caracte-
rizan en juegos diferenciales equilibrios de Nash de subjuegos perfectos;
Nowak (2003a y b), y Nowak y Szajowski (2003) y (2005) analizan equili-
brios de Nash de juegos estocasticos de suma cero y no cero, y Neck (1985) y
(1991) estudia juegos diferenciales entre la autoridad fiscal y el banco central.

I1l. OPTIMALIDAD DE BLACKWELL PARA PROCESOS MARKOVIANOS
DE DIFUSION CONTROLADOS

Los criterios de optimalidad mds comunes para problemas de control épti-
mo con horizonte infinito son los de utilidad descontada esperada y utilidad
promedio esperada. Estos dos criterios tienen objetivos opuestos: el prime-
ro distingue el desempeifio en el corto plazo, ya que se desvanece para in-
tervalos grandes, mientras que el segundo considera la conducta asintdtica,
soslayando simplemente lo que pasa en intervalos finitos. Como opcién a
estas dos situaciones extremas se considera los refinamientos del criterio de
utilidad promedio tales como optimalidad rebasante, optimalidad en sesgo
y los llamados criterios sensibles al descuento, los cuales incluyen optima-
lidad con m-descuentos para un entero 7 > -1y optimalidad de Blackwell
para m = +oo. Se les llama “refinamientos” porque se refieren a politicas
de control que optiman la utilidad promedio. Al respecto, es importante
resaltar que Jasso-Fuentes y Hernindez-Lerma (2009) proporcionan algu-
nos de estos refinamientos. Esto autores dan condiciones que garantizan
la optimalidad con m-descuentos para cada entero 7 > -1y también para la
optimalidad de Blackwell cuando el sistema controlado es un proceso de
difusién markoviano de la forma

dx(t) =b(x(t), w(t))dt+o(x(t))dB(t) paratodo t20 y x(0)=x

enelque b(-,-):R"xU - R” y 6(+): R” = R"*“ son funciones dadas que
satisfacen un conjunto de condiciones estindar y B(:) es un movimiento
browniano de dimensién d. El conjunto U < R” es llamado el conjunto de
control (o accidn) y #(+) es un proceso estocdstico U-evaluado que repre-
senta la accidn del controlador a cada tiempo ¢ 2 0.
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[V. CONTROL OPTIMO CON PROCESOS MARKOVIANOS DE DIFUSION

En esta seccidén se establece el problema general de control ptimo esto-
céstico, en el que las restricciones son procesos markovianos de difusién
y se formula la técnica de programacién dindmica con la cual se obtiene la
ecuacién diferencial parcial no lineal de Hamilton, Jacobi y Bellman (HJB),
cuya solucién caracteriza el control 6ptimo y con ello las trayectorias de las
variables que optiman la funcién objetivo.’® El control 6ptimo estocdstico
es una técnica matematica utilizada para resolver problemas de optimacién
de sistemas dindmicos en ambientes de incertidumbre; como referencia ba-
sica véase Herndndez-Lerma (1994). Es importante destacar que las aplica-
ciones del control 6ptimo estocistico, en tiempo continuo, en economia, se
iniciaron con los trabajos Merton (1969) y (1971).1"

A continuacion se establece el modelo matemadtico general del problema
de control 6ptimo estocdstico en tiempo continuo. Considérese un siste-
ma dindmico en tiempo continuo con un horizonte temporal finito, [0,7].
Se definen, primero, las funciones u(t, x, #) y o(t, x, #), dadas por,

1R, xR” xR¥ > R”

o:R,xR"xR* - R"*¢
Para un punto x,€ R” considere la ecuacion diferencial estocdstica
dX, = u(t, X,, u,) dt+ o (¢, X,, ,) dW, (1)

Xo=xg ()

en las que se considera al proceso n-dimensional X, como el proceso de
variables de estado, que se requiere controlar, el proceso k-dimensional #,
como el proceso de control, cuya correcta eleccion controlard a X,, y W, es
un proceso de Wiener d-dimensional, definido en un espacio fijo de proba-
bilidad con una filtracién (Q, 7, (F"), (0, 775 P)-

Se define a continuacién una regla de control admisible. Para tal efecto
se considera la clase de procesos de control admisible como procesos cuyo

10 Véanse méds pormenores del problema de control éptimo estocdstico en tiempo continuo en, por

ejemplo, Hernandez-Lerma (1994) y Bjork, Myhrman y Persson (1987).
11 Una recopilacién de las contribuciones de Merton se encuentra en Merton (1990) y (1992).
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valor #, en el tiempo ¢ es adaptado al proceso de estado X, el cual se obtiene
mediante una funcién u(x, t)

u:R,xR"— RF
de manera que
u,=u(t,X,)

u asi definida es llamada regla de control de realimentacién o estrategia marko-
viana. Ahora se impone a u la restriccién de que para cada t, n,e Uc R* en
la que U es la clase de controles admisibles. Una regla de control u(x, t) es
admisible si: 7) u(t,x)eU, VteR, y VxeR”, y i) para cualquier punto
inicial (, x) dado, la ecuacién diferencial estocastica

dX, = u(s, X;, u(s, X;))ds + o (s, X;, u(s, X)) dW,

y
X, =x
tiene una unica solucién.

Dado que el problema de control éptimo por definir se encuentra en el
marco estocéstico, y toda vez que el proceso de estado es n-dimensional,
serd necesario definir las siguientes funciones y establecer el teorema fun-
damental del cdlculo estocdstico, llamado el lema de It6 (para el caso de
n variables). Para cualquier regla de control u las funciones " y 6" son

definidas por

pi(t, x)= .u(t’ X5 u(t,x))

o"(t,x)=o(t,x,u(t,x))

y se suponen con segundas derivadas continuas. El lema de [t6!? para n
variables de estado se establece a continuacién.

Considérese la funcidn y = (¢, x), x = (x;, x5, ..., X,,) la ecuacidn diferencial
estocastica

dx; = w,(x;, t)de+o,(x;, ) W, ®)

y cualquier vector fijo #, € R¥, para cualquier regla de control u, se tiene

12 Varios de los conceptos utilizados se encuentran de manera pormenorizada en Venegas-Martinez
(2008).
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*f(z,
2 2 aif;xf) G?('xia t) O-]l'l(xiat)pij-i-

G‘u(xi’ t)dw/it

1

& of (6,%) o Of (t,%)
+l§ ™ “"(x"’t)}dH; o

() i

en la que p;; es el coeficiente de correlacién entre dW), y dW, de manera que
p;;dt = Cov(dW,,,dW,, ). Ahora bien, dada una regla de control u, = u(t, X,
con su correspondiente proceso controlado X" se utilizard la notacién

dX® = gode + 6 dW, “)
Para definir la funcién objetivo del problema de control se considera las

funciones:

F:R,xR"xRF 5> R dada por (t,X;’,ut)%F(t,X;‘, ut)

®:R”" >R dadapor X — d)(Xtu)

en las que F evalta el desempefio del sistema a lo largo del tiempo y &
evalta el final. Se supone que tanto F como @ son de clase C*. Se define la
funcional objetivo del problema de control como J,:U — R,

.

en la que X" es la solucién de (3), con condicién inicial X; = x;, y en en la
que F, representa la informacién disponible al tiempo ¢ = 0. El problema de
control puede ser escrito como uno de maximizacién de la funcional /,(u),
enu e U. Se define la funcional é6ptima por

Js(u)=FE jTF(t, X!, u,)de+ o(X7)
0

Jo=max Jo(u)
uelU
Si existe la regla de control admisible 1 tal que

Jo= Jo(®)
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se define entonces a Gt como una regla de control éptimo para el problema
dado.

Si se supone una pareja (t, x) fijaenlaque t € [0, 7]y x € R”, el problema
de control se puede definir como:

Maxilrsnizar E fF(s, X, us)dt+ @(X}’) F

sujeto a

dX? = (s, X¥, u(s, XY))ds+ o (s, X7, u(s, X2')) dW, (5)

X, =x (6)
y a la restriccion

u(s,y)eU, paratodo (s,y)e[s,T]xR” 7)

La funcién de valor J:R,x R”"x U — R estd definida mediante
T
J(t,x,u)= E| [F(s, X!, u,)dr+ o(X})| 7
t

junto con las ecuaciones (5) y (6). La funcién de valor éptimo es
J:R,xR"> R
y estd definida por

J(t, x) = max J(t, %, u)
uelU

El objetivo, ahora, es caracterizar la funcién de valor en el control 6ptimo
mediante una ecuacién diferencial parcial, mejor conocida como la ecua-
ci6n diferencial parcial (EDP) de HJB."3 Es importante destacar que la deri-
vacién que, a continuacion, se hace de la ecuacion de HJB es informal, pero
ilustrativa. Supdngase que: 7) existe una regla de control éptimo u y ) la
funcién de valor é6ptimo J es de clase C*.

13 La ecuacién HB es el resultado central en la teorfa de control éptimo. La ecuacién correspondien-
te en tiempo discreto se conoce como la ecuacién de Bellman.
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Considérese el par (t,x)e (0,7)x R” fijo pero arbitrario, y supéngase
un incremento muy pequeiio, de hecho diferencial, dz € R tal que t < ¢ + dr
< T. También se considera una regla de control u fija pero arbitraria. Por
tanto, dada la definicién de la funcién de valor éptimo y el incremento ds,
se tiene la relacién recursiva temporal,

.

t+dt T
:?EagE[ J F(S,XSU, us)ds+ J F(s,Xsu, us)ds+d)(X}1) f;:l
;

A esta expresion se aplica en el primer sumando el teorema del valor medio
de célculo integral y en el segundo una expansion en serie de Taylor, de lo
cual resulta

ue

](t x)= max](t x,u)= maxE[fF(s, X/, us)ds+<1>(X7‘3)

t t+dt

t+ds
:maxE[ j F(s,XS“, us)ds+](t+dt,Xtu+dX;l
uelU

t

J, X" = {lneagE[F(t, XY, ut)dt+0(dt)+]A(t,Xt")+dj(t, Xt“) + o(dt)‘jﬂ

Después de simplificar, se tiene

0= flneagE[F(t, XY uz)dt +o(dt)+ dj(t, Xt“)

7]

En la expresion anterior se aplica el lema de It6 para obtener la diferencial
estocdstica de [, asi

3](t X

n
2 i xz’t)+

l

[](tX)

0= maxE{F(t, X" ut)dt+o(dt)+
uelU

n n aZA ’Xu n aA ’Xu
+ % )Y ZMG?(&J)G}‘(xi,t)pij]dH % o?(x;, t)dW,
. X X

i1=1 ?

en la que, como antes, p,; satisface p,;dt=Cov(dW,,dW,,). Después de

tomar valores esperados a los términos aleatorios de la ecuacién anterior y
dado que dW,, ~ N (0, dt), se obtiene
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oJ(t, X" a](le )

n
z i xl’t)+

l

uelU

0= maxlF(t, XY ut)dt+0(dt) + {

RO (9 o B
+ 2 Z Z#Gi (x;52) 07 (x;,t) py; |dt
Ahora bien, si se divide entre d¢ y se toma el limite cuando dt — 0

o lim {maX{F(t,Xtu,u)j_iJro(dt) {BJ(tX) Z (tX)l oe

dt—0|uelU dt X; Hi i

L& XY .
+ 5 z EW@‘ (xi’t)o-j (%5 t)Pij”}

con lo cual se obtiene, finalmente, la EDP de HJB:

iaf(t ) (e 0)

L o )42, o) (2, X))
O_dlzlino{ﬁaglF(t’X“u) d T dr l:

n n 82'\ ’Xu
|

]‘:11':1 it
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Toda vez que el andlisis ha sido realizado en un punto fijo pero arbitrario,
entonces la ecuacién se sostiene para todo punto (¢, x) € (0,7) x R”, de ma-

nera que: 7) J satisface la ecuacién Hamilton, Jacobi y Bellman

a](t X7 a](z X)

n
2 py (x; 1)+

n n 82A ,X”
+ % Z ZMG?(%J)G?(&,I)P@' Y (t,x)e (0, T)xR"
. X

J(T,x)=®(x) ¥V xeR”

i1) para cada (¢, x) € (0,7') x R”, el mdximo en la ecuacién HJB es alcanzado
por #=1u(t, x). A partir de la ecuacién HJB se sigue que u es la tinica variable
ya que x y ¢ son fijos y las funciones F, J, uj, 0 y o son consideradas
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como dadas. Si se supone que z € U es éptimo, entonces se obtiene la si-
guiente ecuacidn diferencial parcial de segundo orden en J,

Bj(t X/) a](t X

n
2 uy (x5 1) +

O:F(t,Xt”,u)

(8)
1 n n azj(t,X”) . .

PP ax/-ax; 07 (x;>1) 07 (%, 1) Py

Al derivar dicha ecuacidn respecto a la variable de control, #, se tiene la
siguiente condicién de primer orden:

3F(t N *J(t,X") 9] (t, X") ”
au oudt [2‘ Hi i) |+

2 )
1 & LX) .
o [E g’ ; dx;dx; 07 (%> 1) 07 (% t)pif]

La ecuacién anterior caracteriza al control 6ptimo # en funciéndexy ¢y I
es decir #=4(t, x, ]).

Para resolver la ecuacidn de HJB, en (9), y encontrar la trayectoria 6ptima
del control, se procede a utilizar el método de funciones en variables sepa-
rables, aunque es necesario recordar que, en general, es dificil obtener una
solucion explicita de la ecuacion HJB. Sin embargo, en diversas aplicaciones
en economia y finanzas la ecuacién de HJB tiene una solucién analitica; véa-
se, al respecto, Merton (1990) y Hakansson (1970).

Por tltimo se establece el teorema de verificacién. Supdngase que se tie-
nen las funciones H(t, X)) y g(t, x), tales que ) H satisface la integral de It6
y es solucién a la EDP HJB, es decir,

aH(t,Xf’)JriaH(t,X”
ot ox

i=1

i (x5 t) +

7

o-?(xiyt)o-;t(xi!t)pij v (t,x)E(O,T)XRn

H@,x)=®(x) VX eR”
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i) la funcién g es una regla de control admisible; #iz) para cada (¢, x) € (0, T)
x R”, (¢, x) fijo pero arbitrario, el maximo en la ecuacién HJB es alcanzado
por la eleccidn u = g(z, x).

Por tanto se tiene lo siguiente: 7) la funcién de valor éptimo ] del pro-
blema de control estd dada por J(z, X*) = H(t, X"),y if) existe una regla de
control éptima G tal que u(z, x) = g(z, x).

Estos conceptos se aplican, frecuentemente, en economia y finanzas en
problemas de crecimiento econémico, acumulacién de capital y decisiones
de consumo y de cartera. A continuacion se realiza una revision de diversas
aplicaciones del control 6ptimo estocistico en economia y finanzas con res-
tricciones definidas por procesos markovianos de difusién controlados. Por
ejemplo, en Venegas-Martinez y Gonzalez-Aréchiga (2002) se establece un
modelo estocistico para inmunizar el valor presente de un conjunto de flu-
jos financieros esperados contra el riesgo de tasa de interés mediante el uso
de contratos futuros. En su propuesta, la dindmica de la tasa de interés y sus
futuros es conducida por procesos markovianos de difusién con reversién a
la media, la cual toma un valor constante. El modelo destaca los conceptos de
duracién y convexidad monetaria en la administracion del riesgo de tasa
de interés. Estos autores, a manera de ilustracién, generan estrategias de
inmunizacién con futuros del MexDer cuando la estructura de plazos de la
tasa de interés es generada con los modelos de Vasicek y Cox, Ingersoll y
Ross (CIR).

Asimismo, Venegas-Martinez (2005) desarrolla un modelo bayesiano
para evaluar productos derivados con informacién previa de la volatili-
dad. La informacién anterior es dada en términos de valores esperados en
los niveles y las tasas de precision (el inverso de la varianza). En este caso,
el activo subyacente es conducido por un proceso markoviano. El autor
proporciona varias férmulas aproximadas para la valoracién de opciones
europeas de compra, estos sobre la base de aproximaciones asintéticas y
polinomiales de las funciones de Bessel.

En Venegas-Martinez y Fundia-Aizenstat (2006) la metodologia de op-
ciones reales se presenta como un instrumento para que los consejos de
administracion de las empresas tomen decisiones respecto a proyecto de in-
version o estrategias de negocios cuando existe la flexibilidad (opcionali-
dad) de tomar en el futuro nuevas decisiones relacionadas con extender,
contraer, posponer, enmendar o abandonar un proyecto o estrategia. Al
respecto, el trabajo realiza una revision de las diferentes f6rmulas analiticas
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que aparecen en la bibliografia financiera especializada para evaluar la op-
cionalidad de estrategias en el supuesto de que el valor presente de los flujos
de efectivo esperados sigue un proceso markoviano. En particular, se trata
el caso de la toma de decisiones de venta o cierre de una empresa cuando el
valor de mercado de sus titulos (de capital y deuda) excede el valor pre-
sente de los flujos de efectivo esperados o el valor presente de estos flujos
es menor que cierto valor de recuperacién. En este contexto se analiza el
caso de una empresa mexicana de servicios satelitales de comunicacién y de
proyectos carreteros de inversion con el supuesto de volatilidad estocastica.

En Venegas-Martinez (2007) se analiza las notas estructuradas mds comu-
nes en el mercado. Se presenta una descripcién detallada de dichos instru-
mentos financieros destacando sus caracteristicas particulares y dificultades
técnicas en el proceso de evaluacién. Debido a que la mayoria de las notas
estructuradas que se negocian en el mercado financiero mexicano son cer-
tificados de depésito con garantia del capital inicial, el trabajo proporciona
los elementos basicos que se requieren para su evaluacién, como son los bo-
nos cuponados flotantes y los productos de las tasas de interés. Asimismo,
para la mayoria de las notas estructuradas planteadas se desarrolla modelos
tedricos de evaluacion.

Otros trabajos relacionados se encuentran en Cruz-Aké y Venegas-
Martinez (2010) del valor de una empresa en riesgo de expropiacién en un
entorno de crisis financiera; Venegas-Martinez y Rodriguez-Nava (2010)
estudian decisiones de cartera y consumo cuando el tipo de cambio y la tasa
de interés siguen procesos markovianos; Venegas-Martinez (2009b) desarro-
lla un modelo estocdstico de equilibrio macroeconémico con hincapié en
acumulacién de capital, inflacién y politica fiscal; Rodriguez-Nava y Vene-
gas-Martinez (2008) tratan con decisiones de produccion de las empresas en
condiciones de incertidumbre de precios; Ortiz-Arango, Venegas-Martinez
y Castillo-Ramirez (2009) examinan el efecto de la politica fiscal en un am-
biente con inflacién estocdstica; Rivas-Aceves y Venegas-Martinez (2010)
estudian al gobierno como promotor del cambio tecnolégico por medio de
un modelo de crecimiento endégeno con trabajo, dinero y deuda; Ortiz-
Ramirez, Venegas-Martinez y Lopez-Herrera (2011) evaldan una nota es-
tructurada que vincula el rendimiento de un indice bursétil con los pagos de
un bono y un derivado; Bernal-Ponce y Venegas-Martinez (2011) analizan
el efecto de los productos derivados en los objetivos de politica moneta-
ria con un modelo macroeconémico de equilibrio general; Gavira-Durén
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y Venegas-Martinez (2011) tratan con decisiones éptimas de consumo y de
cartera con un enfoque de precios de estado de Arrow y Debreu; por ulti-
mo, Martinez-Palacios y Venegas-Martinez (2011) presentan una revision
del control 6ptimo estocdstico en economia matematica.

V. CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO EN TIEMPO CONTINUO CON PROCESOS
MARKOVIANOS COMBINADOS CON SALTOS DE POISSON

De acuerdo con Venegas-Martinez (2008a) y (2009b), el supuesto de que los
precios siguen una distribucién log-normal o que las tasas de crecimiento
siguen una distribucién normal es muy frecuente. En particular, es usual
suponer que las variables financieras y econémicas siguen un movimien-
to geométrico browniano, es decir, que las variables tienen tendencia ex-
ponencial y fluctuaciones normales. No obstante, existe en la bibliografia
especializada evidencia empirica de que la mayoria de estas variables no se
comportan de acuerdo con una distribuciéon log-normal. Una de las carac-
teristicas que distingue a las variables financieras es que ocasionalmente se
presentan movimientos inesperados (auges o caidas). Todos los inversionis-
tas que mantienen activos desearian estar en un auge y no estar en una caida.
Estos movimientos extremos ocurren con mds frecuencia de lo que se espe-
rarfa con una distribucién log-normal, incluso si se supone una volatilidad
razonablemente moderada.

En el andlisis de observaciones, cuando se compara la distribucion estan-
darizada empirica de una variable financiera con una distribucién normal
estindar, es comun observar que la cresta de la distribucién empirica es
mis alta que la de la normal estindar. Ahora bien, dado que ambas distri-
buciones tienen la misma desviacién estindar, es decir, los mismos puntos
de inflexidn, entonces las colas de la distribucién empirica tienen que ser
forzosamente mds anchas para compensar el drea de la cresta, que en ambos
casos debe ser igual a 1. La mezcla de procesos de difusién con procesos de
saltos ofrece una opcién idénea para el modelado de colas gordas y el sesgo
de una distribucién, ademds de que proporciona un ambiente mds rico para
generar dindmicas de diversas variables que no pueden concebirse con mo-
delos que tinicamente consideran movimientos brownianos.

Existe una tendencia creciente en la bibliografia econémica que emplea
el postulado de maximizacion de utilidad esperada con restricciones pre-
supuestarias que incluyen procesos de difusion con saltos de Poisson para
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estudiar condiciones de equilibrio parcial o general. Considérese una eco-
nomia que produce y consume un solo bien y estd poblada por consumido-
res idénticos con vida infinita que maximizan su satisfaccion por el bien de
que se trate. De acuerdo con Venegas-Martinez (2009b) se supone que los
individuos perciben que el precio del bien, P,, es conducido por un proceso
estocastico de difusion con saltos, de manera que:

dP =nhdt+6phdWp ,+ vpFdQp ,

en el que 7 es el pardimetro de tendencia, el cual representa la tasa de in-
flacién promedio esperada condicional a que ningtin salto ocurra, 6 es la
volatilidad esperada de la tasa de inflacidon y 1+ v, es el tamafio promedio
esperado de posibles saltos en el nivel general de precios. El proceso Wy,
es un proceso de Wiener estandarizado, es decir, W, , presenta incremen-
tos normales independientes con E[dW, ,]=0y Var[dW, ,]=dt. Se supone
que los saltos en el nivel general de precios siguen un proceso de Poisson,
Qp, ;> con pardmetro de intensidad A,, de manera que

P {ningtin salto unitario en d¢} = P {dQP, = 1} = Apdz+o(dt)

mientras que'*

P {ningtin salto unitario en dz} = Pr {dQP’ = O} =1-Apdt+o(dt)

Por tanto, E[dQ, ,]=Var[dQ, ,]= A,dz. En todo lo que sigue se supon-
drd también que W, , y Qp , no estn correlacionados entre si. La tenden-
cia 7, asi como las componentes de difusién y salto 6,dW,, y 9,dQ; ,,
respectivamente,se determinardn endégenamente.

El consumidor representativo cuenta con tres diferentes activos: dinero,
M., titulos de deuda publica, B,, y titulos de capital (acciones), K,. En con-
secuencia, la riqueza real, 4,, del individuo estd dada por:

a,=m,+b +k,
enlaquem, = M,/P,sonlos saldos monetarios reales y b,= B,/P, es la tenencia

1% Como siempre o(h) significa que o(h)/h tiende a 0 cuando  tiende a 0.
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de bonos emitidos por el sector publico en términos reales. El consumidor
obtiene satisfaccion por el consumo del bien genérico que produce la eco-
nomia y por la tendencia de saldos reales debido a sus servicios de liquidez.
Se supone que la funcién de utilidad esperada es del tipo Von Neumann-
Morgenstern. Especificamente, la funcién de utilidad total descontada al
tiempo ¢ =0, V,, de un individuo representativo, competitivo y adverso al ries-
go tiene la siguiente forma separable:

=

V,=E, I[U(ct)+ fv(mt)] e 0t
0

en la que E; es la esperanza condicional al conjunto de informacién rele-
vante disponible al momento ¢ = 0. En particular, se elige #(c,) =0log(c,) y
v(m,) = log(m,) con el propdsito de generar soluciones analiticas. Por otra
parte, la evolucion de la acumulacién de la riqueza real sigue la ecuacion
diferencial estocdstica

ddt =a, I:Nm,thm,t+ Nb,thb,t +Nk,th/e,t:| - Ct(l +Tc) dt - th

en que

. e Lactive i i—r b b
=a—.proporc10n e la carteraene actlvo],]—m, , RS
t

dR; ,: tasa de rendimiento real después de impuestos sobre el activo j,
j=m, b,k

dt, : impuestos a la riqueza.

t

7. * impuesto al consumo.

En el contexto anterior, Venegas-Martinez (2001) desarrolla un modelo
estocastico de un plan de estabilizacién de inflacion basado en el tipo de
cambio, en el que los agentes tienen expectativas de devaluacién conducida
por un proceso de difusién combinado con saltos de Poisson. El autor pro-
pone un ambiente estocdstico mds rico en el que un proceso markoviano
conduce a la tasa de devaluacién y un proceso de Poisson determina la pro-
babilidad de devaluacidn; analiza la dindmica de equilibrio del consumo y la
riqueza cuando un plan de estabilizacién se instrumenta. Asimismo, evaltia
los efectos de choques exdgenos en el consumo y el bienestar. Por dltimo,
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utiliza el modelo propuesto para efectuar un experimento de simulacién de
la dindmica de equilibrio.

Por otra parte, Venegas-Martinez (2006a) presenta un modelo estocdsti-
co de estabilizacion de precios que toma como un ancla nominal el tipo de
cambio y que reconoce explicitamente el papel de la incertidumbre en la di-
ndmica tanto del tipo de cambio como del ingreso laboral. En su propuesta
supone que el tipo de cambio es conducido por un proceso combinado de
difusién con saltos de Poisson, y el ingreso laboral del consumidor sigue
un proceso markoviano. El autor supone que los mercados de productos
derivados para cubrirse contra la inflacidn y los ingresos futuros no estin
disponibles, asi que los mercados financieros son incompletos. Venegas-
Martinez (2006a) estudia la dindmica de las decisiones de consumo y de
cartera cuando un plan de estabilizacién es instrumentando y cuando el
ingreso laboral es incierto. Ademds evalta los efectos en el bienestar de
choques exdgenos en las expectativas tanto de la devaluacién y como de los
ingresos. Por ultimo, utiliza el modelo propuesto para realizar un experi-
mento de simulacién de Monte Carlo.

En Venegas-Martinez (2006b) se presenta un modelo estocdstico de un
programa de estabilizacién de inflacién con credibilidad imperfecta, que
reconoce explicitamente la incertidumbre tanto en la dindmica esperada del
tipo de cambio como en el comportamiento esperado de la politica fiscal. El
autor supone que el tipo de cambio es guiado por un proceso combinado
de difusion con saltos, y que la tasa de impuestos sobre la riqueza sigue un
proceso markoviano. En este escenario, se supone que los productos deri-
vados para cobertura contra una devaluacién futura no estin disponibles,
por lo que los mercados financieros son incompletos. Examina la dindmica
de equilibrio de las decisiones de consumo y de cartera cuando un plan
de estabilizacién se lleva a cabo y los impuestos sobre la riqueza se pagan
a una tasa incierta. También evalta los efectos de choques exdgenos en el
bienestar econémico debido a una devaluacién o a un incremento de los
Impuestos.

Venegas-Martinez (2008b y 2009a) desarrolla un modelo estocdstico de
una economia pequeiia, abierta y monetaria en el que los agentes son ad-
versos al riesgo de mercado y tienen expectativas de la dindmica del tipo de
cambio conducidas por un proceso markoviano combinado con un proceso
de saltos de Poisson. La magnitud esperada de una posible depreciacién del
tipo de cambio se supone que sigue una distribucién de valor extremo del tipo
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Fréchet. En este articulo se obtiene una solucién analitica del precio de la
opcidn real de espera cuando el consumo se puede posponer (una opcién
que no se negocia). Por dltimo, se emplea simulacién de Monte Carlo para
calcular aproximaciones numéricas de la prima de la opcién real.

Por su parte, Venegas-Martinez (2010a) propone un modelo de creci-
miento estocastico endégeno en el que el tipo de cambio es impulsado por
un proceso mixto de difusién con saltos de Poisson, y la tasa de impuesto
sobre la riqueza se rige por un proceso markoviano. El autor combina la
tecnologia “Ak” con el comportamiento de agentes adverso al riesgo a fin
de obtener las tasas de crecimiento del consumo, de capital y el producto.

En Venegas-Martinez (2010b) se desarrolla, en el supuesto de una econo-
mia monetaria, pequefia y abierta, un modelo estocastico de estabilizacién
inflacionaria en el que el tipo de cambio acttia como un ancla nominal y la
credibilidad es imperfecta. Las expectativas de los agentes son conducidas
por dos procesos: uno de difusién con saltos para la tasa de devaluacién en
en el que el tamafio de una posible devaluacidén tiene una distribucién de
valores extremos y otro de volatilidad estocdstica con reversion a la media
(la versién continua de un modelo GARCH(1,1)). Lo anterior con el fin de
modelar de manera adecuada una tasa de inflacién considerablemente mas
persistente que una tasa de devaluacién; como lo muestran los hechos esti-
lizados de devaluaciones extremas registradas en México en 1994 y en Ar-
gentina en 2001. Se supone que no existe un mercado de coberturas contra
posibles devaluaciones, es decir, los mercados son incompletos. Con este
esquema se examina las soluciones interiores y de esquina cuando un plan
de estabilizacién con credibilidad imperfecta es aplicado. Se realiza también
un experimento en el que la tasa media esperada de inflacién toma un valor
mayor a partir de cierto tiempo en el futuro y permanece alli para siem-
pre, tomando en cuenta las probabilidades de que dicha politica monetaria
ocurra. Se estudia el caso de un horizonte estocistico de estabilizacién con
distribucién exponencial. Asimismo, se evalua la opcion real de posponer
consumo cuando se espera que un plan de estabilizacién sea abandonado.
Por ultimo se estudia los efectos de choques exdgenos en el consumo y el
bienestar econémico.

Venegas-Martinez (2011) establece un modelo estocistico de crecimiento
endégeno que explica c6mo los factores de riesgo: cambiario, mercado, deu-
da y fiscal, afectan al crecimiento econémico en el marco de libre mercado.
Se supone que el tipo de cambio es conducido por un proceso de difusién
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combinada con saltos ascendentes de Poisson. Asimismo se utiliza el mo-
delo propuesto para realizar un experimento de simulacién que copia la
media observada y la varianza de la tasa de crecimiento de la produccién en
México durante un cierto periodo.

VI. MODELOS DE SERIES DE TIEMPO Y CADENAS DE MARKOV

Al estudiar la dindmica de variables econémicas y financieras ocasional-
mente se observan cambios dristicos o rupturas importantes en su compor-
tamiento. Muchas veces estos cambios estin asociados a hechos especificos
que se pueden identificar. Como ejemplo de hechos que son identificables
y cuya ocurrencia produce cambios notorios en el comportamiento de las
series de tiempo se encuentra el caso de una crisis financiera; véase, al res-
pecto, los trabajos de Jeanne y Masson (2000), Cerra y Saxena (2005) y
Hamilton (2005). Los cambios abruptos que son inducidos por modifica-
ciones en las politicas gubernamentales también se pueden citar entre los
ejemplos de hechos cuya ocurrencia produce rupturas estructurales en el
comportamiento de las series de tiempo, como puede verse en Hamilton
(1988) y Davig (2004).

Evidentemente, el comportamiento de largo plazo en las series de tiem-
po de variables econémicas y financieras es un asunto de gran importancia
para el andlisis empirico. Cuando existen cambios estructurales en la dina-
mica de dichas series de tiempo es importante considerar, como lo sugieren
Domingo y Tonella (2000), que las caracteristicas importantes en las series
analizadas pueden cambiar, apareciendo incluso peculiaridades que antes de
la ruptura estructural no estaban presentes o no se manifestaban plenamen-
te. Por lo anterior, para efectos del modelado econométrico, es importante
verificar la existencia de cambios en la estructura de las series de tiempo que
se analizan, pues de otra manera no se tendra informacién confiable de la
naturaleza de las series y los fendmenos econémicos y financieros que mo-
tivaron el andlisis. En conclusidn, el andlisis de los cambios que se observa
en el comportamiento de las variables econdmicas ante hechos especificos
es un asunto de importancia, tanto para la teoria como para la elaboracién
de politicas eficaces.

Una forma en que tradicionalmente se han incluido en el andlisis eco-
nométrico las rupturas estructurales es la incorporacién de variables tipo
ficticio (dummy) en los modelos de series de tiempo. Este enfoque es
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particularmente aplicable cuando se conocen a priori tanto el periodo de
ocurrencia como la duracién del hecho que presuntamente induce la mo-
dificacién en el comportamiento de la variable dependiente. A pesar de las
ventajas de un procedimiento tan sencillo, es de destacarse que no forzo-
samente se conocen siempre los hechos que afectan el comportamiento de
cierta variable, 0 al menos no se conocen con certeza el inicio y el fin de esos
hechos. Ademds, a veces lo importante es cémo son afectadas las relaciones
entre un grupo de variables por un hecho o hechos, es decir, el interés puede
estar enfocado mds bien en entender el comportamiento de los parimetros
que relacionan a diversas variables en diferentes regimenes.

Existen diversas propuestas que se encuentran actualmente disponibles
en la bibliografia para modelar los cambios en el comportamiento de los
parimetros de un modelo econométrico. Entre estas propuestas se consi-
dera como una de las mds relevantes la de Hamilton (2008), quien plantea
que si el valor de los pardmetros de un proceso de series de tiempo presenta
rupturas, entonces la descripcién completa del proceso que genera los da-
tos debe incluir una especificacion de la ley de probabilidad que gobierna
dichos cambios. Un ejemplo de ese enfoque lo constituye Hamilton (1989),
quien sigue las ideas establecida en Cosslett y Lee (1985) y extiende los
alcances de Goldfeld y Quandt (1973) y Neftci (1984), desarrollando un
modelo markoviano de cambio de regimenes (Markov Switching Regimes)
en el cual el comportamiento de los pardmetros evoluciona de acuerdo con
las realizaciones de una cadena de Markov que no es observable. Hamilton
(1989) mostrd cémo se pueden modelar los cambios ocasionales y discretos
en la tasa media de crecimiento de una serie no estacionaria, poniendo como
ejemplo la aplicacién de su técnica en el andlisis del producto real de los
Estados Unidos después de la segunda Guerra Mundial.

De manera por demds resumida se puede decir que el modelo markovia-
no de cambio de regimenes comprende diversas estructuras (ecuaciones)
mediante las cuales se puede caracterizar el comportamiento de una serie
de tiempo en diferentes regimenes. Asi, al permitir que haya cambios entre
las diferentes estructuras, el modelo es capaz de captar pautas complejas en
la dindmica de la serie. Como se ha sefalado lineas arriba, se puede con-
siderar como una caracteristica distintiva de este modelo que los cambios
de régimen se producen mediante un mecanismo que estd controlado por
una variable de estado que no es observable y que sigue en el transcurso del
tiempo una cadena de Markov de primer orden.
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Dado que la propiedad markoviana regula el proceso, el valor actual de
la variable de estado depende inicamente de su valor inmediato pasado. Por
lo anterior, una estructura puede prevalecer durante un periodo (aleatorio),
siendo remplazada por otra estructura cuando ocurre un cambio de estado.
Las caracteristicas del modelo de Hamilton hacen que éste sea diferente del
modelo considerado por Goldfeld y Quandt (1973), en el que los hechos
de cambio no dependen del tiempo. Ademis, es conveniente destacar que
el mecanismo implicito en el modelo markoviano de cambio de regimenes
propuesto por Hamilton permite cambios aleatorios en el tiempo, lo que lo
hace diferente también del modelado tradicional de cambios estructurales
por medio de variables ficticias (dummy), en las que los cambios son de natu-
raleza exdgena. Por lo anterior, el modelo de regimenes con cambio marko-
viano resulta sumamente conveniente para describir datos que exhiben en
su dindmica pautas distintas en momentos o periodos diferentes. Actual-
mente, se puede considerar al modelo propuesto por Hamilton como uno
de los mis populares entre los modelos no lineales de series de tiempo con
numerosas aplicaciones en el estudio de la economia y las finanzas.

Ademds de la variabilidad que se presenta en la volatilidad de las series
de rendimientos financieros a lo largo del tiempo, se ha observado que las
distribuciones de probabilidades de esas series también exhiben excesos
de curtosis y colas pesadas que las hacen apartarse del comportamiento de
una distribucién normal. Entre las explicaciones que se han ofrecido para
esos hechos estilizados, se encuentra la que postula que la distribucién de
los rendimientos de un activo financiero es una mezcla de distribuciones
normales con varianzas diferentes. Con base en este supuesto, Hamilton
(1988) propone un proceso estocdstico para modelar la volatilidad de los
rendimientos de activos financieros, considerando que la volatilidad varia
en el tiempo segin una cadena de Markov cuya distribucién discreta de
probabilidades tiene dos estados:

Opys  con probabilidad p

0, = (10)

O con probabilidad 1-p

en los que 0, >0, 0,,,, <0,,. De esta manera, la probabilidad de pasar al
régimen de alta volatilidad viniendo del régimen de baja volatilidad sélo
depende del dltimo estado en que se encontraba el proceso. En otras pala-
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bras, la probabilidad de transicién del estado de baja volatilidad al de alta
estd dada por:

Pha :P(O-t: o-almlo-t—lz O-baja) (11)

y la probabilidad de transicion del régimen de alta volatilidad alta al régi-
men de baja volatilidad estd dada por:

Pab = P(O-t = o-baja |o-t71 = O-zzlta) (12)

Asi, los rendimientos se distribuyen N(u, O'idjﬂ) en el régimen de baja vo-
latilidad y N(4, 6,,) cuando los rendimientos estin en el régimen de alta
volatilidad. El supuesto de que {0,} es un proceso estrictamente estaciona-
rio y estocasticamente independiente del proceso que modela el premio al
riesgo {#,} permite derivar férmulas para los momentos de 7, —u=o0,x,,
como lo sefala Taylor (2005). De esta manera, se tiene que E(7,)=u y
Var(7,) = E[6/]. La varianza no condicional de los rendimientos satisface:

o’ =Var(rt)=E[0't2]:P0'z§a/‘a+ (1-p)oly, (13)

Un resultado de lo anterior es que la densidad no condicional de los rendi-
mientos es una mezcla de densidades normales:

Fn) = pw(nlp,0py,)+ (1= p) w(nlu,02,) (14)

En la ecuacién (14), y (- |-) representa la funcion de densidad normal. Tam-
bién, con base en los supuestos sobre {0,} y {#,}, se tiene que:

O-t2=o—2+(l_pba_pab) (O't2_1—0'2)+§t (15)

Pagan (1996) muestra que &, es un ruido blanco segtin la descomposicién
de Wold de un proceso estacionario, incluso aunque &, no sea iid. Asi, de
acuerdo con (15), se tiene que {6} sigue un proceso AR(1) con un pardme-
tro autorregresivo:

¢:1_plm_pab (16)

el cual mide la persistencia de la volatilidad, por lo que en aplicaciones em-
piricas se puede esperar un valor estimado cercano a 1.
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Dado que la informacién de los rendimientos no es suficiente para iden-
tificar el estado de la volatilidad en algin momento, se tiene que recurrir a
las probabilidades condicionales del régimen o estado en que se encuentra
la volatilidad, condicionando el estado actual al comportamiento del histo-
rial de rendimientos anteriores se definen:

pt:P(Gz:GZAQtfl) Yy qt:P(o-t:Gﬂlgtfl) (17)

en el que Q,_, es el conjunto de informacién formado por el historial de
los rendimientos hasta el periodo ¢ — 1. Si se supone que se conocen p,_; y
q.-1 mediante Q,_,, estas probabilidades a priori se pueden revisar con base
en el teorema de Bayes una vez que 7,_, estd disponible para obtener las
probabilidades a posteriori:

P (1| ,07)
PtV (il 1, 00) + g v (i 11, 07) (18)

p;:l:P(o-t—lzo-blgtfl) =

g 1=1-p

A partir de las probabilidades de transicién de la cadena de Markov, se ob-
tienen las probabilidades anteriores:

P = 0 (= Poa) + 471 P (19)
Combinando (18) y (19) se obtienen las probabilidades condicionales:

_ Py (il i o-lf) (1= Ppa) + G- (1| s 642)1741,
PeoaW (ol 1,07+ g, v (4| 1, 07)

(20)

t

La densidad condicional de 7,, dado Q, _,, es también una mezcla de distri-
buciones normales:

Fr1Q )= pw (il w, 0p)+ (1= p) w (| 1, 07) (21)
Finalmente, la varianza condicional estd dada por:

ht = pto-bz +(1- Pt) 0-5 (22)
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En conclusién, las estimaciones de las probabilidades condicionadas, asi
como de las probabilidades de transicidn y las varianzas condicionadas se
pueden obtener como subproductos de la estimacién de los pardmetros de
interés U, Oy, Oy, py @- Dicha estimaciéon puede realizarse al maximizar
la funcién de verosimilitud, es decir, la suma de los logaritmos de las con-
tribuciones individuales que para cada observacién hace la ecuacién (21).
Vale la pena destacar que gracias a este algoritmo propuesto por Hamilton,
por ello conocido como filtro de Hamilton, se puede obtener como subpro-
ductos de la estimacién las probabilidades de transicion entre los regimenes
y las probabilidades filtradas que permiten caracterizar dichos regimenes.

En Lopez-Herrera et al (2011) se aplica este modelo al estudio de la vo-
latilidad del tipo de cambio del peso mexicano frente al délar durante el
periodo de flotacién del peso, identificando dos regimenes en la volatilidad
cambiaria. Se observé que la volatilidad del tipo de cambio analizado es
menos persistente en comparacion con lo observado en otros tipos de cam-
bios. También se encontré que es alta la probabilidad de que prevalezca el
régimen de baja volatilidad, en tanto que es baja la probabilidad de que el
tipo de cambio pase de volatilidad alta a la baja. En resumen, se puede decir
que los resultados son congruentes con una situacion de relativa estabilidad
en la paridad cambiaria. Con base en el mismo modelo, Lépez-Herrera y
Venegas-Martinez (2011) analizan el comportamiento de la volatilidad del
mercado accionario mexicano y Lépez-Herrera y Venegas-Martinez (2012a)
el de la volatilidad del mercado mundial de capitales durante la crisis fi-
nanciera mundial reciente. En ambos casos se pudieron identificar dos re-
gimenes en la volatilidad, lo que permiti6 caracterizar el comportamiento
de manera congruente con los hechos que tuvieron lugar en los mercados
financieros como consecuencia de la crisis subprime y sus secuelas.

Otra aplicacién de la metodologia de regimenes con cambios markovia-
nos es el estudio de la volatilidad de los rendimientos del mercado acciona-
rio mexicano realizado por Lopez-Herrera et al (2012), considerando que
esos rendimientos siguen un proceso autorregresivo de orden 2, en el cual
existen tres regimenes en la volatilidad y ésta sigue un proceso ARCH. Estos
autores consideran datos diarios entre el 19 de abril de 1990 y el 13 de abril
de 2011 identificando tres regimenes distintos en la volatilidad del indice de
precios y cotizaciones (IPC) del mercado bursétil mexicano.

Por otra parte, Lépez-Herrera y Venegas-Martinez (2012b) también han
utilizado la metodologia de regimenes con cambios markovianos para estu-
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diar la interaccidn entre las economias de México y Estados Unidos a la luz
de la dindmica cambiante de sus ciclos econémicos que se ha observado en
términos reales en el periodo 1930-2010. Dicho anilisis lo realizan median-
te la especificacion de un modelo de vectores autorregresivos con cambios
markovianos (MS-VAR), segin el cual los valores de los pardmetros del VAR
cambian de acuerdo con el régimen en que se encuentren al momento ¢.
Los resultados del andlisis muestran que a partir del proceso de apertura
y liberacion de la economia mexicana se genera un proceso de sincroniza-
cidn entre el desempefio econdmico de ambos paises, claramente diferente
al comportamiento del producto mexicano en el periodo denominado de
sustitucion de importaciones, en el cual los vinculos entre ambas econo-
mias son casi nulos. Es conveniente destacar que en el estudio se encontrd
también que, a pesar de la mayor sincronizacion, la contribucién de la eco-
nomia estadunidense al desempefio de la mexicana no es tan significativa en
términos reales como cabria esperar.

VII. REDES BAYESIANAS Y CADENAS DE MARKOV Y SIMULACION
MonTE CARLO (McMC)

Una red bayesiana (RB) es una grifica que representa el dominio de las va-
riables de decisidn, las relaciones cuantitativas y cualitativas de éstas y sus
medidas de probabilidad. Una RB también puede incluir funciones de utili-
dad que representan las preferencias del tomador de decisiones. Una carac-
teristica importante de las RB es su forma grifica, lo cual permite representar
de manera visual, mds o menos sencilla, complicados razonamientos pro-
babilisticos. Otro aspecto por destacar es la parte cuantitativa de las RB, ya
que permiten incorporar elementos subjetivos, como lo son la opinién de
expertos, asi como probabilidades basadas en datos estadisticos. Tal vez, la
caracteristica mis importante de una RB es que es una representacién directa
del mundo real y no un proceso de razonamiento.

Las redes bayesianas son graficas dirigidas aciclicas (GDA). Una grifica
es definida como un conjunto de nodos unidos por arcos. Si entre cada par
de nodos hay una relacién de precedencia representada por arcos, entonces
la grafica es dirigida. Un ciclo es una trayectoria que inicia y termina en el
mismo nodo. Una trayectoria es una serie de nodos contiguos conectados
por arcos dirigidos. Cada nodo en una RB se asocia con un conjunto de
tablas de probabilidades. Los nodos representan las variables de interés,
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GRAFICA 1. Ejemplo de red bayesiana

O

) )
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las cuales pueden ser discretas o continuas. Una red causal de acuerdo con
Pearl (2000) es una RB con la propiedad adicional de que los nodos “padres”
son las causas dirigidas. La definicién formal de una RB, de acuerdo con
Jensen (1996), estd dada por:

7) Un conjunto de variables conectadas por un conjunto de arcos dirigidos.
1) Cada variable tiene asociado un conjunto finito de estados mutuamente
excluyentes.
u1) Las variables junto con los arcos dirigidos forman una GDA.
1) Para cada variable A con “padres” By, ..., B,, existe una probabilidad
asociada definida por P(A|B,, ..., B,). Obsérvese que si A no tiene “pa-
dres” la probabilidad P(A) es incondicional.

Sea X ={x,, X, ..., x,,} una variable aleatoria con funcién de distribucién
conjunta definida por P(X)=P(x,, x,, ..., x,,). Las redes bayesianas pro-
porcionan una representacién compacta de P(X) al factorizar la distribu-
ci6én conjunta en una distribucién condicional local para cada variable dado
sus “padres”. Sea pa(x;) el conjunto de valores que toman los nodos “pa-
dres” de la variable x, entonces la distribucién conjunta total estd dada por
P(xp; %55 iy x,) = ”(xilpa(xi))-

Por ejemplo, respecto a la grfica 1, su probabilidad conjunta total estd

dada por:

P(X)=P(x;, x5, X35 X45 X55 X))

= P(xy) P(xy|x1) P(xs]xy) Pxg]x3) P(xs|x4) Pocg]x5)
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La estructura independiente de la red se verifica con la siguiente expresion:

P(xs]xy5 x5, x5, x1) = P(x5] %5, x4)

De lo anterior se concluye que cuando se mantiene el supuesto de indepen-
dencia en la construccidn de la RB, el nimero de probabilidades condiciona-
les que tienen que ser calculadas se reduce considerablemente.

Una red bayesiana es empleada bdsicamente para inferencia por medio
del cdlculo de las probabilidades condicionales, dada la informacién dispo-
nible hasta el momento, para cada nodo (creencias). Existen dos clases de
algoritmos para el proceso de inferencia: el primero genera una solucién
exacta y el segundo produce una solucién aproximada con alta probabili-
dad. Entre los algoritmos de inferencia exacta se tienen, por ejemplo: po-
Iytree, clique tree, junction tree, algorithms variable elimination y method
of Pear. El uso de soluciones aproximadas es motivado por el crecimiento
exponencial de tiempo de procesamiento requerido para soluciones exac-
tas; de acuerdo con Guo y Hsu (2002) este tipo de algoritmos puede agru-
parse en stochastic simulation, model simplification methods, search based
methods y loopy propagation methods, el mas conocido es el de simulacién
estocistica, el cual se divide en importance sampling algorithms y Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) methods.

El método MCMC es una técnica de simulacién que puede utilizarse con
el fin de generar una muestra dependiente de la distribucién de interés.
Formalmente, el método MCMC inicia especificando una cadena de Markov
irreducible y aperiddica con una distribucion Unica invariante 7(x) igual a
la distribucion deseada de interés (o distribucion de destino). El siguiente
paso es simular una o més realizaciones de esta cadena de Markov. Con
cada trayectoria simulada se formard una muestra aleatoria dependiente de
la distribucién de interés, satisfaciendo ciertas condiciones de regularidad.
Posteriormente, estas trayectorias muestrales pueden ser utilizadas para
propd6sitos de inferencia. En particular, si la cadena de Markov es aperi6di-
ca e irreducible, con la tnica distribucién invariante 7£(x) y X, X es
una realizacién de la cadena, entonces de acuerdo con resultados asintdticos
(por ejemplo, véase, Tierney, 1994) se tiene que:

d
X5 x~m(x) cuando t—> oo (23)
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1 t ; .
p 21‘:1 h(X')— E,[h(X)] cuando t—> e casiseguramente (24)

La ecuacién (23) indica que cuando ¢ es moderadamente grande, X(¢) es
una muestra aleatoria de la distribucién de interés. En la prictica, un valor
det =102 15 es a menudo mds que suficiente. La ecuacién (24) indica que
si b es una funcién real integrable arbitraria de X, entonces el promedio de
esta funcion tomada de los valores de X(z) (la media ergodica de la funcion)
converge (casi seguramente) cuando t — oo a su valor esperado con la den-
sidad objetivo.

CONCLUSIONES

En los afios recientes la economia y las finanzas en su proceso de globaliza-
ci6n han experimentado una serie de cambios y transformaciones profundas
que han afectado la elaboracién misma de la politica econémica y la toma de
decisiones financieras. Estos cambios han abierto nuevos paradigmas que
resaltan la exposicion de los agentes a diferentes tipos de riesgos. Estos pa-
radigmas, en general, han abierto nuevos horizontes a las teorias econémica
y financiera y, como consecuencia, han conducido a la utilizacién de ins-
trumentos matematicos més solidos (y elaborados), los cuales permiten una
mejor comprension de los fenémenos estocisticos (evidentemente todos
los fenémenos econdmicos y financieros son fenémenos estocisticos). Par-
ticularmente, en el campo de las teorfas econdémica y financiera, uno de los
cambios mds importantes es la superacién del marco determinista, no sélo
como resultado del riesgo inherente a la mayoria de los activos financieros,
sino como una respuesta mas completa para un mejor entendimiento de
los procesos de decisién de los agentes econdmicos. Asimismo, el andlisis
permanente de la toma de decisiones econémicas y financieras, asi como los
instrumentos y mecanismos para aplicarlos, se ha ubicado en un marco de
referencia mas amplio en el que se incorpora diversos factores de riesgo que
afectan la determinacién de precios en los mercados de bienes y de activos y
por ende las decisiones que toman los diversos agentes econémicos (consu-
midores, inversionistas, empresas y gobierno). En este sentido, los procesos
markovianos ocupan un lugar privilegiado, por sus bondades técnicas en
el modelado de la dindmica de diversas variables econdmicas y financieras.

La manera en que los agentes definen su actuar requiere un proceso de
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abstraccién en el que el individuo escoge y organiza sus acciones, de acuer-
do con un criterio preestablecido, realizando un plan para anticipar posibles
efectos no deseados. En esta investigacion se ha realizado una revision de la
evolucion tedrica y préctica de los procesos markovianos en la bibliografia
especializada, resaltando sus avances recientes y mostrando su potencial,
por sus bondades técnicas en el modelado de los procesos de toma de deci-
siones de agentes racionales, afadiendo dindmicas més realistas a diversas
variables de interés. Particularmente, se destacan las extensiones y reformu-
laciones de los procesos markovianos de decision, los juegos estocisticos, la
optimalidad de Blackwell para procesos markovianos de difusién contro-
lados, el control dptimo estocéstico, el control ptimo estocistico con pro-
cesos makovianos en tiempo continuo combinados con saltos de Poisson,
los modelos de series de tiempo con cadenas de Markov vy, por dltimo, las
redes bayesianas con cadenas de Markov en conjuncién con el método de
simulacién Monte Carlo (MCMC).

Varios temas de gran potencial para la investigacién en sistemas controla-
dos con procesos markovianos se han expuesto, entre ellos destacan los refi-
namientos de los criterios de utilidad promedio, como optimalidad rebasante,
optimalidad en sesgo y los llamados criterios sensibles al descuento, los cuales
incluyen la optimalidad de Blackwell. Se destaca que la investigacién de las
condiciones para la existencia y caracterizacién de equilibrios ptimos en ses-
go y rebase ha tenido un impulso importante, sobre todo en lo que se refiere
a la caracterizacion de estrategias dptimas de ganancias promedio.

Por otra parte, se ha destacado que la mezcla de procesos de difusion
con procesos de saltos proporcionan una opcién idénea para el modelado
de colas pesadas y el exceso en sesgo, lo que produce un ambiente mds
rico para modelar dindmicas de variables econémicas y financieras que no
pueden generarse con modelos que Unicamente consideran movimientos
brownianos. Por tltimo se presentaron avances, en varias direcciones, de
los modelos de series de tiempo que incluyen cadenas de Markov y se des-
tacaron las aplicaciones de redes bayesianas con cadenas de Markov y simu-
lacién Monte Carlo (MCMC) en la gestién del riesgo operacional.
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