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Ndameros Tribonacci, S-unidades
y triplas diofanticas

CARLOS ALEXIS GOMEz Rulz*

Universidad del Valle, Departamento de Matematicas, Cali, Colombia.

Resumen. La sucesion Tribonacci T := {T},},>0 tiene valores iniciales
To =Ty =0, T, =1y cada término posterior es la suma de los tres térmi-
nos precedentes. En este articulo, estudiamos la ecuacion T, = kT,,, donde
k es una S-unidad, para un conjunto finito S de primos. Particularmente,
mostramos que cualquier par de miembros de la tripla diofantica {9, 56, 103}
asociada a T+ 1, no se puede extender a otra tripla diofantica asociada a
T+1.

Palabras clave: Nuumeros Tribonacci, triplas diofanticas, formas lineales en
logaritmos de nimeros algebraicos.

MSC2010: 11B37, 11B39, 11J86.

Tribonacci numbers, S-units and
diophantine triples

Abstract. The Tribonacci sequence 1" := {T}, },>0 has initial values Ty =
Ty =0, To = 1 and each term afterwards is the sum of the preceding three
terms. In this paper, we study the equation 7,, = kT,,,, where k is an S-unit,
for a finite set S of primes. In particular, we show that any two members of
the diophantine triple {9, 56, 103} associated to T' + 1, can not be extended
to other diophantine triple associated to T+ 1.

Keywords: Tribonacci numbers, diophantine triples, linear forms in loga-
rithms of algebraic numbers.

1. Introduccién

La sucesion de Fibonacci {F, },>0, dada por

Fn+2 = FrL+1 + F, y Fy = 0, F = 1,
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122 C.A. GomMEZ Ruiz

estd historicamente asociada con el crecimiento poblacional de conejos. Sélo hasta el siglo
XIX la sucesion de Fibonacci atrajo el interés de la comunidad matemaética. El francés
Edouard Lucas [23] fue autor de un extenso analisis, mostrando que la sucesion es un
mundo abierto de curiosidades. Hoy en dia la sucesion de Fibonacci tiene su lugar propio
en la teoria de ntiimeros al punto de contar con una sociedad de matematicos, Fibonacci
Association, dedicada a su estudio.

La sucesion de Fibonacci cuenta con una gran cantidad de generalizaciones. En este
articulo centramos nuestra atencion en una generalizacion estudiada por Spikerman [25],
la cual presentamos a continuacion.

La sucesion Tribonacci T := {T,},>0 se inicia con los valores Tp =Ty =0, To = 1,y
cada término a continuacion es la suma de los anteriores tres términos:

Tots =Thnyo+Thi1+ T, para todo n > 0.

Llamaremos a T, el n-ésimo namero Tribonacci. La sucesion Tribonacci tiene asociado
el polinomio ¥(z) = 23 — 22 — x — 1, al cual llamamos su polinomio caracteristico. Este
tiene una raiz real,

1
a=3 (1 + (19— 3v/33)1/% 4+ (19 + 3\/@1/3> ,

y dos raices complejas conjugadas:
B=a"1%" y y=a"12%7  con e (n/2n).

Notemos que a es cercana a 2, mientras que |8] = |y| = a2 < 1.

Spickerman mostré en [25], que las raices del polinomio caracteristico ¥(z) juegan un
papel central en la representacion de los niimeros Tribonacci:

o B v
Tn = a™ + B’VL + ,yn’
(a—=B)(a—-7) (B—a)(B—1) (v —a)(y = B)
para todo n > 1. Recientemente, Drenden y Du [7] mostraron que la representacion
anterior es equivalente a

Tn — daOL”71 4 dﬂﬂ”71 4 d’y,ynfl, (1)

donde d. := (# — 1)/(4z — 6). Mas atn, Dresden y Du mostraron que la contribucién de
By 7, en la representacion (1), es muy pequena. En efecto

T, =daa" "t +e,, con e, <1/2. (2)
Una propiedad fundamental en nuestro trabajo es la siguiente:
Q"2 < T, <a™ !, para todo n > 1. (3)

Esta desigualdad se debe a Bravo y Luca [5]. En la seccién 3 usaremos el grupo de Galois

de Q(a, B) sobre Q, el cual denotamos por G := Gal(Q(«, 3)/Q). Notemos que G = Ss.

[Revista Integracion



Ndmeros Tribonacci, S-unidades y triplas diofanticas 123

En este articulo investigamos sobre el cociente de nimeros Tribonacci que son S-unidades.
Dado un conjunto de ntimeros primos S = {p1,p2,...,ps}, consideramos los numeros
racionales de la forma

ai, a2 a
pypy Dy, con ay,as,...,as € 7.

Llamaremos a estos numeros, S-unidades.

En otras palabras, estudiaremos la ecuacion diofantica

T, =pi'py*---p2 Ty, con n>m>2 'y ai,...,as €Z. 4)

Nuestro trabajo reciente en conjunto con F. Luca (ver [14]), nos permite garantizar que
la ecuacion diofantica (4) tiene una cantidad finita de soluciones (n,m, a1, ..., as), donde

7z ’ 9
max{n,m,|al, ..., |as|} < max{10'" exp(p3)}. (5)

Notemos que para cualquier conjunto S la cota superior dada arriba es demasiado grande
para determinar las soluciones de la ecuacion diofantica (4), atin computacionalmente.
Ademas, la evidencia computacional nos muestra que, aunque el método de reduccion
mediante el algoritmo LLL corre en tiempo polinomial (ver la Seccion 2.3.4 en [6]), esto
nos podria tomar demasiado tiempo para reducir una cota del orden de 101 o superior.

De manera mas precisa, mostramos el siguiente resultado.

Teorema 1.1. Sean >m > 2 yay,...,as € Z. Si (n,m,a1,...,as) es una solucion de
(4), entonces existe una constante Cy efectivamente calculable, tal que

max{n,m, |ail,...,|as|} < 2,2 x 102°C,.

Resultado numérico. Si S = {2,3,7,103}, entonces la ecuacion diofantica (4) tiene
55 soluciones, donde cada solucion cumple que

méx{n,m,|a1],...,|as]} <18.

En la Seccion 2 presentamos nuestra herramienta principal, un teorema de Matveev
[24], sobre una cota inferior para formas lineales en logaritmos de ntumeros algebraicos.
En la Secciéon 3 demostramos el Teorema 1.1. En la Seccion 4 determinamos todos los
cocientes de nimeros Tribonacci que son S-unidades, con primos 2, 3,7, 103. En la Seccion
5 usamos los resultados de la Secciéon 4, para mostrar que ningtn par de miembros de la
tripla diofantica {9, 56,103}, asociada a la sucesion T+ 1 (ver [16]), puede extenderse a
una nueva tripla diofantica asociada a la sucesion 1"+ 1.

Finalizamos dando una breve descripcion del método de resolucion que usamos. Primero,
usamos cotas inferiores para formas lineales en logaritmos de niimeros algebraicos a fin
de hallar una cota superior para el maximo de las variables enteras de nuestra ecuacién
diofantica. Para el resultado numérico usamos un procedimiento que involucra reticulos,
el algoritmo LLL y un resultado de geometria de nimeros (ver [6]), con el fin de reducir
las cotas superiores a casos que podamos verificar computacionalmente.
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124 C.A. GomEz Ruiz

2. Formas lineales en logaritmos

Sea 1 un numero algebraico de grado d sobre Q, con polinomio primitivo minimal sobre
los enteros

d
f(X) = ao H(X -n") e ZIX],

donde el coeficiente principal ag es positivo. Definimos la altura logaritmica de n como
1 d
h(n) = 5 <1Og ao + ; log méx{|n®|, 1}> :
Nuestra herramienta principal es el siguiente teorema de Matveev [24]:

Teorema 2.1. Sean K un cuerpo de nimeros algebraicos real de grado D sobre Q,
N,...,M elementos de K, y by,..., by enteros. Tomemos

A=nb gl -1 y  B>max{|b],..., b}

Sean ademds A; > max{Dh(n;), |logmni|, 0,16} nimeros reales, para i = 1,...,t.
Entonces, asumiendo que A # 0, tenemos que

|A] > exp(—1,4 x 30! x t4° x D?(1 4+ log D)(1 +log B)A; - - - A;).
3. Demostracién del Teorema 1.1
Primero que todo, notemos que:

e Para cada 1 < i < s, tenemos que pLa"‘ divide a T}, 6 T),. Asi, en virtud de la
desigualdad (3) y del hecho que p; > 2 > «, podemos concluir que

max{|a;| : 1 <i<s} <n.
e Dado que n > m, entonces p]'p5? - - - p%s > 1.

Como una consecuencia de la primera observacion, concluimos que una cota superior
para n serd una cota superior para las demas variables enteras. Es decir,

méax{n,m,k, |ai|,...,|as|} <n.
Nuestro primer paso consiste en mostrar que m < C'logn, para una constante C' > 0
efectivamente calculable. Usando el estimativo (2) de Dresden y Du en la igualdad (4),

tenemos que

. 1
|daa™™" = pP'pg? -+ p§ daa™ | < S (14 PR3 - 07)-

Dividimos ambos lados de la desigualdad anterior por pj'p3* - - - p*d,a™ ! para obtener
—ay, —as —as ,,n—m 4
|p1 Py py P -1 <a—m. (6)

[Revista Integracion



Nameros Tribonacci, S-unidades y triplas diofanticas 125

A continuacion, aplicamos el Teorema 2.1 con ¢ := s+ 1 logaritmos. Para esto, tomamos

N =pi, bi:=—a;, para 1<i<s y Nsy1: =0, bgp1:=n—m.
Asi, Ay == py ' py ™ - py 0" — 1,y por (6),
4
El cuerpo de nameros algebraicos K := Q(«) contiene los 7; y tiene grado 3 sobre
Q; asi, D := 3. Ademas, podemos tomar B := n. Ahora, facilmente podemos ver que
h(p;) = logpi, para i = 1,2,...,s, y dado que a es un entero algebraico con raices

conjugadas subunitarias (es decir, con norma compleja menor que 1), podemos concluir
que h(a) < (log«)/3. Asi, tomamos

A; :==3logp;, para 1<i<s y Agi:=loga.
Con el fin de usar la conclusion del teorema de Matveev, nos resta ver que Ay no es cero.
En efecto, en caso contrario obtendriamos que

n—m __ _ai,as a
a =P Py s

Conjugando la igualdad anterior por un automorfismo o € G tal que o(a) = 8y tomando

valor absoluto, tenemos
oai, a2 a

[BI"™ = pi'p5® - - Pl

sin embargo esto no es posible, dado que || < 1 y n — m > 0, mientras que
pytps? - pe > 1. Asi, Ay £ 0.

La conclusion del Teorema 2.1 nos da la siguiente cota inferior para log |A;|:

—1,4 x 30" (s + 1)*°3°T2(1 + log 3) (1 + logn) (log a) - Hlogpi.
i=1

Combinando con la desigualdad log |A1| < log4 — mloga, la cual obtenemos desde (7),
concluimos que

m < 2,5 % 107g1(s) logn, con gi(s) = 90%(s 4+ 1)*° . Hlogpi. (8)
i=1

Retornando a la ecuacion (4), sustituimos unicamente T;, de acuerdo con la identidad
(2) y realizamos las operaciones algebraicas correspondientes, para obtener

(23 (% — — —_ 2
[Ag| := |p7'p5? - ~p§5deala =1 _1| < o 9)

Aplicamos una vez mas el método de las formas lineales con ¢t := s + 3 logaritmos y con
los parametros

ni=Dpi, bi:=a; para 1<i<s, Nst1 := Ly  bsp1 =1,

Vol. 33, No. 2, 2015]



126 C.A. GOoMEzZ Ruiz

Nst+2 := da, bsi2 = —1, Net3 =@, bgrzi=—(n—1).
Como en la primera aplicacion del Teorema 2.1, tomamos K := Q(«), D :=3, B:=n,
A; :=3logp;, para i = 1,...,8, y Agrs := loga. Ahora, por la desigualdad (3), con-
cluimos que h(T},) = logT,, < mloga, asi que tomamos A,y := 3mloga. En cuanto a
N)s+2, Notamos que su polinomio primitivo minimal sobre los enteros esta dado por

44 J] (X = 0(da)) = 44X° — 44X + 12X — 1.
oeG

Asi, en vista de que |dy|, |dg|, |dy| < 1, tenemos que h(d,) = (log44)/3. Por lo tan-
to, tomamos Ay o := log44. Veamos que Ay # 0. En el caso de ser cero, doa™ ™!
pitps? - p%eT,, es un entero no nulo. Sin embargo, conjugando esta igualdad por un
automorfismo o € G tal que o(a) = 3, obtenemos que

PP D8 T = o(p1' 05”15 Tn) = 0(daa” ™) = dg" 71
Tomando valor absoluto en ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos una con-
tradiccion (basta notar que dg y 3 son subunitarios).

A partir de la conclusion del Teorema 2.1 y de la desigualdad (9), obtenemos que

2
exp (—6 x 10"gs(s) (logn) m) < |Az| < o (10)
donde go(s) = 90%(s+3)*?-T];_, log p;. Tomando logaritmo en ambos lados de la desigual-
dad (10), e incluyendo la cota superior para m dada por (8), concluimos que
S
< 2,4 x 10%gs(s), con g3(s) = 90%(s* + 4s + 3)1° - Hlog2 Di- (11)
i=1

log®n

Con el fin de obtener una cota para n, presentamos el siguiente argumento analitico, el
cual aplicaremos en la desigualdad (11).
Lema 3.1. Sean h > 1 un entero positivo y A > 2(h + 1)log(h +1).

x

Si m <A, entonces x < (h+1)"A(logA)".
x

Demostracion. Para el caso h = 1 (ver [22]). Asumiremos que h > 2. Notemos que
la funcion x + x/(logz)" es creciente para z > e". Argumentando por contradiccion,
supongamos que x > (h 4 1)" A(log A)"; entonces = > ¢”, dado que A > e. Por lo tanto,

g (h +1)"A(log A)"

4 Toaa)" = (og((h + 1) Allog A1)

Realizando las simplificaciones respectivas, obtenemos que A/log A < h+1, y aplicando
el caso h =1 concluimos que A < 2(h + 1)log(h + 1), lo cual no es cierto. 4

Aplicando el Lema 3.1 en la desigualdad (11), con A := 2,4 x 10'8g3(s) concluimos que
n<22x10%gs(s), con g5 =gs(s)ga(s), (12)

donde g4(s) = log®(2,4 x 10'8g3(s)). Con esto concluimos la prueba del Teorema 1.1.

[Revista Integracién



Nameros Tribonacci, S-unidades y triplas diofanticas 127

4. Resultado numérico
En esta seccién determinamos todos los cocientes de ntmeros Tribonacci que son
{2,3,7,103}-unidades; en otras palabras, estamos interesados en hallar todas las solu-

ciones de la ecuacion diofantica

T, =2%3"7°103%T,,, con n>m>2 y a,bcdeZ. (13)

Notemos que para s =4 y S = {2,3,7,103}, los calculos realizados en la seccion anterior
nos permiten concluir que

g1(4) =63x 10", g2(4) =3x 10", g5(4) =2 x 10%,
g4(4) = 104, g5(4) = 1,8 x 10%,
Asi, deducimos de (8) y (12) que
m < 1,6 x 1019 y n < 4x10%, (14)

A continuacion reducimos las cotas para m y n dadas anteriormente, mediante el uso de
la teoria de reticulos.

Retornando a la desigualdad (7) (para s y S dados en esta seccion), tomamos
Iy :=—alog2 —blog3 — clog 7 — dlog 103 + (n — m)log a.

Asf, Ay = eIt — 1. Supongamos que m > 5; entonces por (7) tenemos que

4 1
A=l -1 < — < . 15
Arl = e 1] < = < 2 (15)
De este modo, e/t < 5/4, y por (15) concluimos que
I 5
Ty <etlett — 1] < .
aT’L
Por lo tanto,
lalog2 + blog3 + clog 7+ dlog103 — (n —m)loga| < 5 x a”™ ™. (16)

Ahora procedemos a estimar una cota inferior para |I'1|. En este punto de nuestro trabajo
usamos un resultado de la geometria de nimeros sobre una cota inferior para formas

lineales con coeficientes enteros acotados. Sean «q,...,a; € R. Consideremos el reticulo
entero Q = (by,...,by),, con vectores b; dados por
b, =e; +|Cajle, para 1<j<t—1 y b = [Cat] ey, (17)

donde C es una constante positiva suficientemente grande.

Vol. 33, No. 2, 2015]



128 C.A. GOMEzZ Ruiz

Lema 4.1. Sean, Xi,...,X; enteros positivos tales que X := max{X;} y C > (tX)! una
constante fija. Con la notacion anterior sobre S, consideremos una base reducida {b;}
para Q y su base de Gram—Schmidt {b}} asociada. Fijamos las constantes

B oy S g
1<i<t |[bZ]|” e’ — P v
Si los enteros x; cumplen que |v;| < X;, para i = 1,...,t y 6> > T? + Q, entonces

tenemos que

2-Q-T

>
- C

t
E TiQ
i=1

Para mas detalles, consultar [6, Seccion 2.3.5].

Antes de aplicar el Lema 4.1 en I'y, notemos que I'y # 0, dado que A; # 0. Fijamos
C = (6X)%, donde X := 4 x 10*® es una cota superior para max{|al, |b|, |¢|, |d|, n—m}
(de acuerdo con 14), y consideramos el reticulo €y generado por

by :=(1,0,0,0,[Clog2]),  bo:=(0,1,0,0,[Clog3]),
bs :=(0,0,1,0,|Clog7]),
by :=(0,0,0,1,[Clog103]),  bs:=(0,0,0,1,[Clogal).

Usando Mathematica® estimamos una base reducida {b;} (algoritmo LLL) para {; y su
base de Gram-Schmidt {b}} asociada. Con la anterior informacion, encontramos que

¢ = 1,212898017.. ., §=1,6x10%,

Q<5X%2=8x107 y T<3X=12x10%.
Dado que 62 — (T2% + Q) > 107, desde la conclusién del Lema 4.1 obtenemos que
\Vo2—-Q—-T
Wﬂ>4——7§L—7>5ﬁxUqu
y combinando esta desigualdad con (16) concluimos que m < 760.

Volviendo a la desigualdad (10) con nuestra nueva cota en m, obtenemos la desigualdad
n < 2,3 x 10%°logn,

de la cual se sigue que n < 2 x 10?8, Ahora, con esta nueva cota para n, aplicamos de
nuevo el Lema 4.1 para obtener una nueva cota inferior para |I'1|, la cual combinamos
con (16):

29x 1078 < Iy <5 xa™™.

Esta vez tenemos que m < 450, y en consecuencia n < 8,6 x 1027,

Ahora vamos a la desigualdad (9) (para s y S dados en esta seccion) y tomamos

Iy :=alog2 + blog3 + clog 7 + dlog 103 + log(T,,d, ') — (n — 1) log a.

[Revista Integracion



Ndameros Tribonacci, S-unidades y triplas diofanticas 129

Entonces, Ay = e — 1. Por (9) y el hecho de que n > 3, concluimos que |Ap| < 1/3.
Luego e/l < 3/2, y asi |Ty| < 3/a™. Por lo tanto,

lalog2 + blog3 + clog 7+ dlog 103 + log(Tynd, ') — (n— 1)loga| <3 xa™™.  (18)

Notemos que I'y # 0, porque Ag # 0. Para cada m € [2,450] tomamos X := 8,6 x 1027
(tltima cota paran), C := (9X)? y fijamos la base entera para el reticulo Qs respectivo.
Mediante el uso de Mathematica® implementamos los calculos descritos en el Lema 4.1,
para obtener la siguiente cota inferior [I's| > 10728, 1a cual, combinada con (18), conduce
an < 825. Con esta nueva cota para n en lugar de la cota dada en (14), retornamos a la
desigualdad (16) e implementamos una vez mas el procedimiento de reduccion mediante
el algoritmo LLL (Lema 4.1). Esta vez, tomando X := 825 y C := (6X)°, obtenemos
que [Ty > 6,4 x 10719 y asi, m < 75. Con esta pequefia cota para m, vamos a la
desigualdad (18), donde para cada m € [2,75] procedemos como antes, con X := 825y
C := (10X)°. Pocos segundos después, Mathematica® revela que [I's| > 9,7 x 10731 y
como consecuencia de (18) tenemos que n < 120.

Realizando una ultima vez el ciclo de reduccion que involucra las desigualdades (16), (18)
y el Lema 4.1, obtenemos que

m € [2,60] y n € [m+1,100].

Listando la factorizacion de T;,, con n € [3,100], podemos notar que para n > 19, cada
namero 7, tiene un divisor primitivo mayor que 7 y distinto de 103; de hecho, para
n > 37, T, tiene un divisor primitivo mayor que 103 (en general en una sucesion de
enteros {uy, },>0, decimos que un término u, tiene un divisor primitivo si u, tiene un
factor primo que no divide a u,,, para todo m < n). Por lo tanto, para n > 19 la ecuacion
(13) no tiene soluciones. De esta manera, nuestra busqueda se reduce a m < n < 18.

Las soluciones halladas las clasificaremos de acuerdo con m:

om=2,3, T2=T3=1y

Ty =2, Ty = 22, Te =1, Ty =2° -3,
Ty = 34, T3 =2%.32.7, Tyy = 32103,
Tyg = 2572, Ty =23-7-103, Tys = 1032
e m=4 Ty=2y
Ty = 2Ty, Te =271 7Ty, Ty =22 3Ty,
Tio=2"1-3*Ty, Ty =2%.32. 7Ty, Ty, =2"1.3%2.103 Ty,
Ty = 2° - 7* Ty, Tz =2%.7-103Ty, Tig =2"1-10321Ty.

e m=>5 Ts=4y

Ts=2"2-7Ts,
Ty =2-3%.7Ts,

Tyr =2-7-1031T5,

Vol. 33, No. 2, 2015]

Ty =2-3Ts,
Ty =2"2.32.103T5,

Tio=2"2-3'Ts,
Tig =24 72 Ts,

Tig =2"2-103% 1.
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em=6Ts="Ty

Ty =2%-3.7"1T,, Ty =371 Tg,
Tyg =2%. 32T, Ty, =3%-771.103 T, Tig = 2% 7T,
Ti7 = 23103 Tg, Tys =7"1-103%Tg.

em=8 Tyg=2%3y
Tio=272-32Tg, Tys =3-7Ts, Ty, =272.3.103T,
Tig =2%-371. 7215, Ty =371.7.103T5, Tig=2"2-3"1.1032Ts.
e m=10, Tio =3y
Tis =2%-372.7T), Tiy =372.103 T}y, T =20-37%. 721,
Ti; =2%.374.7.103 Ty, Tig = 3741032 Tyo.
em=13 T13=2%.32.7y
Ty =272-771.103 T}, Tig=2-372. 713,

Ti7 = 372103713, Tig=2"2-372.771.103T}3.

m=14, Ti4 = 3%-103 y

Tie=20-3"2.72.103"' Ty, Ti7=2%-32.7TTy, Tis=3"2-103T}4.

e m =16, Ty = 26.72 y Ti7 = 273.771.103 Tyg, Tis= 276.772.1032 Tig.
e M = 17, T17 = 23 -7-103 y Tlg = 273 . 771 . 103T17

5. Triplas diofanticas

Una m-tupla diofantica es un conjunto {ai,...,a,,} de nimeros racionales o enteros
positivos, con la propiedad de que el producto de cualesquiera dos de sus elementos
(distintos) es un cuadrado menos uno, es decir, tal que a;a; + 1 es un cuadrado para
todo 1 < i < j < m. Es bien conocido que Diofanto present6 la cuddrupla racional
{1/16,33/16,17/4,105/16}, y que mucho tiempo después Fermat encontro la cuadrupla
entera {1,3,8,120}.

En el caso entero, Euler dio una familia infinita de cuadruplas diofanticas:
{a,b,a+b+2t,4t(t +a)(t +b)}, donde ab+1=1t>

Por otro lado, Arkin, Hoggatt y Strauss [1] dieron una manera de extender cualquier
tripla diofantica a una cuddrupla diofantica. Mas precisamente, si {a, b, c} es una tripla
diofantica con ab +1 = t2, ac+ 1 = u?, bec+1 = 02, con t,u,v enteros positivos,
entonces {a,b,c,d} es una cuadrupla diofantica, donde d = a + b + ¢ + 2abc + 2tuv.

Respecto a m-tuplas diofanticas, con m > 5, Baker y Davenport mostraron en [2] que
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la cuadrupla diofantica {1, 3, 8,120} no puede ser extendida a una quintupla diofantica.
Recientemente Dujella [8] mostré que no existen séxtuplas diofanticas, y que hay a lo
més una cantidad finita de quintuplas diofanticas. Poco después, él mismo presentd en
[9] 1a cota superior explicita 101?30 para el ntimero de quintuplas diofanticas. Esta cota
fue reducida sustancialmente a 6,8 x 1032 por Elsholtz, Filipin y Fujita [10]. Sin embargo,
en el caso racional no es conocido ni siquiera si m debe ser acotada. Gibbs [13] encontro
algunos ejemplos con m = 6.

Una generalizacion natural de este problema consiste en reemplazar los cuadrados por
miembros de una sucesion entera. Sea U := {U,},>¢ una sucesion de enteros; diremos
que un conjunto {ai,...,an} de enteros positivos es una m-tupla diofantica asociada a
U si a;a; + 1 es un miembro de U, para todo 1 < i < j < m. Asumiremos que m > 3
para evitar trivialidades. En [3],[4],[17],[18],[19] se estudiaron m-tuplas diofanticas aso-
ciadas a potencias superiores con exponente fijo o variable, mientras que Fuchs, Luca y
Szalay investigaron en [11] sobre m-tuplas diofanticas con miembros en sucesiones linea-
les binarias no degeneradas. Particularmente, Luca y Szalay mostraron que no existen
triplas diofanticas con valores en la sucesion de Fibonacci (ver [20]), y que la anica tripla
diofantica con valores en la sucesion de Lucas es {a,b, c} = {1,2, 3} (ver [21]). Muy poco
se conoce acerca de m-tuplas diofanticas asociadas a sucesiones lineales recurrentes de
order mayor que dos. En trabajo conjunto con F. Luca, hemos tratado con la sucesion
Tribonacci T', mostrando en [15] que no existen cuadruplas diofanticas asociadas a T'. Re-
cientemente, Fuchs, Luca y Szalay mostraron que existe a lo mas una cantidad finita de
triplas diofanticas 1 < a < b < ¢ asociadas a cada sucesion k-generalizada de Fibonacci,
donde para k = 3 tenemos la sucesion Tribonacci (ver [12]). Sin embargo, el problema de
determinar todas las triplas diofanticas asociadas a T' continta abierto (hasta el momento
no conocemos un ejemplo). También, en trabajo conjunto con F. Luca, hemos probado
que no existen cuadruplas diofanticas asociadas a la sucesion T+ 1, es decir que no exis-

ten m-tuplas {a1,...,an} de enteros positivos tales que a;a; € T, con m > 4 (consultar
[16]). Estudiando la ecuacion diofantica
aly, = b1, (19)

en enteros positivos a, b, n, m con a < b primos relativos en un rango pequeno, obtuvimos
mediante busqueda computacional que para a,b € {9,56,103} la ecuacion (19) siempre
tiene solucion. Curiosamente {9,56,103} es una tripla diofantica asociada a T'+ 1, dado
que

9 x 56=T13, 9 x 103=T14, 56 x ].03=T17.

En esta seccion nos proponemos mostrar que cualquier par de miembros de la tripla
diofantica {9, 56,103}, asociada a T + 1, no puede ser extendida a otra tripla diofantica
asociada a T'+ 1. Primero que todo, notemos que si a,b € {9,56,103} y {a,b, z} es una
tripla diofantica asociada a T'+ 1, con a < b < z, entonces en particular tenemos que

ar =T, br=T,, paraalgan n, m > 1. (20)
Eliminando z en (20), obtenemos
T, = (b/a)T,,, donde b/a es una {2,3,7,103}—unidad.

Las soluciones que encontramos en la secciéon anterior para la ecuacion diofantica (13)
nos permiten concluir que la tnica solucion, cuando a = 9, b = 56, es = 103; y que
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en los deméas casos no hay solucion para (20). Asi, ninguna dupla {a,b} C {9,56,103} la
podemos extender a una tripla diofantica asociada a 7'+ 1 distinta a {9,56,103}.

Finalizamos con la siguiente proposicion, la cual es evidente.

Proposicion 5.1. Sean a y b enteros positivos tales que ab € T. La ecuacion diofdntica
al,, = bT,, tiene solucion si y solo si existe un entero positivo x tal que el conjunto
{a,b,z} es una tripla diofdntica asociada a T + 1.
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