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Sobre el segundo produ
to simétri
o de


ontinuos indes
omponibles y en
adenables
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Resumen. Alejandro Illanes preguntó si el pseudoar
o P tiene hiperespa
io

segundo produ
to simétri
o F2(P ) úni
o, es de
ir: si X es un 
ontinuo para

el 
ual existe un homeomor�smo h : F2(P ) → F2(X), enton
es, ¾es X ho-

meomorfo al pseudoar
o? En este trabajo probamos que si X es un 
ontinuo

indes
omponible y en
adenable y Y es un 
ontinuo tal que F2(Y ) es homeo-

morfo a F2(X), enton
es Y es indes
omponible.

Palabras 
lave: Continuo, en
adenable, indes
omponible, hiperespa
ios, se-

gundo produ
to simétri
o.
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On the se
ond symmetri
 produ
t of inde
omposable


hainable 
ontinua

Abstra
t. Alejandro Illanes asked if the pseudoar
 P has unique se
ond sym-

metri
 produ
t F2(P ), this is, if X is a 
ontinuum su
h that there is a home-

omorphism h : F2(P ) → F2(X), then, is X homeomorphi
 to the pseudoar
?

In this paper we show that if X is an inde
omposable 
hainable 
ontinuum

and Y is a 
ontinuum su
h that F2(Y ) is homeomorphi
 to F2(X), then Y is

inde
omposable.

Keywords: Continuum, 
hainable, inde
omposable, hyperspa
es, se
ond sym-

metri
 produ
t.

1. Introdu

ión

La Teoría de los Continuos, una de las grandes ramas de la topología, se en
arga de

estudiar las propiedades de los espa
ios métri
os, 
ompa
tos y 
onexos 
on más de un

punto; a un espa
io 
on estas 
ara
terísti
as se lo llama 
ontinuo. Uno de los ejemplos

más importantes en la teoría de los 
ontinuos es el 
ontinuo 
ono
ido 
omo pseudoar
o, es
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140 M. de J. López & E. Ramírez Márquez

de
ir, un 
ontinuo en
adenable y hereditariamente indes
omponible (para 
onsultar otras

propiedades importantes del pseudoar
o, vea [11℄). Dado un 
ontinuo X se 
onsidera la


ole

ión de todos sus sub
onjuntos 
errados {A ⊂ X : A es 
errado y no va
ío}, la

ual se denota por 2X , 
on la métri
a de Hausdor�. Al espa
io 2X 
on esta métri
a

se lo llama el hiperespa
io de los 
errados de X . Se 
ono
e que el hiperespa
io 2X es


ompa
to y 
onexo, es de
ir, también es un 
ontinuo. También se 
onsidera la 
ole

ión

F2(X) = {{x, y} : x, y ∈ X}; nótese que F2(X) ⊂ 2X . Al hiperespa
io F2(X) se lo llama

el segundo produ
to simétri
o de X .

Un 
ontinuoX tiene hiperespa
io úni
o F2(X) si para 
ualquier 
ontinuo Y tal que F2(X)
es homeomorfo a F2(Y ), se tiene que X es homeomorfo a Y . En los últimos 15 años la

teoría de uni
idad de hiperespa
ios ha tenido auge por mu
hos topólogos mexi
anos,

en rela
ión 
on el n-ésimo produ
to simétri
o de un 
ontinuo X , Fn(X) = {A ∈ 2X :
A tiene a lo más n puntos}, donde n ∈ N (se pueden ver las referen
ias [1℄, [4℄, [6℄, [7℄, [8℄

o [10℄).

Uno de los 
ontinuos más importantes en la teoría de los 
ontinuos y sus hiperespa
ios

es el pseudoar
o, que fue 
onstruido por R H Bing en 1948 (ver [3℄). Este ejemplo tie-

ne mu
has propiedades interesantes, 
omo se puede ver en [11℄. Cabe men
ionar que su

des
rip
ión no es nada trivial; de he
ho, en la literatura es referido por una de sus equiva-

len
ias, es de
ir, el pseudoar
o es un 
ontinuo en el plano, en
adenable y hereditariamente

indes
omponible. Este 
ontinuo lo vamos a denotar por P .

Uno de los problemas que planteó Alejandro Illanes en [9, Pregunta 45℄ es ver si el pseudo-

ar
o P tiene hiperespa
io úni
o F2(P ). Intentando responder esta pregunta en
ontramos

los siguientes resultados (algunos de ellos ya 
ono
idos): Si X es un 
ontinuo indes
ompo-

nible y en
adenable y Y es un 
ontinuo tal que F2(Y ) es homeomorfo a F2(X), enton
es
Y es indes
omponible. En parti
ular, si Y es un 
ontinuo tal que F2(Y ) es homeomorfo

a F2(P ), enton
es Y es indes
omponible.

2. Preliminares

Un 
ontinuo es un espa
io métri
o 
ompa
to, 
onexo y no va
ío. Un sub
ontinuo de un


ontinuo es un subespa
io que también es un 
ontinuo. Un 
ontinuo es no degenerado

si 
ontiene más de un punto. Diremos que un 
ontinuo es des
omponible si se puede

representar 
omo la unión de dos de sus sub
ontinuos propios; en otro 
aso diremos que

es indes
omponible. Un 
ontinuo es hereditariamente indes
omponible si 
ada uno de sus

sub
ontinuos es indes
omponible. Dado un espa
io métri
o X y un sub
onjunto A de X ,

denotamos la 
erradura y el interior de A en X , por cl(A) y int(A), respe
tivamente. El

diámetro del 
onjunto A lo denotamos por diám(A).

Proposi
ión 2.1. Un 
ontinuo X es des
omponible si y solo si X 
ontiene un sub
ontinuo

propio 
on interior no va
ío.

Demostra
ión. Supongamos que existen sub
ontinuos propios A y B de X tales que

X = A ∪B. Nótese que X \B es un sub
onjunto abierto de X , no va
ío, y X \ B ⊆ A.
Así, A tiene interior no va
ío.

[Revista Integración
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Re
ípro
amente, supongamos que existe un sub
ontinuo propio A de X 
on interior no

va
ío. Consideremos dos 
asos.

(i) Si X \A es 
onexo, enton
es el 
onjunto B = cl(X \A) es un sub
ontinuo propio de

X y X = A ∪B. Luego X es des
omponible.

(ii) Si X \ A no es 
onexo, enton
es existen sub
onjuntos abiertos U y V en X ajenos

tales que X \A = U ∪ V . Se sigue de [13, Lema 1.7.18℄ que los 
onjuntos A ∪U y A ∪ V
son sub
ontinuos de X . Pongamos B = A ∪ U y C = A ∪ V . Nótese que B y C son

sub
ontinuos propios de X y X = B ∪ C. De donde X es des
omponible. �XXX

Como una 
onse
uen
ia de la Proposi
ión 2.1 tenemos la siguiente 
ara
teriza
ión, la


ual es muy útil en nuestro trabajo.

Proposi
ión 2.2. Un 
ontinuo X es indes
omponible si y solo si todo sub
ontinuo propio

de X tiene interior va
ío.

Dado un número real positivo ε, una ε-fun
ión entre 
ontinuos es una fun
ión 
ontinua

f : X → Y tal que diám(f−1(y)) < ε, para 
ada y ∈ f(X). Se di
e que un 
ontinuo X
es en
adenable si para 
ada número positivo ε > 0 existe una ε-fun
ión de X sobre el

intervalo 
errado [0, 1].

Sean X y Y 
ontinuos, y denotemos por π1 : X × Y → X y π2 : X × Y → Y la primera

y la segunda proye

ión, respe
tivamente. Una prueba del resultado que sigue se puede

ver en [2, Corolario 3℄.

Teorema 2.3. Sean X y Y 
ontinuos en
adenables. Si A y B son sub
ontinuos de X×Y
tales que π1(A) = X y π2(B) = Y , enton
es A ∩B 6= ∅.

Dada una fun
ión 
ontinua y supraye
tiva entre 
ontinuos f : X → Y , se di
e que f es

abierta si, para 
ada sub
onjunto abierto U de X se tiene que f(U) es un sub
onjunto

abierto de Y . La fun
ión f se llama 
on�uente si para 
ada sub
ontinuo B de Y y 
ada


omponente K de f−1(B), se tiene que f(K) = B.

Dado un 
ontinuo X , al hiperespa
io 2X se le da una topología de la siguiente manera:


onsideremos una 
ole

ión �nita de sub
onjuntos U1, . . . , Un de X y n ∈ N; denotamos:

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃

i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para 
ada i ∈ {1, . . . , n}}.

Ahora, hagamos:

B = {〈U1, . . . , Un〉 : Ui es un abierto en X, i ∈ {1, . . . , n} y n ∈ N}.

Se tiene que B es una base para una topología para 2X , la 
ual se 
ono
e 
omo topología

de Vietoris. La demostra
ión de este he
ho se puede 
onsultar en [14, Teorema 4.5℄.

Además, la topología indu
ida por la métri
a de Hausdor� sobre 2X 
oin
ide 
on la

topología de Vietoris [15, Teorema (0.13)℄. Dado que F2(X) ⊂ 2X , vamos a denotar los


onjuntos abiertos de F2(X), 
omo subespa
io que hereda de la topología de Vietoris,

por 〈U, V 〉F2(X), donde U y V son abiertos en X .

Vol. 34, No. 2, 2016℄



142 M. de J. López & E. Ramírez Márquez

3. El resultado prin
ipal

Un 
ontinuoX es semiindes
omponible si no existen sub
ontinuos propiosA y B deX 
on

int(A) 6= ∅ y int(B) 6= ∅ tales que A∩B = ∅. Nótese que todo 
ontinuo indes
omponible

es semiindes
omponible; el re
ípro
o no se 
umple: por ejemplo, el 
ono sobre el 
onjunto

de Cantor es un 
ontinuo des
omponible y semiindes
omponible.

Lema 3.1. La propiedad de ser semiindes
omponible es una propiedad topológi
a.

Demostra
ión. Sean X y Y 
ontinuos y h : X → Y un homeomor�smo. Supongamos que

X es semiindes
omponible y vamos a probar que Y es semiindes
omponible. Para esto


onsideremos dos sub
ontinuos propios A y B de Y tales que int(A) 6= ∅ y int(B) 6= ∅.
Se sigue que h−1(A) y h−1(B) son sub
ontinuos propios de X 
on interior no va
ío.

Por hipótesis, se tiene que h−1(A) ∩ h−1(B) 6= ∅. Luego A ∩ B 6= ∅. Por lo tanto, Y es

semiindes
omponible. �XXX

Lema 3.2. Sea X un 
ontinuo. Si el produ
to X ×X es semiindes
omponible, enton
es

X es indes
omponible.

Demostra
ión. Supongamos que existen sub
ontinuos propios A y B de X tales que

X = A∪B. Consideremos puntos p ∈ X \A y q ∈ X \B. Nótese que p 6= q. Como X \A
y X \B son sub
onjuntos abiertos de X , enton
es existen 
onjuntos abiertos U y V en X
tales que p ∈ U ⊆ cl(U) ⊆ X \A y q ∈ V ⊆ cl(V ) ⊆ X \B. Nótese que cl(U)∩cl(V ) = ∅.

Consideremos el 
ontinuo K = B × B. Nótese que U × U es un 
onjunto abierto en

X ×X no va
ío 
ontenido en K. De modo que int(K) 6= ∅. Por otro lado, 
onsideremos

los 
onjuntos 
ompa
tos cl(V )×X yX×{q}. Nótese que (cl(V )×X)∩K = ∅ y (X×{q})∩
K = ∅. Más aún, para 
ada v ∈ cl(V ) tenemos que (v, q) ∈ (cl(V )×X)∩ (X×{q}). Así,
el 
onjunto de�nido por H = (cl(V )×X)∪ (X×{q}) es un 
ontinuo. Como V ×V ⊆ H ,

se tiene que int(H) 6= ∅. De modo que K y H son sub
ontinuos de X ×X , ajenos y 
on

interior no va
ío, lo 
ual es una 
ontradi

ión. Por lo tanto, X es indes
omponible. �XXX

Lema 3.3. Si X es un 
ontinuo en
adenable e indes
omponible, enton
es X × X es

semiindes
omponible.

Demostra
ión. Consideremos dos sub
ontinuos propiosA yB deX×X tales que int(A) 6=
∅ y int(B) 6= ∅. Probaremos que A ∩B 6= ∅.

Para 
ada i ∈ {1, 2}, sea πi : X × X → X la fun
ión proye

ión. Se tiene que π1(A)
y π2(B) son sub
ontinuos de X , int(π1(A)) 6= ∅ y int(π2(B)) 6= ∅. Como X es indes-


omponible por la Proposi
ión 2.2, tenemos que π1(A) = X y π2(B) = X . Ahora, 
omo

X es en
adenable, se sigue del Teorema 2.3 que A ∩ B 6= ∅. Por lo tanto, X × X es

semiindes
omponible. �XXX

En [16, Teorema 3.1℄, J. Prajs probó que si P = (p1, p2, . . .) y Q = (q1, q2, . . .) son

su
esiones de números primos y ΣP y ΣQ son los 
orrespondientes solenoides (para la

[Revista Integración
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de�ni
ión de solenoide vea [14, pág. 21℄), enton
es ΣP × ΣQ es semiindes
omponible si

y solo si para 
ada número natural M existen i, j > M tales que pi = pj . Se sigue del

resultado de Prajs que el re
ípro
o del Lema 3.3 es falso, ya que Σ2 (el solenoide diádi
o)

es un 
ontinuo indes
omponible que no es en
adenable y Σ2×Σ2 es semiindes
omponible.

Teniendo en 
uenta los Lemas 3.2 y 3.3, se obtiene el resultado que sigue.

Teorema 3.4. [5, Teorema 10℄ Si X es un 
ontinuo en
adenable, enton
es X es indes-


omponible si y sólo si X ×X es semiindes
omponible.

Proposi
ión 3.5. Sean X un 
ontinuo y ϕ : X × X → F2(X) la fun
ión de�nida por

ϕ((x, y)) = {x, y}, para 
ada (x, y) ∈ X × X. Se tiene que la fun
ión ϕ es 
ontinua,

supraye
tiva y abierta.

Demostra
ión. No es difí
il 
onven
erse de que ϕ es una fun
ión 
ontinua y supraye
tiva.

Veamos que ϕ es abierta. Para esto 
onsideremos el sub
onjunto abierto U×V de X×X ,

donde U y V son sub
onjuntos abiertos de X . Vamos a probar que ϕ((U × V )) es

un 
onjunto abierto en F2(X). Consideremos un punto (x, y) ∈ U × V . Nótese que

x ∈ {x, y} ∩ U , y ∈ {x, y} ∩ V y {x, y} ⊆ U ∪ V . Luego {x, y} ∈ 〈U, V 〉F2(X). Así,

ϕ(U × V ) ⊆ 〈U, V 〉F2(X).

Ahora, sea un punto {x, y} ∈ 〈U, V 〉F2(X). Nótese que {x, y} ∩ U 6= ∅, {x, y} ∩ V 6= ∅ y

{x, y} ⊆ U∪V . Sin pérdida de generalidad supongamos que x ∈ {x, y}∩U . Consideremos

el 
aso 
uando x /∈ V . Dado que {x, y} ∩ V 6= ∅, se tiene que y ∈ V . Así, el punto

(x, y) ∈ U × V y ϕ((x, y)) = {x, y}. Consideremos ahora el 
aso 
uando x ∈ V . Como

{x, y} ⊆ U ∪ V , tenemos que y ∈ U , o bien y ∈ V . Si y ∈ U , enton
es el punto

(y, x) ∈ U × V y ϕ((y, x)) = {x, y}. Si y ∈ V , enton
es el punto (x, y) ∈ U × V y

ϕ((x, y)) = {x, y}. Luego ϕ(U × V ) = 〈U, V 〉F2(X).

Por lo tanto, ϕ es una fun
ión abierta. �XXX

En el Teorema 13.14 de [14℄ se prueba que toda fun
ión abierta es una fun
ión 
on�uente.

Luego, usando la Proposi
ión 3.5, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.6. La fun
ión ϕ de�nida en la Proposi
ión 3.5 es 
on�uente.

Observa
ión 3.7. La fun
ión ϕ de�nida en la Proposi
ión 3.5 es 2 a 1, es de
ir, la


ardinalidad del 
onjunto ϕ−1(A) es a lo más 2, | ϕ−1(A) |6 2, para 
ada A ∈ F2(X).
De modo que si B es un sub
ontinuo de F2(X), enton
es el 
onjunto ϕ−1(B) tiene dos


omponentes en el 
aso en que B ∩ F1(X) = ∅. En otro 
aso, ϕ−1(B) tiene sólo una


omponente.

Lema 3.8. Sea X un 
ontinuo. Si X × X es semiindes
omponible, enton
es F2(X) es

semiindes
omponible.

Demostra
ión. SeanA y B sub
ontinuos propios de F2(X) tales que int(A) 6= ∅ e int(B) 6=
∅. Consideremos la fun
ión ϕ : X×X → F2(X) de�nida por ϕ((x, y)) = {x, y}, para 
ada
(x, y) ∈ X ×X . Por la Proposi
ión 3.5 tenemos que ϕ−1(A) y ϕ−1(B) son sub
onjuntos


ompa
tos de X ×X . Por la Observa
ión 3.7, tenemos los siguientes 
asos:

Vol. 34, No. 2, 2016℄



144 M. de J. López & E. Ramírez Márquez

Caso 1. Si A∩ F1(X) 6= ∅, enton
es ϕ−1(A) es un 
onjunto 
onexo.

Caso 2. Si A∩ F1(X) = ∅, enton
es ϕ−1
2 (A) tiene dos 
omponentes.

Además, en 
ualquier 
aso se tiene que int(ϕ−1(A)) 6= ∅. Consideremos un punto A ∈
int(A) y una 
omponente K de ϕ−1(A). Por el Corolario 3.6 tenemos que ϕ es una

fun
ión 
on�uente, luego existe un punto (x, y) ∈ K tal que ϕ((x, y)) = A. Más aún,

existe un sub
onjunto abierto U de X ×X tal que (x, y) ∈ U ⊆ K. Conse
uentemente,

int(K) 6= ∅.

Por otro lado, 
onsideremos una 
omponente C de ϕ−1(B). Con un argumento similar al

anterior se prueba que int(C) 6= ∅.

Así, K y C son sub
ontinuos propios de X ×X 
on interior no va
ío. Del he
ho de que

X ×X es semiindes
omponible se sigue que K ∩C 6= ∅. Luego A∩ B 6= ∅. Por lo tanto,

F2(X) es semiindes
omponible. �XXX

Lema 3.9. Sea X un 
ontinuo. Si F2(X) es semiindes
omponible, enton
es X es indes-


omponible.

Demostra
ión. Supongamos que existen dos sub
ontinuos propios A y B de X tales que

X = A ∪B. Vamos a probar que F2(X) no es semiindes
omponible.

Obsérvese que X \ A y X \ B son sub
onjuntos abiertos de X . Consideremos puntos

x ∈ X \ B y y ∈ X \ A. Luego existen sub
onjuntos abiertos, W y V , de X tales que

x ∈ W ⊆ cl(W ) ⊆ X \B y y ∈ V ⊆ cl(V ) ⊆ X \A. Nótese que cl(W ) ⊆ A y cl(V ) ⊆ B.

Vamos a probar que los 
onjuntos 〈cl(V ), X〉F2(X) y 〈A〉F2(X) son 
ontinuos. Primero, no

es difí
il probar que el 
onjunto 〈cl(V ), X〉F2(X) es 
errado en 2X y, así, 
ompa
to.

Resta ver que 〈cl(V ), X〉F2(X) es un 
onjunto 
onexo. Para esto 
onsideremos dos puntos

{p, q}, {r, s} ∈ 〈cl(V ), X〉F2(X) y vamos a probar que existe un 
onjunto 
onexo 
onte-

nido en 〈cl(V ), X〉F2(X) que los 
ontiene. Como {p, q}, {r, s} ∈ 〈cl(V ), X〉F2(X), tenemos

que {p, q} ∩ cl(V ) 6= ∅ y {r, s} ∩ cl(V ) 6= ∅. Supongamos sin pérdida de generalidad que

p, r ∈ cl(V ). Nótese que {p, q} ∈ 〈{p}, X〉F2(X) y {r, s} ∈ 〈{r}, X〉F2(X). Probaremos que

〈{p}, X〉F2(X) y 〈{r}, X〉F2(X) son 
onjuntos 
onexos. Para esto 
onsideremos la fun
ión

f : X → 〈{p}, X〉F2(X) de�nida por f(x) = {p, x}, para 
ada x ∈ X . Vamos a probar que

f es una fun
ión 
ontinua y supraye
tiva. Sea 〈{p}, U〉F2(X), 
on U abierto en X , un 
on-

junto abierto bási
o 
ontenido en 〈{p}, X〉F2(X). Tenemos que f−1(〈{p}, U〉F2(X)) = U ,

el 
ual es un abierto en X . De modo que f es 
ontinua. Ahora, sea {p, a} ∈ 〈{p}, X〉F2(X).

Tenemos que f(a) = {p, a}. Luego f es supraye
tiva. Así, 〈{p}, X〉F2(X) es la imagen 
on-

tinua y supraye
tiva de X , el 
ual es un 
onjunto 
onexo. Por lo tanto, 〈{p}, X〉F2(X) es

un 
onjunto 
onexo. Análogamente se prueba que 〈{r}, X〉F2(X) es un 
onjunto 
onexo.

Dado que {p, r} ∈ 〈{p}, X〉F2(X) ∩ 〈{r}, X〉F2(X) ⊆ 〈cl(V ), X〉F2(X), tenemos que

{p, q}, {r, s} ∈ 〈{p}, X〉F2(X) ∪ 〈{r}, X〉F2(X); además, 〈{p}, X〉F2(X) ∪ 〈{r}, X〉F2(X) es

un 
onjunto 
onexo y, así, un 
ontinuo.

Nótese que 〈V,X〉F2(X) ⊆ 〈cl(V ), X〉F2(X). Luego int(〈cl(V ), X〉F2(X)) 6= ∅.
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Ahora, 〈A〉F2(X) = {{x, y} ∈ 2X : {x, y} ⊆ A} = F2(A), el 
ual es un 
ontinuo. Dado

que 〈W 〉F2(X) ⊆ 〈A〉F2(X), tenemos que int(〈A〉F2(X)) 6= ∅.

Así, tenemos que 〈A〉F2(X) y 〈cl(V ), X〉F2(X) son dos sub
ontinuos propios de F2(X) 
on
interior no va
ío. Conse
uentemente, F2(X) no es semiindes
omponible. �XXX

Se sigue de los Lemas 3.3, 3.8 y 3.9 el resultado que sigue.

Teorema 3.10. [12, Teorema 16℄ Si X es un 
ontinuo en
adenable, enton
es X es indes-


omponible si y solo si F2(X) es semiindes
omponible.

Teorema 3.11. Sea X un 
ontinuo indes
omponible y en
adenable. Si Y es un 
ontinuo

tal que F2(Y ) es homeomorfo a F2(X), enton
es Y es indes
omponible.

Demostra
ión. Por el Teorema 3.10 tenemos que F2(X) es semiindes
omponible. Ahora,

dado que F2(X) es homeomorfo a F2(Y ), por el Lema 3.1 se obtiene que F2(Y ) es

semiindes
omponible. Luego se sigue, del Lema 3.9, que Y es indes
omponible. �XXX

Corolario 3.12. Si P es el pseudoar
o y Y es un 
ontinuo tal que existe un homeomor�smo

entre F2(P ) y F2(Y ), enton
es Y es indes
omponible.
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