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Sobre el segundo producto simétrico de
continuos indescomponibles y encadenables
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Matemaéticas, Puebla, México.

Resumen. Alejandro Illanes pregunté si el pseudoarco P tiene hiperespacio
segundo producto simétrico F5(P) unico, es decir: si X es un continuo para
el cual existe un homeomorfismo h : F3(P) — F»(X), entonces, jes X ho-
meomorfo al pseudoarco? En este trabajo probamos que si X es un continuo
indescomponible y encadenable y Y es un continuo tal que F»(Y") es homeo-
morfo a F5(X), entonces Y es indescomponible.

Palabras clave: Continuo, encadenable, indescomponible, hiperespacios, se-
gundo producto simétrico.
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On the second symmetric product of indecomposable
chainable continua

Abstract. Alejandro Illanes asked if the pseudoarc P has unique second sym-
metric product F»(P), this is, if X is a continuum such that there is a home-
omorphism h : Fy(P) — F5(X), then, is X homeomorphic to the pseudoarc?
In this paper we show that if X is an indecomposable chainable continuum
and Y is a continuum such that F5(Y") is homeomorphic to F»(X), then Y is
indecomposable.

Keywords: Continuum, chainable, indecomposable, hyperspaces, second sym-
metric product.

1. Introduccién

La Teoria de los Continuos, una de las grandes ramas de la topologia, se encarga de
estudiar las propiedades de los espacios métricos, compactos y conexos con més de un
punto; a un espacio con estas caracteristicas se lo llama continuo. Uno de los ejemplos
mas importantes en la teoria de los continuos es el continuo conocido como pseudoarco, es
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decir, un continuo encadenable y hereditariamente indescomponible (para consultar otras
propiedades importantes del pseudoarco, vea [11]). Dado un continuo X se considera la
coleccion de todos sus subconjuntos cerrados {A C X : A es cerrado y no vacio}, la
cual se denota por 2%, con la métrica de Hausdorff. Al espacio 2% con esta métrica
se lo llama el hiperespacio de los cerrados de X. Se conoce que el hiperespacio 2% es
compacto y conexo, es decir, también es un continuo. También se considera la coleccién
Fy(X) = {{z,y} : z,y € X}; n6tese que F»(X) C 2X. Al hiperespacio F5(X) se lo llama
el sequndo producto simétrico de X.

Un continuo X tiene hiperespacio tnico F»(X) si para cualquier continuo Y tal que F»(X)
es homeomorfo a F5(Y'), se tiene que X es homeomorfo a Y. En los dltimos 15 afios la
teoria de unicidad de hiperespacios ha tenido auge por muchos topélogos mexicanos,
en relacién con el n-ésimo producto simétrico de un continuo X, F,(X) = {A € 2% :
A tiene a lo mas n puntos}, donde n € N (se pueden ver las referencias [1], [4], [6],[7], [8]
o [10]).

Uno de los continuos mas importantes en la teoria de los continuos y sus hiperespacios
es el pseudoarco, que fue construido por R H Bing en 1948 (ver [3]). Este ejemplo tie-
ne muchas propiedades interesantes, como se puede ver en [11]. Cabe mencionar que su
descripcién no es nada trivial; de hecho, en la literatura es referido por una de sus equiva-
lencias, es decir, el pseudoarco es un continuo en el plano, encadenable y hereditariamente
indescomponible. Este continuo lo vamos a denotar por P.

Uno de los problemas que plante6 Alejandro Illanes en [9, Pregunta 45] es ver si el pseudo-
arco P tiene hiperespacio tnico F5(P). Intentando responder esta pregunta encontramos
los siguientes resultados (algunos de ellos ya conocidos): Si X es un continuo indescompo-
nible y encadenable y Y es un continuo tal que F»(Y) es homeomorfo a F»(X), entonces
Y es indescomponible. En particular, si Y es un continuo tal que F5(Y') es homeomorfo
a Fy(P), entonces Y es indescomponible.

2. Preliminares

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo de un
continuo es un subespacio que también es un continuo. Un continuo es no degenerado
si contiene mas de un punto. Diremos que un continuo es descomponible si se puede
representar como la unién de dos de sus subcontinuos propios; en otro caso diremos que
es indescomponible. Un continuo es hereditariamente indescomponible si cada uno de sus
subcontinuos es indescomponible. Dado un espacio métrico X y un subconjunto A de X,
denotamos la cerradura y el interior de A en X, por cl(A) y int(A), respectivamente. El
didametro del conjunto A lo denotamos por didm(A).

Proposicion 2.1. Un continuo X es descomponible si y solo si X contiene un subcontinuo
propio con interior no vacio.

Demostracion. Supongamos que existen subcontinuos propios A y B de X tales que
X = AU B. Notese que X \ B es un subconjunto abierto de X, no vacio, y X \ B C A.
Asi, A tiene interior no vacio.
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Sobre el segundo producto simétrico de continuos indescomponibles y encadenables 141

Reciprocamente, supongamos que existe un subcontinuo propio A de X con interior no
vacio. Consideremos dos casos.

(1) Si X \ A es conexo, entonces el conjunto B = cl(X \ A) es un subcontinuo propio de
X y X = AU B. Luego X es descomponible.

(#4) Si X \ A no es conexo, entonces existen subconjuntos abiertos U y V en X ajenos
tales que X \ A = U UV. Se sigue de [13, Lema 1.7.18] que los conjuntos AUU y AUV
son subcontinuos de X. Pongamos B = AUU y C = AU V. Noétese que B y C son
subcontinuos propios de X y X = BUC. De donde X es descomponible. ]

Como una consecuencia de la Proposicion 2.1 tenemos la siguiente caracterizacion, la
cual es muy util en nuestro trabajo.

Proposicion 2.2. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcontinuo propio
de X tiene interior vacio.

Dado un namero real positivo €, una e-funcion entre continuos es una funcién continua
f: X =Y tal que diam(f~(y)) < ¢, para cada y € f(X). Se dice que un continuo X
es encadenable si para cada nimero positivo € > 0 existe una e-funciéon de X sobre el
intervalo cerrado [0, 1].

Sean X y Y continuos, y denotemos por 11 : X XY = X y mp: X XY — Y la primera
y la segunda proyeccioén, respectivamente. Una prueba del resultado que sigue se puede
ver en [2, Corolario 3].

Teorema 2.3. Sean X yY continuos encadenables. Si A y B son subcontinuos de X xY
tales que m(A) = X y m(B) =Y, entonces AN B # (.

Dada una funcién continua y suprayectiva entre continuos f : X — Y se dice que f es
abierta si, para cada subconjunto abierto U de X se tiene que f(U) es un subconjunto
abierto de Y. La funcién f se llama confluente si para cada subcontinuo B de Y y cada
componente K de f~1(B), se tiene que f(K) = B.

Dado un continuo X, al hiperespacio 2% se le da una topologia de la siguiente manera:
consideremos una coleccién finita de subconjuntos Uy, ...,U, de X y n € N; denotamos:

(Ur,....Un) ={A€2X:Ac | JUiy ANU; #0, paracadai € {1,...,n}}.

i=1
Ahora, hagamos:
B={(Uy,...,Up) :U; es un abiertoen X, i € {1,...,n} y n € N}.

Se tiene que B es una base para una topologia para 2%, la cual se conoce como topologia
de Vietoris. La demostracion de este hecho se puede consultar en [14, Teorema 4.5].
Ademas, la topologia inducida por la métrica de Hausdorff sobre 2% coincide con la
topologia de Vietoris [15, Teorema (0.13)]. Dado que F5(X) C 2%, vamos a denotar los
conjuntos abiertos de F»(X), como subespacio que hereda de la topologia de Vietoris,
por (U, V), (x), donde U y V son abiertos en X.
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142 M. pE J. LOoPEz & E. RAMIREZ MARQUEZ

3. El resultado principal

Un continuo X es semiindescomponible si no existen subcontinuos propios Ay B de X con
int(A) # 0y int(B) # () tales que AN B = (). Notese que todo continuo indescomponible
es semiindescomponible; el reciproco no se cumple: por ejemplo, el cono sobre el conjunto
de Cantor es un continuo descomponible y semiindescomponible.

Lema 3.1. La propiedad de ser semiindescomponible es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Sean X y Y continuos y A : X — Y un homeomorfismo. Supongamos que
X es semiindescomponible y vamos a probar que Y es semiindescomponible. Para esto
consideremos dos subcontinuos propios A y B de Y tales que int(A) # 0 y int(B) # 0.
Se sigue que h=!(A) y h=!(B) son subcontinuos propios de X con interior no vacfo.
Por hipotesis, se tiene que h=1(A) N h=1(B) # (). Luego AN B # . Por lo tanto, Y es
semiindescomponible. v

Lema 3.2. Sea X un continuo. Si el producto X x X es semiindescomponible, entonces
X es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que existen subcontinuos propios A y B de X tales que
X = AU B. Consideremos puntos p € X \ Ay ¢ € X \ B. Notese que p # ¢q. Como X \ 4
y X\ B son subconjuntos abiertos de X, entonces existen conjuntos abiertos U y V en X
talesquep e U Ccl(U) C X\ AyqeV Cecl(V)C X\ B. Notese que cl(U)Necl(V) = 0.

Consideremos el continuo K = B x B. Notese que U x U es un conjunto abierto en
X X X no vacio contenido en K. De modo que int(K) # (). Por otro lado, consideremos
los conjuntos compactos cl(V)x X y X x {q}. Notese que (cl(V)x X)NK =0y (X x{qg})N
K = (). Més aiin, para cada v € cl(V) tenemos que (v,q) € (cl(V) x X)N (X x {q}). Asi,
el conjunto definido por H = (cl(V) x X)U (X x {¢}) es un continuo. Como V xV C H,
se tiene que int(H) # (. De modo que K y H son subcontinuos de X x X, ajenos y con
interior no vacio, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X es indescomponible. M

Lema 3.3. Si X es un continuo encadenable e indescomponible, entonces X x X es
semiindescomponible.

Demostracion. Consideremos dos subcontinuos propios Ay B de X x X tales que int(A) #
() y int(B) # 0. Probaremos que A N B # ().

Para cada i € {1,2}, sea m; : X x X — X la funcién proyeccion. Se tiene que 1 (A)
y m2(B) son subcontinuos de X, int(m1(A)) # 0y int(m2(B)) # 0. Como X es indes-
componible por la Proposicion 2.2, tenemos que m1(A4) = X y m2(B) = X. Ahora, como
X es encadenable, se sigue del Teorema 2.3 que AN B # (. Por lo tanto, X x X es
semiindescomponible. v

En [16, Teorema 3.1], J. Prajs prob6 que si P = (p1,p2,...) ¥y Q@ = (¢1,492,...) son
sucesiones de nimeros primos y Xp y X son los correspondientes solenoides (para la
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Sobre el segundo producto simétrico de continuos indescomponibles y encadenables 143

definicién de solenoide vea [14, pag. 21]), entonces X p X X es semiindescomponible si
y solo si para cada nimero natural M existen ¢,j > M tales que p; = p;. Se sigue del
resultado de Prajs que el reciproco del Lema 3.3 es falso, ya que 32 (el solenoide diadico)
es un continuo indescomponible que no es encadenable y X5 X Yo es semiindescomponible.

Teniendo en cuenta los Lemas 3.2 y 3.3, se obtiene el resultado que sigue.

Teorema 3.4. [5, Teorema 10] Si X es un continuo encadenable, entonces X es indes-
componible si y solo si X x X es semiindescomponible.

Proposicion 3.5. Sean X un continuo y ¢ : X x X — F5(X) la funcion definida por
o((z,y)) = {z,y}, para cada (x,y) € X x X. Se tiene que la funcion ¢ es continua,
suprayectiva y abierta.

Demostracion. No es dificil convencerse de que ¢ es una funcién continua y suprayectiva.
Veamos que ¢ es abierta. Para esto consideremos el subconjunto abierto U x V' de X x X,
donde U y V son subconjuntos abiertos de X. Vamos a probar que o((U x V)) es
un conjunto abierto en F»(X). Consideremos un punto (z,y) € U x V. Notese que
re{r,ytnU,y € {z,y} NV y {z,y} € UUV. Luego {z,y} € (U, V)p(x)- Asi,
(U x V) C(U,V)p,x)-

Ahora, sea un punto {z,y} € (U, V)g,(x)- Notese que {z,y} NU # 0, {z,y} NV # 0Dy
{z,y} CUUV. Sin pérdida de generalidad supongamos que x € {z,y}NU. Consideremos
el caso cuando x ¢ V. Dado que {z,y} NV # 0, se tiene que y € V. Asi, el punto
(z,y) e UxVyp(z,y) = {z,y}. Consideremos ahora el caso cuando z € V. Como
{z,y} C UUYV, tenemos que y € U, o bien y € V. Si y € U, entonces el punto
(y,x) € UxV y o(ly,z)) = {z,y}. Si y € V, entonces el punto (x,y) € U x V' y

e((z,y)) = {z,y}. Luego p(U x V) = (U, V) 5, (x)-

Por lo tanto, ¢ es una funcién abierta. ]

En el Teorema 13.14 de [14] se prueba que toda funcion abierta es una funcién confluente.
Luego, usando la Proposiciéon 3.5, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.6. La funcidn p definida en la Proposicion 3.5 es confluente.

Observacion 3.7. La funcion ¢ definida en la Proposicién 3.5 es 2 a 1, es decir, la
cardinalidad del conjunto ¢~ 1(A) es a lo méas 2, | o 1(A) |< 2, para cada A € Fp(X).
De modo que si B es un subcontinuo de F5(X), entonces el conjunto ¢~ (B) tiene dos
componentes en el caso en que BN F1(X) = 0. En otro caso, ¢~ !(B) tiene s6lo una
componente.

Lema 3.8. Sea X un continuo. Si X x X es semiindescomponible, entonces Fo(X) es
semiindescomponible.

Demostracion. Sean A y B subcontinuos propios de F»(X) tales que int(A) # 0 e int(B) #
(). Consideremos la funcién ¢ : X x X — F»(X) definida por ¢((x,y)) = {z,y}, para cada
(x,y) € X x X. Por la Proposicién 3.5 tenemos que o~ 1(A) y ¢~ 1(B) son subconjuntos
compactos de X x X. Por la Observacién 3.7, tenemos los siguientes casos:
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144 M. pE J. LOoPEz & E. RAMIREZ MARQUEZ

Caso 1. Si AN F1(X) # 0, entonces ¢~ (A) es un conjunto conexo.

Caso 2. Si AN F(X) = 0, entonces @5 (A) tiene dos componentes.

Ademaés, en cualquier caso se tiene que int(p~1(A)) # (). Consideremos un punto A €
int(A) y una componente K de ¢ 1(A). Por el Corolario 3.6 tenemos que ¢ es una
funciéon confluente, luego existe un punto (z,y) € K tal que ¢((x,y)) = A. Méas atn,
existe un subconjunto abierto i de X x X tal que (x,y) € U C K. Consecuentemente,

int(K) # 0.

Por otro lado, consideremos una componente C' de ¢~ !(B). Con un argumento similar al
anterior se prueba que int(C) # 0.

Asi, K y C son subcontinuos propios de X x X con interior no vacio. Del hecho de que
X x X es semiindescomponible se sigue que K N C # . Luego AN B # (. Por lo tanto,
F5(X) es semiindescomponible. v

Lema 3.9. Sea X un continuo. Si F»(X) es semiindescomponible, entonces X es indes-
componible.

Demostracion. Supongamos que existen dos subcontinuos propios A y B de X tales que
X = AU B. Vamos a probar que F»(X) no es semiindescomponible.

Obsérvese que X \ A y X \ B son subconjuntos abiertos de X. Consideremos puntos
x € X\ Byye X\ A Luego existen subconjuntos abiertos, Wy V, de X tales que
2 eWCd(W)CX\ByyeV Cd(V)C X\ A. Notese que cl(W) C Ay (V) C B.

Vamos a probar que los conjuntos (cl(V'), X) p,(x) ¥ (A) m(x) son continuos. Primero, no
es dificil probar que el conjunto (c/(V'), X)p,(x) es cerrado en 2X y, asi, compacto.

Resta ver que (cl(V'), X) p,(x) es un conjunto conexo. Para esto consideremos dos puntos
{p,q},{r,s} € (cl(V),X)p,(x) y vamos a probar que existe un conjunto conexo conte-
nido en (cl(V), X) g, (x) que los contiene. Como {p, ¢}, {r, s} € (c/(V), X)p,(x), tenemos
que {p,q} Ncl(V)# Dy {r,s} Ncl(V) # (. Supongamos sin pérdida de generalidad que
p,r € cl(V). Notese que {p,q} € ({p}, X)m,(x) ¥y {r, s} € ({r}, X) p,(x)- Probaremos que
{r}, X)m(x) vy ({r}, X)p,(x) son conjuntos conexos. Para esto consideremos la funcion
f: X = {p}, X) p,(x) definida por f(z) = {p,z}, para cada = € X. Vamos a probar que
[ es una funcién continua y suprayectiva. Sea ({p}, U) ,(x), con U abierto en X, un con-
junto abierto bésico contenido en ({p}, X)p,(x). Tenemos que Y ({p}, Urx)) = U,
el cual es un abierto en X. De modo que f es continua. Ahora, sea {p,a} € ({p}, X)m,(x)-
Tenemos que f(a) = {p,a}. Luego f es suprayectiva. Asi, ({p}, X) ,(x) es la imagen con-
tinua y suprayectiva de X, el cual es un conjunto conexo. Por lo tanto, ({p}, X)p,(x) es
un conjunto conexo. Analogamente se prueba que ({7}, X)p,(x) es un conjunto conexo.

Dado que {p.r} € ({p} X)mex) N ({rh X)mx) € (el(V), X)py(x), tenemos que
{p,q},{r,s} € <{p}aX>F2(X) U <{T}7X>F2(X); ademas, <{p}aX>F2(X) U <{T}7X>F2(X) €s
un conjunto conexo y, asi, un continuo.

Notese que (V, X) g, (x) € (cl(V), X) 5, (x)- Luego int((cl(V), X) p,(x)) # 0.
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Sobre el segundo producto simétrico de continuos indescomponibles y encadenables 145
Ahora, (A)p,(x) = {{z,y} € 2% : {z,y} C A} = F5(A), el cual es un continuo. Dado
que (W), x) € (A) my(x), tenemos que int((A) g, (x)) # 0.

Asi, tenemos que (A) g, (x) ¥ (cl(V'), X) F,(x) son dos subcontinuos propios de F>(X) con
interior no vacio. Consecuentemente, F5(X) no es semiindescomponible. v
Se sigue de los Lemas 3.3, 3.8 y 3.9 el resultado que sigue.

Teorema 3.10. [12, Teorema 16] Si X es un continuo encadenable, entonces X es indes-
componible si y solo si F»(X) es semiindescomponible.

Teorema 3.11. Sea X un continuo indescomponible y encadenable. Si 'Y es un continuo
tal que F5(Y) es homeomorfo a F5(X), entonces Y es indescomponible.

Demostracion. Por el Teorema 3.10 tenemos que F5(X) es semiindescomponible. Ahora,
dado que F5(X) es homeomorfo a F5(Y), por el Lema 3.1 se obtiene que F5(Y) es
semiindescomponible. Luego se sigue, del Lema 3.9, que Y es indescomponible. ]

Corolario 3.12. Si P es el pseudoarco yY es un continuo tal que existe un homeomorfismo
entre Fo(P) y F»(Y), entonces Y es indescomponible.
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