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Resumen. En este articulo presentamos un modelo de red neuronal para
resolver el problema de complementariedad no lineal. Para ello, reformulamos
este problema como uno de minimizacion sin restricciones usando una familia
uniparameétrica de funciones de complementariedad. Demostramos resultados
de existencia y convergencia de la trayectoria de la red neuronal, asi como
resultados de estabilidad en el sentido de Lyapunov, estabilidad asintética
y exponencial. Ademas, presentamos resultados numeéricos preliminares que
ilustran un buen desempeno practico del modelo.

Palabras clave: Red neuronal, problema de complementariedad no lineal,
estabilidad, reformulacién.

MSC2010: 90C30, 90C33, 90C53, 90B10.

A neural network model for nonlinear
complementarity problems

Abstract. In this paper we present a neural network model for solving the
nonlinear complementarity problem. This model is derived from an equivalent
unconstrained minimization reformulation of the complementarity problem,
which is based on a one-parametric class of nonlinear complementarity func-
tions. We establish the existence and convergence of the trajectory of the
neural network, and we study its Lyapunov stability, asymptotic stability as
well as exponential stability. Numerical tests verify the obtained theoretical
results.
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170 F. Arenas, R. PErRez & H. Vivas

1. Introduccién

Dada F: R™ — R" continuamente diferenciable, el Problema de Complementariedad No
Lineal (PCNL) consiste en encontrar un vector & € R™ que satisfaga las tres condiciones
siguientes,

z>0, F(z) >0, 2 F(z) =0,

donde la expresion y > 0, cuando y € R”, significa que y; > 0 paratodo i =1,...,n.

Este problema surge naturalmente en ingenieria, fisica y economia, entre otros campos
([12],]16],[24]), por lo cual ha habido gran interés en el estudio y creacion de métodos
que permitan resolverlo. Entre dichos métodos estan, por una parte, los de homotopia
derivados de los de punto fijo ([11],[26]). Por otra parte, estan los métodos (quiza, los mas
populares) de reformulacion que plantean el PCNL como un problema de minimizacién
sin restricciones usando una funciéon de mérito ([9],[10], [15]). Este problema puede resol-
verse usando diferentes métodos de optimizacion, como los de tipo Newton ([9],[15]) o
cuasi-Newton ([1],[3]). En los de reformulacién se utiliza una funcién p: R? — R tal que
o(a,b) =0 < a >0, b>0, ab=0, conocida como funcion de complementariedad
(I7], [13], 151, [22]).

No obstante, en algunas aplicaciones se necesitan soluciones del PCNL en tiempo real,
para lo cual las técnicas estandares de optimizacién no son muy apropiadas por el alto
costo computacional que demandan. En este caso, una técnica ttil consiste en usar redes
neuronales artificiales ([6],[14],[17]) como, por ejemplo, las llamadas redes de Hopfield
para resolver el problema de optimizacién mencionado en el parrafo anterior. La idea
principal de esta técnica consiste en construir una funcién no negativa, llamada funcion
de energia, y un sistema dindmico que represente la red neuronal artificial, que normal-
mente se plantea en forma de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden con una
condicién inicial. Se espera que la trayectoria solucién del sistema se aproxime, a partir
de un estado inicial, a un estado estatico (o punto de equilibrio) que corresponde a la
solucién del problema de optimizacion subyacente ([14]).

En particular, en [6] y [17] se presentan dos propuestas que incorporan la técnica de
solucion al PCNL mediante redes neuronales artificiales. Para ello, se usan, por un lado,
funciones de complementariedad para construir la funcién a minimizar, que es la funci6n
energia del modelo, y, por otro lado el método de maximo descenso ([10],[19]) para
modelar la red neuronal (una método natural en un problema de minimizacién). En [17]
se usa la funcién de complementariedad de Fischer-Burmeinster ([15]) definida por

¢(a,b) = [l(a,b)ll2 —a b,

y, en [6], se usa la funcién de complementariedad de Fischer-Burmeinster generalizada
([7]) definida por
ep(a,b) = [|(a, )|, —a—b, p>1

En ambos trabajos se analiza teérica y numéricamente el modelo propuesto.

Motivados por los resultados de los trabajos anteriores, y en especial por las propiedades
de la familia uniparamétrica de funciones de complementariedad ([2],[15]) definida por

ox(a,b) = \/(a—b)* + Aab—a — b, A€ (0,4), (1)
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Un modelo de redes neuronales para complementariedad no lineal 171

proponemos un modelo de red neuronal de Hopfield que usa, por primera vez, la familia
uniparamétrica (1) para construir la funciéon de energia del modelo. Tal como lo hacen
los autores de [6] y [17], usamos el método de maximo descenso para modelar la red
neuronal. Cabe mencionar que nuestro modelo es mas general que el propuesto en [17],
ya que la funcioén que alli se usa es el miembro de la familia (1) correspondiente a A = 2.
Ademas, cuando A tiende a cero, @ (a,b) tiende a un multiplo de una de las funciones
de complementariedad mas utilizadas en el contexto de problemas de complementarie-
dad no lineal mediante reformulacion, la llamada funcién minimo ([22]), definida por
(a,b) = min{a, b}. Algoritmos que usan esta funcién han reportado buenas propieda-
des de convergencia local ([20],[21],[22]), mientras que aquellos que usan la funcion de
Fischer-Burmeinster tienen buenas propiedades de convergencia global ([3], [15]). Apro-
vechamos estas ventajas incorporarando un parametro A dindmico ([15]) en el algoritmo
del modelo que proponemos, lo cual resulta més eficiente que usar un parametro fijo, co-
mo se evidencia en los resultados numeéricos que presentamos al final del articulo, donde
comparamos la simulacién numérica de nuestro modelo con la del modelo propuesto en
[17].

Las funciones de complementariedad mencionadas son funciones no diferenciables. Por
ello, para el analisis de estabilidad y convergencia de la trayectoria un modelo que use
dichas funciones debe acudirse a teoria de funciones no diferenciables. En particular, la
reformulacion del PCNL basada en la familia (1) posee propiedades ([1],[15]) analogas a
las de las reformulaciones utilizadas en [6] y [17], lo que fue de gran utilidad en el analisis
de estabilidad y convergencia del modelo que proponemos en el presente articulo.

Organizamos la presentaciéon de este articulo en la siguiente forma. En la Seccién 2,
reformulamos el problema de complementariedad como un problema de minimizacién
usando la familia de funciones de complementariedad propuesta en [15], y proponemos
un modelo de red neuronal artificial para resolverlo. En la Seccién 3 presentamos, de
manera preliminar, algunos conceptos necesarios para el desarrollo teérico posterior. En la
Seccibn 4 realizamos el anélisis de estabilidad y convergencia del modelo. En la Seccién 5
analizamos el comportamiento numérico del modelo propuesto. Finalmente, en la Seccion
6 hacemos algunos comentarios finales y propuestas de trabajos futuros sobre el tema.

2. Reformulacion del PCNL como un problema de minimizacion

Usando la familia de funciones de complementariedad (1) podemos definir la funcion
®y: R" —» R" y reformular el PCNL como un sistema de ecuaciones no lineales, el cual
resulta no diferenciable debido a la no diferenciabilidad de ¢y :

ox(z1, F1(z))
Dy (x) = : = 0. (2)
"2\ (xna Fn(m))

A partir de la definicion de funcion de complementaridad tenemos que un vector @, es
solucion del PCNL si, y solo si, @, es solucion del sistema de ecuaciones no lineales no
diferenciable (2).

Si @, es continua segin Lipschitz su jacobiano generalizado existe ([8],[15]) y esta defi-
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172 F. Arenas, R. PErRez & H. Vivas

nido en un punto & € R™ como el conjunto,
8@“(:1:) = conv {ka (I)/)\(.’lik) € R™X™ . T — T, T € D@x} , (3)
—00

donde D¢, es el conjunto de todos los puntos de R™ en los que la funcion @, es
diferenciable y conv {A} representa la envolvente convexa del conjunto A.

Por otra parte, si definimos la funcidn de mérito ([10]) Ey : R" — R™ como

Bx(@) = 3 || (@) |, (@

tenemos que (2) es equivalente a E)(x.) = 0, lo que a su vez es equivalente a que
es soluciéon del PCNL. Por lo tanto, resolver el PCNL es equivalente a encontrar un
minimizador global del problema de minimizacién sin restricciones:

Minimizar Eyx(z), (5)
z e R,

el cual es un problema de optimizacion diferenciable. En efecto, en [15] se demuestra que
la funcion E) es continuamente diferenciable y que, para cualquier V € 09, (x),

VE\(x) = VId,(x). (6)

Para resolver el problema de minimizacién (5) y, dado que FE) es continuamente dife-
renciable, proponemos un modelo de red neuronal de la forma
dz(t)

= —pVE(z(1),  z(0) = =, (7)

donde p > 0 es un factor de escala que por simplicidad en el anélisis teérico del modelo
lo tomaremos como 1. Este modelo es analogo al usado en [6] y [17], porque usa el método
de maximo descenso para modelar la red neuronal; pero se diferencia en que su funcién
de energia es la familia de funciones de complementariedad (1), lo que lo convierte en un
modelo mas general que el propuesto en [17].

3. Preliminares

En esta seccién incluimos algunos conceptos que serdn de utilidad para el desarrollo
teodrico posterior. Iniciamos con dos definiciones relacionadas con los conceptos de matriz
y funcion Py ([6],[15],[17]).

Definicion 3.1. Se dice que una matriz M € R™*™ es una matriz Py si todos sus menores
principales son no negativos.

Definicion 3.2. Una funciéon F: R™ — R"™ es una funcién Py, si para todo xz,y € R"
con x# y, se satisface que méax (z; — y;)[Fi(x) — Fi(y)] >0, i=1,...,n.

En lo que sigue, presentamos conceptos relacionados con estabilidad de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden (ver [27]).

Consideremos el siguiente sistema dinamico ([27]), donde f: R™ — R™ es una funcién

continua
dx(t)

dt

= f(z(t), (o) = 0. (8)
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Definicion 3.3. Un vector @, = x(t.) € R™ es llamado un punto de equilibrio o un
estado estacionario de (8), si f(x.) = 0. Si existe una vencindad Q* C R" de x. tal
que f(z,) =0y f(x) # 0 para todo = € Q*\{x.}, entonces @, es llamado un punto
de equilibrio aislado.

Sien (8), f = VE), obtenemos el modelo de red neuronal (7) propuesto. Asi, de acuerdo
con la Definicion 3.3, un punto z € R™ es un punto de equilibrio de (7) si VEy(x) = 0.
Es decir, un punto de equilibrio de (7) es un punto estacionario de VE).

Teorema 3.4 (Existencia y unicidad). Para cualesquiera to > 0 y xy € R™ existe una
solucion local x(t), t € [to,7) de (8) para algin T > to. Ademds, si [ es localmente
continua segun Lipschitz en xy, entonces la solucion es unica; si f es continua segin
Lipschitz en R™, entonces T puede extenderse a +00.

Si una solucion local definida en [tp,7) no se puede extender a una solucién local en un
intervalo mas grande [tp,71), con 73 > T, entonces es llamada una solucién maximal,
y el intervalo [tg,T) es el intervalo mazimal de existencia. Una solucion local arbitraria
tiene una extension a una maximal. El intervalo maximal de existencia asociado con
frecuentemente se denota por [tg, T(z0)).

Teorema 3.5. Si x(t) con t € [to,7(x0)) es una solucion mazimal y 7(xzp) < 400,
entonces

Iim ||z(t)|] = +oo. 9
Jim ()] )

En otras palabras, si 7(z¢) < +oo, la curva «(t) es inestable, como lo ilustra la Figura
1.

Zo

Lo

Figura 1. Situaciones que pueden ocurrir cuando 11’r{1) [|(t)|| = +o0.
(e

Definicién 3.6 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov). Sea #(t) una solucion de (8).
Un punto de equilibrio aislado x. es estable segin Lyapunov si para cualquier xy =
x(ty) y cualquier escalar € > 0, existe § > 0 tal que si ||z(tg) — x| < J, entonces
|| (t) — z.|| <€, para t > to.

Definicién 3.7 (Estabilidad asintotica). Un punto de equilibrio aislado . es estable
asintdticamente si, ademas de ser estable segin Lyapunov, cumple que z(t) — x, cuando
t— oo si| ®(ty) — x ||< 0.

Definicion 3.8 (Funcién de Lyapunov). Sea 2 C R™ una vecindad abierta de Z. Una
funcién continuamente diferenciable £: R — R es una funcién de Lyapunov en el
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174 F. Arenas, R. PErRez & H. Vivas

estado Z (sobre el conjunto ) para (8), si satisface las dos condiciones siguientes:

&) =0, &(x) >0, paratodoxe, z#T; (10)

d&(z(t
L) 19 ()] Falt) <0 paratodoz € Q.

Una funcién de Lyapunov es llamada frecuentemente una funcion de energia para (8).
El siguiente resultado relaciona estabilidad y funcién de Lyapunov.

Teorema 3.9. (i) Un punto de equilibrio aislado x. es estable segin Lyapunov si existe
una funcion de Lyapunov sobre alguna vecindad abierta de x,.

(i) Un punto de equilibrio aislado x. es estable asintéticamente si existe una funcion
de Lyapunov sobre alguna vecindad ) de x. que satisface

d&(x(t
% < 0 para todo x(t) € Q, x(t) # ..
Una nocién mas fuerte que la estabilidad segin Lyapunov es la llamada estabilidad ex-
ponencial.

Definiciéon 3.10 (Estabilidad exponencial). Un punto de equilibrio aislado x. es estable
exponencialmente para (8) si existen constantes w < 0,k > 0 y J > 0 tales que una
solucion arbitraria x(t) de (8) con ||z (to) — @.|| < J esta definida en [0,00) y satisface
(t) — 2. < Ke [[@(to) — @l t > to.

Observemos que todo punto exponencialmente estable es, a su vez, asintoticamente es-
table.

4. Andalisis de estabilidad

Analizamos a continuacion el comportamiento de la trayectoria solucion del modelo de
red neuronal propuesto (7). Estudiamos su existencia y unicidad. Ademads, para un punto
de equilibrio aislado establecemos tres tipos de estabilidad. En primer lugar, analizamos
la relacion entre un punto de equilibrio de (7) y una soluciéon del PCNL.

Proposicion 4.1. (i) Toda solucion del PCNL es un punto de equilibrio de (7).

(i1) Si F es una funcion Py entonces todo punto de equilibrio de (7) es una solucidn
del problema PCNL asociado a F.

Demostracion. (i) Si z es una solucion del PCNL, entonces ®y(z) = 0, y por (6),
VEj(z) = 0. Por lo tanto, & es un punto de equilibrio de (7).

(ii) Si x es un punto de equilibrio de (7), entonces VEy(x) = 0, y por tanto, z es un
punto estacionario de E)y; y dado que F' es una funcién Py, se tiene que su matriz
jacobiana F’(x) es una matriz Py, lo cual garantiza que el punto estacionario @
es una solucion de PCNL [15].

]
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Un modelo de redes neuronales para complementariedad no lineal 175

El siguiente es un lema técnico que usaremos en la prueba de existencia y unicidad de la
trayectoria solucion de (7).

Lema 4.2. Si F es continua segin Lipschitz en R™, entonces ®) es continua segin

Lipschitz en R™.

Demostracion. Usaremos las equivalencias entre las normas euclidiana (|| - ||) e infinito
(Il llso ) ([29]); la definicion de norma vectorial infinito y la continuidad segan Lipschitz
de ¢ (ver [1]). Sean x y y en R". Para algin 1 <k <n,

[@a(0) = (@) < Vi [92(0) — Ba(@)le = VAT [oa (s i) — o s Fi(a)
Vo |(@e = yr, Fi(®) — Fio(9) |l
Vi méx {|zy — yil, [ Fr(2) — Fi(y)|}

Si méx {|zr — k|, [Fr(x) — Fi(Y)|} = [z — yal »
[@xr(z) — 2A(p)| < Vapler -yl < Voaplle—yl, < Vaplz—yl =nllz-yl.

Si max {|zx — k|, | Fi(x) — Fi(y)|} = |Fr(z) — Fx(y)|,

[@x(z) —A(y)| < Vnp|Fe(z) — Fe(y)| < Vop ||F(x) - F(y)l
< Vnpdle—yl <Vipd |le—y| =re—yl,

donde § esla constante de Lipschitz de la funciéon F, con lo que se concluye la prueba.

IA A IA

El siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad de una trayectoria solucién del
modelo propuesto.

Teorema 4.3. (i) Para un estado inicial arbitrario xy eziste una solucion mazimal
x(t), con t € [to;T(xg)), de (7).

(i) Si F' es continua segun Lipschitz, entonces la solucion mazimal es inica y 7(xo) =
+00.

(iii) Si el conjunto de nivel asociado a xy, L(xp) = {x € R™ : Ex(x) < Ex(xp)} es
acotado, entonces T(xy) = +o0.

Demostracion. (i) Sea my € R™ un estado inicial arbitrario. Dado que E) es conti-
nuamente diferenciable, se tiene que VE) es una funcién continua. Luego, por el
Teorema 3.4, existe una solucién maximal de (7).

(ii) Supongamos que F' es continua segun Lipschitz en R™. Entonces por Lema 4.2
tenemos que ®, es continua segun Lipschitz en R™. Usando este resultado y (6);

tenemos que para £ y y en R™ y || -| una norma inducida sobre R™,
IVEA(z) = VEA(y)l| = [[VT®x(x) = VT ®r(y)|| < V] [®xr(2) — @r(v)]
< vV ||$— yll = nllz—yll,

donde 7 es la constante de Lipschitz para ®y (y =7 6 y=72),y n=7|V].
Por lo tanto, E) también es continua segin Lipschitz en R". Por Teorema 3.4
concluimos que la solucién maximal es tnica y 7(xy) = +oc.
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176 F. Arenas, R. PErRez & H. Vivas

(ii) Supongamos ahora que el conjunto L(xp) es acotado y 7(xp) < +oo. Por el Teo-
rema 3.5 tenemos que T11'120) |lz(t)|| = +o0, lo cual implica que la trayectoria (t)
thr(z

no converge a ningun punto de acumulacion. Dado que £(z) es acotado, podemos
definir 79 de la siguiente forma (Figura 2):

To=Mmf{s>0]s<7(x), 2(s) € R" — L(xp)} < +00;

por hipotesis, L(xy) es acotado, y por la continuidad de FE) es un conjunto

to 7 7(2)
o o—o s

Figura 2. Trayectoria de la solucién #(t) cuando se supone que 7(xp) < +oo.

cerrado; entonces z(79) € L(xy). Ademas, 79 < 7(xy). Por lo tanto, para algunos
s en el intervalo (79, 7(xp)), se satisface que

Ex((s)) > Ex(a(70))- (11)

E
w - VE,\(x(t))T% = —p||VEx(2(t))||”> < 0, lo cual signi-

fica que VE) es no creciente en [rg, 7(xp)), lo que contradice (11). Por lo tanto,

Sin embargo,

7(xp) = +00.
v
El siguiente resultado establece la convergencia de la trayectoria solucién.
Corolario 4.4, Sea x(t), con t € [to;7(x0)), una solucion mazimal de (7).
(i) Si 7(xo) = +o00 y {x(t)} es acotada, entonces
lim VE\(x(t)) = 0. (12)

t——+oo

(i) Si F es una funcion Py, entonces L(xy) es acotado y todo punto de acumulacion
de la trayectoria x(t) es solucion del PCNL.
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Un modelo de redes neuronales para complementariedad no lineal 177

Demostracion. (1) Demostramos anteriormente que w <0, lo que implica que

Eyx(z(t)) es decreciente y es acotada inferiormente, ya que Ex(z(t)) > 0. Luego,
existe un punto de acumulacién x., en el cual F) alcanza un infimo; més aun,
este punto es un minimizador de E), lo cual implica que VE)(x.) = 0. Ademaés,
dado que 7(xy) = +00, podemos pasar al limite; en efecto,

0= VE\(z.) = VE, <til+moo a:(t)) = tilgpoo VEy(x(t)).
La hipotesis de que {x(t)} esté acotada garantiza que el sistema dinamico (7) tiene
soluciéon. En [18] se muestra un ejemplo en el que la conclusion del corolario no se
tiene, si {x(t)} no es acotada.

(ii) Supongamos que F es una funcion Pp; entonces L(xp) es acotado ([15]) y
por tanto {x(t)} también es acotada. Luego si @. es un punto de acumulacion,
VE)(z.) = 0, lo cual implica que . es un minimizador de E) y que F es una
funcion Pp; @, también es solucion del NCPL ([15]).

]

En lo que sigue, consideramos una soluciéon @, del PCNL, la cual por la Proposicién 4.1

es también un punto de equilibrio de (7), y supondremos que @, es un punto de equilibrio
aislado de (7).

Teorema 4.5. Si x. es un punto de equilibrio aislado de (7), x. es estable asintdtica-
mente para (7).

Demostracion. Sean 2, C R™ una vecindad abierta del punto de equilibrio aislado x, y
E) la funcién definida en (4), la cual es continuamente diferenciable y no negativa para
todo x € R™. Debido a que @, es una soluciéon del PCNL,

Supongamos que existe un x € Q. con x# z, tal que E)(x) = 0. Por (6) tenemos que
VE\(x) = VT®,(x) = 0, para toda V € 0®y(z), lo que implica que x es un punto de
equilibrio de (7), contradiciendo la hipotesis de que . es un punto de equilibrio aislado
de (7). Luego

Ex(z) > 0, para todo x € €y, T # .. (14)

Por otra parte tenemos que

w = Vo Ex(a(t)" = = - 1V age) B (2(2)|* < 0. (15)

Asi, de (13), (14), (15) y de la Definicion 3 tenemos que E) es una funcion de Liapunov
para (7) sobre (..

rdz

Dado que . es un punto de equilibrio aislado del modelo (7), de (15) concluimos que

dE\(z(t))
dt

Por lo tanto, el Teorema 3.9 garantiza que z, es estable asintéticamente para (7).

< 0, paratodo z(t) € Q., z(t) # ..
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Diremos que una soluciéon @, de PCNL se llama regular, si todas las matrices del
0P (x.) son no singulares ([22]). Con frecuencia la regularidad conduce a convergencia
superlineal de algunos métodos de optimizacion.

Un aspecto interesante del siguiente teorema es la relacion del concepto de regularidad de
una solucién del PCNL con el de estabilidad exponencial. La demostraciéon del teorema es
anéloga a la del Teorema 4.6 en [17] para la funcién de complementariedad de Fischer-
Burmeister (que corresponde a @y con A =2).

Teorema 4.6. Si x. es una solucion regular del PCNL, entonces x. es estable expo-
nencialmente para (7).

Demostracion. Dado que x. es una solucion regular del PCNL, existen ([23]) una ve-
cindad B(z;0) = {z € R" : ||l — x.|| < §} de xz. y una constante C' tal es que, para
todo x en dicha vecindad y cualquier V € 0®,(x), la matriz V es no singular y

max{||[V|[, [V} < C. (16)

Sea 0 > 0 suficientemente pequefio tal que, para cualquier x(tg) € B(x.;d), se tiene
que x(t) — x. siempre que t — oo, y de modo que el resultado del parrafo anterior se
satisfaga. Por tanto, existen k1 y ko tales que para todo x € B(z.;0),

ki |v|P< oI VIVo < ko | w]?. (17)

Por otra parte, si @, es una solucion regular del PCNL, entonces es una solucion aislada
de ®y(x) = 0 (]22],]23]). Luego, de (9), x. es un punto de equilibrio aislado de (7), lo
cual por el Teorema 4.5 implica que @, es estable asintéticamente.

Dado que la funcion @) es semisuave ([15]), se tiene que para todo V € 9Py (x)

Dx(z) = x(z.) + V(2 — z.) + o] @ — 2. []). (18)

Observemos que, o(||z — x.||) = H(x), donde H es un campo vectorial sobre R". Esto
significa que
H
i LH@I

os. lz - @]

lo cual implica que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

H -
H @] <'e, para todo € B(x;0).
lz - z.|
Equivalentemente,
o[z — z.||) < €|z —z.||  para todo z€ B(xs;9). (19)

En particular, la condicién (19) se satisface para algin 0 < € < k; y para todo
en B(z.;0). Aqui hemos usado el hecho de que (ver Figura 3), si 6 > J, entonces la
condicion (19) se satisface para todo x € B(x.;6); y si 0 < 6, entonces reducimos el
tamafio de & para que (19) se satisfaga.
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[N\ <

Figura 3. Reduciendo el tamano de § si fuese necesario.

Ahora consideremos la funcién T' definida por I'(t) = ||z(t) — z.||?, para todo t €
[to, o0). Derivando I' respecto a ¢ y usando (6), tenemos que, para todo V € 9P, (x(t)),
ar(t dz
% = 2[z(t) — a:*]TE = 2[z(t) — z.|]TVT )\ (2(1)). (20)

Supongamos que T = {t € [tg,00)]| : [[&(t) — x| > 0} # 0. El conjunto T es acotado
inferiormente, luego existe 7 = inf T', que corresponde al primer valor de ¢ para el cual

x(t) ¢ B(x;0).

B(x.;0)

Figura 4. x. es asintéticamente estable, pero no exponencialmente estable.
Sustituyendo (18) en (21) y teniendo en cuenta que ®5(x.) = 0, tenemos que para todo
tel = [to,?),

dl;—it) = 2(z(t) - z.)"VIV(2(t) - 2.) + (-2)(z(t) —2.) VT o(|2(t) — z.[). (21)
Usando (17) se tiene que

—2(x(t) — ) TVIV(2(t) — 2.) < =251 ||2(t) — 2] (22)
El segundo sumando de (21) satisface la desigualdad

(=2)(z(t) — z.) "V o([|2(t) — @]) < el|a(t) — .]%, (23)
porque g(2) = (=2)(z(t) — 2.)" V7' o([|2(t) — z.[|) = o[|z(t) — 2.|*), ya que

lg(z)]

rOETAEA

o(t) > o
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En efecto,
l9(=)| < V=) = @)llo(]2() — @)
5 <
o) e Talt) — o] o0 e ||alt) — z]||alt) — ]
< 2|V| lm olllz(t) — =) < 2(C)(0) = 0,

o(t) w2 ||2(t) — @]
donde C' es la constante dada en (16).

Luego, por (21), (22) y (23) tenemos que

O < Comtallat) -z = (-2 +IT0).

Usando el Corolario 2.1 en [27] tenemos que T'(t) < e(=2M179) ! (#y), para todo t € T, o
equivalentemente,
lz(t) — @]l < e [lz(to) — ., t€T, (24)

con w = —k1 +€/2 < 0. Tomando el limite superior en (24), tenemos que
§ < lmsup [lz(t) — x| < 7 [2(to) — x| <4,
7

lo cual es una contradiccion. Luego, T =0 e I = [0,+00), y por la desigualdad (24) se
completa la prueba de la estabilidad exponencial de .. v

Del teorema anterior tenemos que para todo ¢ € [0, +00) se satistace la desigualdad (24).
En particular, para ¢t = k € N con z(k) := xy :

k i
[zr — @ < % |lmo — s
esto garantiza la convergencia de cualquier sucesién que aproxime la trayectoria solucién

del modelo (7), como se ilustra en la simulacion numérica que presentamos en la siguiente
seccion.

5. Pruebas numéricas

En esta seccién analizamos numéricamente el algoritmo propuesto. Para ello usamos siete
problemas de complementariedad asociados a algunas funciones de prueba ampliamente
utilizadas en la literatura sobre complementariedad, las cuales definimos a continuacion
(entre paréntesis aparece la abreviatura que utilizaremos en las tablas de resultados para
hacer referencia a cada problema), con su soluciéon (z.) y el punto inicial usado en los
algoritmos (xp).

Problema de Billups (Billups): F': R — R esta definida como
F(x)=(z—1)*-1.1;

T =2.0488 y z = 0.
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Problema de Kojima—Shindo (Koj-Shi): F: R* — R?* est4 definida como

3x%+2x1x2+2x§+x3+3x4—6
2x%+x%+x1+3x3+2x4—2 ]
3x%+x1x2+2x§+2x3+3x4—1 ’
22 + 322 + 223 + 314 — 3

F(x) =

x* = (v6/2 00 057 y 2= (000 0)T.
Problema de Kojima—Shindo modificado (Koj-Shi-mod): F: R* — R

3:5% + 2x129 + 2:5% +x3+3x4 —6
227 + 23 + x1 + 1023 + 214 — 2 .
Sx% + z129 + 2x% +2x3+924—9 |’
22 + 322 + 223 + 314 — 3

F(x) =

x*=(v/6/2 00057 y o= (000 0)7.
Problema de Kojima—Josephy (Koj-Jo): F: R* — R*, definida como

3x%+2x1x2+2x§+x3+3x4—6
2x%+x%+x1+3x3+2x4—2 ]
3x%+x1x2+2x%+2x3+3x4—9 ’
22 + 323 + 223 + 324 — 3

F(x) =

z*=(1030)7Ty ax=(0000)7T.
Problema de Mathiesen Modificado (Mathiesen): F: R* — R*,

—x2 + X3+ x4

4.513 + 2.724
x]— ————
To + 1
F(z) =
0.523 + 0.3z4
5oy — s DT
x3+ 1
3 — X1

= 0007, acf0,3] y m=(1111)7T.
Problema tomado de [17] (cuadrético): F': R? — R? definida como
_ 2x1 + 4xo .
F(z) = ( 2x9 + 421 ) ’
" =007 y m=(11)T.
A continuacién presentamos dos algoritmos que componen el modelo de red neuronal
propuesto para resolver el PCNL. El primero describe un procedimiento para calcular
una matriz V € 9®,(x) andalogo al usado en [9] para la funcidn de Fischer, y cuya idea

general consiste en considerar la sucesion de vectores {y, = ¢+ ez}, donde {er} es
una sucesién de nimeros positivos que converge a cero y z es un vector tal que z; = 1
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si Fi(x) =x2; =0, y z; =0 en otro caso. La sucesion asi construida converge a x y las
matrices jacobianas ®)(y,) existen. Esta deduccién se encuentra detalladamente en [1]

y [15].

El segundo algoritmo constituye propiamente el modelo de red neuronal propuesto para
resolver el PCNL. Dentro de este algoritmo implementamos una versién matricial del
método de Runge-Kutta de cuarto orden ([5]), cuya iteracion basica es de la forma

h
Tepr = @+ S ML 2 2 1

donde M es una matriz de tamano n x 4, siendo n la dimensién del problema.

Algoritmo 1 Calculo de las matrices en 0®y(x)
Entrada: Dado «, se construye 8 = {i | z; =0 = F;(x)}.
Salida: V € 09, (x).
1: para 7 =1 hasta n hacer
2:  sii € entonces
S+ /(zi = VF,(2)T2)2 + 2, AVE;(z)T 2.
V;: - (2(zi7VFi(w)T§)+>‘vF’"(w)Tz _ 1) eg‘ + (72(2:‘*VF¢S(I)Tz)+>\Zi _ 1) VE(w)T
si no
8  fin si
9: fin para
10: Salida V

Algoritmo 2 Modelo de red neuronal para resolver el PCNL

Entrada: to =0y xo = z(io).
Salida: Solucién numérica de x(t).
1: Se calcula V = V(x() mediante el algoritmo 1.
: Se calcula <I>,\(w0)
mientras 1 ||<I>>\(sck)|| > 10710y ||[VT® (k)| > 107° hacer
Actuahzamos k41, utilizando la forma matricial de Runge-Kutta, es decir,
T =@+ B[ MY M2 M M*][1 2 2 1]7, donde

MY = G(zyp),

M? = G(wk—l— hG(wk))

MP = Gk + 3hGlak + LhG(zy))),

MY = G(ax + hG(zo + 3hGlai + 3hGlxr)))),

con G(zxp) = —pVI®y\ ().
5:  Se calcula V = V(xx) mediante el algoritmo 1
6:  Se calcula ®y(zg).
7: fin mientras
8: Salida xy.
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Para escribir los codigos de los algoritmos utilizamos el software MATLAB®. Realizamos
los experimentos numeéricos en un computador con procesador Intel(R) Core(TM) i5-
3450S CPU de 2,80 GHz en un sistema operativo de 64 bits.

La Tabla 1 contiene los resultados obtenidos con el Algoritmo 2, el cual usa un para-
metro A dindmico ([15]) y los obtenidos con un algoritmo que usa un modelo analogo
al propuesto en [17], en el cual A = 2. Estos tltimos resultados se indican en la tabla
usando un asterisco después de la abreviatura del problema. Para todos los experimentos,
el valor del pardmetro p, en el modelo, es p = 103, y el tamaiio de paso escogido en el
método de Runge-Kutta es h = 1075,

La primera columna de la tabla indica el problema utilizado; la segunda, da el valor del
pardmetro ¢ en el cual declaramos convergencia, y las tres columnas siguientes contienen
los valores finales de ||x(t) —«*||, ||[VEx(z(®))| ¥y |Ex(x(t))|, respectivamente.

Problema | t | llz@) 2| | IVEAl ] |Ey| |
Billups 1,270000e-03 | 2,398465¢-06 | 5,675707e-05 | 9,151717e-11
Billups* 3,010000e-03 | 2,161289e-06 | 2,942230e-05 | 9,837168e-11
Koj-Shi 4,9310000-03 | 2,113732¢-05 | 1,888083¢-05 | 9,977221e-11
Koj-Shi* 2,199000e-02 2,229580e-05 9,957821e-06 1,110084e-10
Koj-Shi-mod | 5,249000e-03 | 2,010010e-05 | 1,802561e-05 | 9,977325¢-11
Koj-Shi-mod* 2,327000e-02 2,061545e-05 9,987753e-06 1,029506e-10
Koj-Jos 9,847000e-03 | 2,761663¢-05 | 1,447005e-05 | 9,990373e-11
Koj-Jos* 4,337000e-02 3,812819e-05 9,988814e-06 1,904285e-10
Mathiesen 6,669000e-02 3,005689¢-02 9,999414e-06 3,586985e-10
Mathiesen* 2,600000e-02 | 2,990021e-02 | 9,976923e-06 | 1,569724e-09
Cuadratico 2,860000e-03 1,525697e-05 2,798854e-05 9,791978e-11
Cuadratico® | 1,359000e-02 | 1,530965¢-05 | 1,288038¢-05 | 9,859705¢-11

Cuadro 1. Resultados con A dinamico y con A = 2.

Esta tabla muestra que el modelo propuesto es competitivo, y en el caso del problema
cuadratico es mejor. Cabe mencionar que el problema de Billups fue construido por
Billups ([4]) con el objetivo de hacer que los métodos usados para resolverlo fallen ([15]);
es decir, es un problema de alta exigencia en cuanto a su convergencia, pero observamos
que los algoritmos lo resolvieron.

6. Conclusiones

En este articulo proponemos un modelo de red neuronal basado en el método de maximo
descenso para resolver problemas de complementariedad no lineal, el cual usa por primera
vez una familia uniparamétrica de funciones de complementariedad como funcién energia.
Establecemos resultados de existencia, estabiliad y de convergencia de la trayectoria
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de la red neuronal. Ademaés, presentamos algunas pruebas numéricas preliminares que
muestran que el modelo propuesto es competitivo.

Finalmente, en btusqueda de ampliar el espectro de trabajo con respecto a redes neuro-
nales para complementariedad no lineal, consideramos conveniente realizar més pruebas
numéricas del algoritmo propuesto y modificar el modelo propuesto para resolver proble-
mas con restricciones.
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