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1.

Una de las ecuaciones matriciales no lineales més sencillas es la ecuacién cuadratica
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Resumen. En este articulo proponemos un algoritmo cuasi-Newton para re-
solver una ecuacién cuadratica matricial, el cual reduce el costo computacio-
nal del método Newton-Schur, tradicionalmente usado para resolver dicha
ecuacion. Demostramos que el algoritmo propuesto es local y hasta cuadrati-
camente convergente. Presentamos pruebas numeéricas que ratifican los resul-
tados teoéricos desarrollados.
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A quasi-Newton algorithm to solve the matrix
quadratic equation

Abstract. In this paper we propose a quasi-Newton algorithm to solve a
matrix quadratic equation, which reduces the computational cost of Newton-
Schur method, traditionally used to solve this equation. We show that the
proposed algorithm is local and up to quadratically convergent. We present
some numerical tests which confirm the theoretical results developed.
Keywords: matrix cuadratic equation, Fréchet derivative operator, Newton-
Schur method, quasi-Newton method, cuadratic convergence.
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188 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

con A, B,C € C"*™. Esta ecuacion aparece en una gran variedad de aplicaciones, como
el problema de los valores propios cuadrdtico [16], [17],[32] y problemas estocdsticos [29],
y surge en areas de estudio como el andlisis dinadmico de mecdnica estructural y siste-
mas acusticos [3],[30], simulacion de circuitos eléctricos [21], mecdnica de fluidos 28],
procesamiento de senales [6],[19], problemas de vibracion y modelamiento de sistemas
mecdnicos microelectrénicos [5],[20],[36].

Una matriz solucion X de la ecuacion (1) se llama un solvente [2],[9], [16],[20],[32]. Un
resultado importante sobre la existencia de solventes es que el Teorema Fundamental del

Algebra no se extiende a polinomios matriciales. Un ejemplo de ello se presenta cuando
A=1,B=0eR"™ y C=-D, donde D es una matriz singular [18].

Un caso particular de la ecuaciéon (1), en el que existe una formula cerrada para sus
solventes tal como sucede con la férmula cuadrdtica escalar, se tiene cuando A = I,
las matrices B y C conmutan y la raiz cuadrada de B? — 4C existe. En este caso, el
solvente esta dada por la matriz

X = [—B+(B2—4C)1/2 : 2)

N | =

donde (B? —4C)'/? denota la raiz cuadrada de B? —4C' [17].

Una completa carecterizacion de los solventes de (1) en términos de la generalizacion
de la descomposicion de Schur se presenta en [16]. Alli se describen y comparan varias
técnicas numeéricas de solucion y, a partir de trabajos anteriores, se realiza el proceso de
generalizacion y unificacion.

Con respecto a la solucién numérica de la ecuacion cuadratica matricial, se destacan
algoritmos basados en la descomposicion de Schur [7],[16], algoritmos basados en sus
propiedades teoricas [7],[22],[29], [35], algoritmos tipo Newton [10],[17] y recientemente
algoritmos secantes [24], [25], [26].

Casos particulares de la ecuacion (1) han dado lugar al desarrollo de algoritmos tipo
Newton y de su respectiva teoria de convergencia [15], [16], [23]. Un ejemplo de ello es el
estudio y anélisis de convergencia de la ecuacion X? — A = O, realizados en [14] y [15].

En general, el método de Newton para resolver problemas matriciales no lineales, y en
particular para resolver la ecuacién matricial (1), ha tenido un papel central en cuanto
a métodos numéricos se refiere; pero hay que destacar que la mayoria de los algoritmos
tipo Newton propuestos para resolver la ecuacién cuadratica estan ligados a problemas
cuadraticos particulares que surgen en aplicaciones especificas [4], [10].

Con el objetivo de reducir el costo computacional que representa la solucion de (1)
mediante el tradicional método de Newton basado en la descomposicion Schur [7],[16],
en este articulo proponemos un algoritmo cuasi-Newton que consiste en una iteracion
de Newton simplificada para resolver la ecuacion cuadratica matricial (1), y bajo ciertas
hipétesis demostramos que el algoritmo respectivo converge local y hasta cuadraticamente
a un solvente de (1).

Organizamos este articulo en la siguiente forma. En la Seccién 2 presentamos en forma
descriptiva el método de Newton para resolver la ecuacion (1), y como alternativa a
su alto costo computacional proponemos un algoritmo cuasi-Newton para resolver (1).
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Un algoritmo cuasi-Newton para resolver la ecuacién cuadratica matricial 189

Ademas, presentamos un lema técnico que usaremos en el desarrollo tedrico de nuestra
propuesta. En la Seccién 3, bajo ciertas hipotesis, mostramos que el algoritmo propuesto
es local y hasta cuadraticamente convergente. En la Seccion 4 exploramos numéricamente
el comportamiento local del algoritmo propuesto. Finalmente, en la Seccién 5 hacemos
algunos comentarios finales y propuestas de trabajos futuros sobre el tema.

2. La iteracion de Newton simplificada para la ecuacion cuadratica
matricial

Una iteraciéon del método de Newton para resolver (1) puede expresarse en la siguiente
forma

Lx, (Sk) = —Q(Xk), (3)
Xi+1 = Xk + Sk, (4)

donde Ly, (Si) denota la derivada de Fréchet de @ en X en la direccion de Sy [14].
La derivada Fréchet de @ en X en la direccion de S satisface [24] que, para toda
S c (Cnxn’

QX +5) = Q(X) + Lx(5) + R(S5), (5)
con
o 1RO _
Isl—o |5

Evaluando @ en X + S, tenemos que

QIX+S)=AX+S)?2+BX+S)+C
= Q(X) + (ASX + (AX + B)S) + AS?; (6)

por lo tanto, Lx(S) = ASX+(AX+B)S. Asi, dada una matriz inicial Xy, una iteracion
del método de Newton para resolver la ecuacion cuadratica matricial (1) esta dada por

ASp X + (AXy + B)Sr = —Q(Xk),

7
X1 = Xi + Sk (@)

Observemos que en cada iteraciéon se debe resolver un caso particular de la ecuaciéon
ASB + CSD = E(conocida como la ecuacion de Silvester generalizada [12],[17]) para
encontrar la matriz Si. La forma usual de resolver este tipo de ecuacion es a través de la
descomposicion generalizada de Schur [11] de las matrices A y AX + B, la cual es muy
costosa computacionalmente [17]. Esta version del método de Newton para resolver (1)
se conoce como el método de Newton-Schur, ya que utiliza el algoritmo de Schur para
calcular la soluciéon Sy de la ecuacion (7), lo que hace que el método de Newton-Schur
sea excesivamente costoso.

Por otro lado, es natural intentar “simplificar” la iteracion (7). Con este proposito,
si tenemos la relacién de conmutatividad ASp Xy = AXpSk, entonces, a partir de la
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190 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

iteracion de Newton (7), obtenemos la siguiente iteracion

(24X} + B)S, = —-Q(Xy),
X1 = Xi + Sk

(8)

Asi, dada una matriz inicial Yy, la iteracion de Newton simplificada la podemos expresar
como

Yip1 = (24Y;, + B)"L(AY? - O), (9)

la cual define el método cuasi-Newton que estamos proponiendo para resolver la ecuacion
(1). Ahora, nuestro interés es mostrar que la iteracion (9) esta bien definida y analizar
su convergencia. Previo a esto, presentaremos a manera de preliminar, un resultado de
algebra lineal numérica que da una condicién suficiente para la no singularidad de una
matriz y una cota para su inversa [11], [34].

Lema 2.1 ([8]). Sean ||-|| una norma matricial inducida en C"*", tal que ||I,|| =1y
FeCvn. Si||F| <1, entonces (I, — F)™! emiste y

1

- < ——.

3. Hipdtesis y convergencia de la iteracion de Newton simplificada

Para los resultados de convergencia que presentamos en esta seccién asumiremos las
siguientes hipotesis generales. Las tres primeras son andlogas a las hipotesis genera-
les usadas para probar convergencia local de algoritmos cuasi-Newton para sistemas
de ecuaciones vectoriales [8]. La cuarta hipotesis puede verse como una versién matri-
cial de la condicién tipo Dennis-Moré [8] para convergencia superlineal de algoritmos
cuasi-Newton. Cabe mencionar que, para la prueba de convergencia local del método de
Newton-Schur se usan hipotesis andlogas a las hipotesis estandar del caso vectorial [15],
dos de las cuales son las hipétesis H1 y H2, que mencionamos a seguir.

H1. Q: C"*" — C"*" es Fréchet diferenciable en un conjunto D C C"*™ abierto y
convexo.

H2. Existe X. € D tal que Q(X,) = 0.
H3. La matriz 24X, + B es no singular y 3 es la norma de su matriz inversa, esto es,

(24X, + B)~!|| = 8.

H4. Existe 6 € [0,1] tal que

[Lx.(S) — (24X, + B)S||
I1S]1—0 S|+

= 0.
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Un algoritmo cuasi-Newton para resolver la ecuacién cuadratica matricial 191

Equivalentemente, existe 6 € [0, 1] tal que para todo v > 0, existe ¢y > 0 tal que

|Lx.(S) = (2AX. + B)S|| _
S|+

)

siempre que [|S]| < €.

El lema siguiente garantiza que existe una vecindad del solvente X, de la ecuacién
cuadratica matricial (1) tal que para cada matriz Z en esta vecindad, la matriz 2AZ+ B
es no singular y esta acotada.

Lema 3.1. Sea Q : C"*" — C™*™ wuna funcion cuadrdtica matricial que satisface las
hipotesis H1 o H3. Eziste una constante positiva €1 tal que si |Z—X,|| < €1, entonces
la matriz (2AZ 4+ B) es no singular y ||(2AZ + B)_1H < 28.

Demostracion. Sea | -| una norma matricial inducida en C"*™ y sea
< 1 (10)
€1 S .
A | Al
Supongamos que ||Z — X.|| < €. Entonces,
(24X, + B)"'(2AZ + B) — L,|| = ||(2AX,. + B) ' [(2AZ + B) — (2AX. + B)]||
<2([2AX. +B)7 ! 14112 - X.||
plIAI _ 1
=260|A|||1Z — X«|| <28 || Al e1 <2 = -
B1I411Z - X.|) <284l e <2550 = 5
Asi,
1— (24X, + B)"'(2AZ + B) - L,|| > 1/2. (11)

Por el Lema 2.1 y usando (11), la matriz (24Z + B) es no singular y estd acotada por
2. En efecto,

» |2AX. +B)7!
12AZ+B)7 < T eax. v BT [0AZ + B) - CAX. T B
. H(zAX*lJrB)*H _ 98 (12)

2

El siguiente teorema garantiza que la iteracion (9) esta bien definida y converge lineal-
mente a un solvente X, si 6 = 0; superlinealmente si 6 € (0,1), y cuadraticamente si
0=1.
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192 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

Teorema 3.2. Sea Q : C"*" — C™*" wuna funcion cuadrdtica matricial que satisface las
hipdtesis H1 o H4. FEzisten constantes positivas ez y p tales que, si ||[Yo — Xi|| < €2,
entonces para todo k =0,1,2,... se tiene:

2AY) + B es no singular; (13)
Vi1 — Xuf| < ; Ve — X«||, para 6 =0; (14)
[Vis1 — Xull < pl[Yi — X", para 0 <6< 1. (15)
Demostracion. Sea | -|| una norma matricial inducida en C™*". La demostracion la

haremos por induccion en dos casos, dependiendo del valor de la constante 6.

1. Para 8 = 0. Sean ~ y el correspondiente €y (ver H4) tales que v < ﬁ Definimos

€2 = min {eg, €1}, (16)
donde €; estd dado en el Lema 3.1.
a) Para k=0.
Por hipotesis, tenemos que ||[Yo — X, || < €2, y dado que €3 < €1, se tiene que
Yo — X.|| < €1. El Lema 3.1 garantiza que la matriz 2AY; + B es no singular

y ||(2AY0 +B)~! || < 243, con lo cual se prueba (13). En consecuencia, Y7 esta
bien definido, y de (9) se tiene

Y — X, = (24Y, + B) " H(AY? - C) — X..
Sumando y restando AX2, BYy y C y teniendo en cuenta que Q(X.) = O
(—C = AX? + BX.), tenemos que
Y1 — X. = (24Y, + B) ! [AYY — C — (2AY, + B)X.]
— (24Yy + B)"1 [Q(Yo) — Q(X.) — 24Y, X, + AX2 — BY, — (]
= (24Y5 + B) 7 [Q(Xo0) — Q(X.) — Lx. (Yo — X.)
+ (QAX* + B)(Y() — X*) — LX* (Y() — X*)]
= (24Yp + B) 7 [A(Yo - X..)°
+ (24X, + B)(Y - X.) - L. (Yo — X.)]. (17)

Para una norma matricial inducida y consistente, usando H4, la desigualdad
triangular y (16) en (17), tenemos

Vi — X, < |24, + B) 7| [[[A(Yo — X.)?||
+ [ Lx. (Yo — Xo) = (24X, + B)(Yo — Xl

< @AYo+ B)7!| [IAIlYe = XI” + 7Y — X.]
< | @aYs + B)~'[| [I1All Yo — X. ]| +4] Yo - X.|
1 1
< 28 [l Al e2 4] I¥o ~ Xl < 26 [ 15+ 5] Y0~ X
2
< 5o - X, (18)
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Un algoritmo cuasi-Newton para resolver la ecuacién cuadratica matricial 193

lo cual prueba que ||Y7 — X.|| < €.

b) Hipdtesis inductivas: Supongamos que (13) y (14) se satisfacen para todo

k=0,1,2,...,7— 1. De lo cual se tiene que
2AY;_1 + B es no singular, (19)
Y; esta bien definida, (20)
2

Ademas, de (21) tenemos
2 [
W=l < () M- Xl < e 2

¢) Paso de induccion: Probemos que (13) y (14) se cumplen para k = i.

Por (22) se tiene que ||Y; — X.|| < €2; usando el Lema 3.1, se tiene que la
matriz 2AY; + B es no singular con |[(24Y; + B)~!|| < 28.

Por otro lado, teniendo en cuenta (20) y mediante un proceso anélogo al utili-
zado para acotar ||Y; — X.||, se demuestra que

2
it = Xl < 3 11¥; = Xl (23)

Con lo cual se completa la demostracion para este caso.

o
2. Para 0 < 6 < 1. Sean 7 y el correspondiente ¢y (ver H4) tales que v < (8"[;;!,9.
Tomemos
€2 :ml'n{eo, %}, (24)

donde ¢ esta dado en el Lema 3.1.

a) Para k=0.

Por hipotesis, sabemos que ||[Yy — X.|| < €2; de (24) tenemos que ez < €y;
en consecuencia ||Yo — X,|| < €. Asi, por el Lema 3.1, garantizamos que la
matriz 2AYy+ B es no singular y || (2AY, + B)~1 || < 24, con lo cual se prueba
(13). En consecuencia, Y7 estd bien definido, y de (9) se tiene

Y] — X. = (24Y, + B)"HAY - O) — X..
Procediendo en forma anéloga al caso anterior, usando la constante v de H4 ya
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194 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

definida, la desigualdad triangular, y teniendo en cuenta que ez < €5, tenemos

V1 — X.|| < |[(2AY, + B) 7| [[|A(Yo — X.)?||
+ [[Lx. (Yo — Xu) = (24X, + B) (Yo — X,)|]

[@4¥, + B)~ | [I41 1% — Xl +41% - X7 (25)

A

IN

_ 6
| @AYo + BY | [JA41 1Yo = Xull +7 1Y% — X.II°] 1Y — X.

< 28 [|[All e +7ed] Yo - X.|

1 IR 11
<20 g5+7 (g ) 1% - Xl < 26 [ g5+ 5] 1% - x|
< 51— X, (26)

Lo cual prueba que Y1 — X.|| < e2.
Por otra parte, de (25) se tiene

I3 - Xl < [[@AYo + B) | [IAN ¥ — X'~ +4] 1% — X+

< 28 ()4l &=+ 1Yo - X"
L S 1 140
<214l (gapap) + apeal - X
1
< SGBIAN? Yo = X7 = Yo — x|, (27)

1
donde p = 5(86 AN > 0.

b) Hipdtesis inductivas: Supongamos que (13) y (14) se satisfacen para todo

k=0,1,2,...,i— 1. De lo cual se tiene que
2AY;_1 + B es no singular, (28)
Y, esta bien definida, (29)
2
I¥: = Xl < 3 1¥im1 = Xull- (30)

Ademas, de (21) tenemos
2 7
W=l < () M- Xl < e (31)

¢) Paso de induccion: Probemos que (13) y (14) se cumplen para k = i.
Por (31), se tiene que ||Y; — X.|| < €2; usando el Lema 3.1, se tiene que la
matriz 2AY; + B es no singular con ||(24Y; + B)7!|| < 28.
Por otro lado, teniendo en cuenta (29) y mediante un proceso anélogo al utili-
zado para acotar ||Y; — X.||, se demuestra que

1
Yirr = Xull < 5 [1¥i = Xul, (32)

1+0
[Vigr = Xl < p]l¥s = X", (33)
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Un algoritmo cuasi-Newton para resolver la ecuacién cuadratica matricial 195

1
donde 1= (361 4])".

Con lo cual se completa la demostracion. v

En general, el Teorema 3.2 garantiza la convergencia de la iteracion (9) a un solvente
X, de la ecuacion (1) para problemas en los cuales 6 € [0,1]; en particular, si § =0
tenemos convergencia lineal; para 6 € (0,1), convergencia superlineal; y si § = 1, la
convergencia es cuadratica.

Antes de finalizar esta seccion presentamos un resultado que garantiza que la iteraciones
(7) y (9) son iguales bajo ciertas hipotesis de conmutatividad.

Lema 3.3. Consideremos las iteraciones (7) y (9). Supongamos que la matriz inicial
Xo = Yy conmuta con A, B y C; que las matrices A, B y C conmutan entre si y
que la iteracion de Newton (7) estd bien definida. Entonces la matriz Xy conmuta con
A, B yC,y Xi=Yy para todo k=0,1,2,...

Demostracion. Probaremos por induccién en forma conjunta que

AXy = X3A, BXy=XiB y CXp = XiC, (34)
Xy =Yy, (35)

para todo k=0,1,2,...

a) Para k=0, (34) y (35) son inmediatas por hipotesis.

b) Hipdtesis inductivas:  Supongamos que (34) y (35) se satisfacen para
k= 0,1,2,...,4 — 1. Lo cual implica que las matrices A, B y C también con-
mutan con (24X + B) = (2AY}, + B) y por tanto, conmutan con (24X + B)™Y;
ademas, se tiene que X (2AXy + B) = (2AX\ + B)X). Por tanto,

X, (2AX), + B)™' = (2AX; + B) "' X, (36)

Definimos para £k =0,1,2,...,i—1,

F, = —(2AXy, + B) Y (AX}? + BX; + O). (37)

Usando (36), tenemos

AR Xy = —A(2AXy + B) ' (AX}? + BX), + C) Xy,
= —A(2AX) + B)"Y(AX} + BX}? + CX},)
= —A(2AX} + B) "' Xy (AX} + BX; 4 O)
= —AXp(2AX}, + B) Y (AX? + BX), + C)
= AX Fy. (38)
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196 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

Probemos ahora que Lx, (F;) = Lx,(Sk). En efecto, de (38) tenemos que

Lx,(Fy) = AF, X, + (AXy + B)F, = AF, Xy, + AX,F), + BF},
= 2AXF), + BFy, = (2AX) + B)Fy,
= — (24X}, + B)(2AXy, + B) Y (AX}? + BX + O)
= —(AX? + BX), + 0) = —Q(Xy). (39)

Luego Fj es solucion de (7); por lo tanto Fy = Sy para k= 0,1,2,...,i— 1.

¢) Paso de induccion: Probemos que (34) y (35) se cumplen para k = 1.

Actualizando el paso de Newton en (7), tenemos:

Xi=X; 1 +F_1=X;1—(2AX; 1+ B)"Y(AX? |, + BX; 1+ C)

= (24X;1 4+ B) ' [(2AX,_1 + B)X;_, — AX} | — BX;_1 — C]

= (24X;-14+ B)"' [2AX] | + BX;_1 — AX] ; — BX;_1 — (]

=(24X;.1+B) ' [AX2, - C] =Y, (40)
lo cual demuestra (35). Veamos ahora que (34) se cumple para k = i. Usando (40)
tenemos

AX; = A2AX;_1+ B) M(AX2, - C) = (2AX;_1 + B) 'A(AX2 | - C)
= (24X,.1 + B)"Y(AX? | - C)A = X, A.

Asi, X; conmuta con A, y de forma anéloga se prueba que BX; = X;B y
CX,;, = X,C.

Con lo cual se completa la demostracion. v

Observacion: para una matriz inicial Yy que satisfaga las hipotesis del Lema 3.3 y que
se encuentre en la regién de convergencia dada por el Teorema 3.2, tendriamos que la
sucesion generada por (9) converge cuadraticamente a un solvente de X.. En este caso,
Lx, (S) = (2AX, + B)S, y la hipétesis H4 se cumple para 6 = 1.

4. Experimentos numéricos

En esta seccién analizamos numéricamente el comportamiento local del método cuasi-
Newton propuesto en (9). Para ello, consideramos dos ecuaciones matriciales y dos pro-
blemas de aplicacion; uno de estos es un sistema masa-resorte amortiguador [16],[24], y
el otro es un problema de ruido de Wiener-Hopf [1],[13].

Escribimos los codigos del algoritmo y de las funciones que definen los problemas en
MAaTLAB® y realizamos los experimentos numéricos en un computador Intel (R) Core
(TM) i5-3450 de 2,8 GHz.

Las matrices iniciales son de la forma Xy = 10P1,,, donde p € Z y I,, denota la matriz
identidad de orden n. El criterio de parada es el sugerido en [16],[27],[32]. Usamos
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X
GS(Xk) _ 5 ”Q( k)HF , (41)
Al [ Xkl 7 + 1Bl g | Xkl 7 + ICN 7

y declaramos convergencia si Res(Xy) < m x eps, donde eps denota el épsilon de la
mAaquina, que en nuestro caso, corresponde a eps = 2,22044604925031 x 10716 [16] y
n el orden de las matrices en la ecuacion (1). Declaramos divergencia si el ntmero de
iteraciones es mayor que 200.

Con el proposito de comparar el desempeno de nuestra propuesta algoritmica, imple-
mentamos también los métodos secante y Newton-Schur; El primero, un método cuasi-
Newton que usa una aproximacion secante a la matriz L(X,S) [24],[25],[27]; el segundo,
usa el algoritmo de Schur para encontrar Sy en (7) [7],[16], que consiste en calcular la
descomposicion generalizada de Schur de las matrices A y AX + B [11].

Los resultados obtenidos los presentamos en 4 tablas. Para los problemas, cada tabla
tiene cuatro columnas con la siguiente informacién: la primera columna indica la matriz
inicial utilizada (Xp); la segunda columna indica el namero de iteraciones (V) ; la tercera
columna hace referencia al valor de Res definido por (41) (Res), y la cuarta columna
indica el tiempo de ejecucion medido en segundos (tiempo); para medir el tiempo y
quitar el efecto aleatorio de los computadores multitareas, realizamos el promedio de
repetir 100 veces el algoritmo con la misma matriz inicial.

Ademas, al finalizar esta seccion, presentamos una tabla que contiene los resultados de
un experimento teérico y numeérico donde, para cada problema considerado, primero
encontramos el valor del parametro 6 para determinar el tipo de convergencia teérica

(Teorema 3.2) y, segundo, determinamos la convergencia numérica haciendo el anélisis
de error respectivo.

Problema 1. Calcular un solvente de Q(X) = AX?+ BX + C = O, donde

-1 -1 0 1
, B= y C= .
1 -1 -1 0

En este caso las matrices A, B y C' conmutan entre si. Un solvente de la ecuacion es

2 2
-2 2

A:

o= O
S =
|

En el Cuadro 1 presentamos los resultados obtenidos al aplicar los tres algoritmos al
Problema 1.

Vol. 34, No. 2, 2016]



198 M. Macias, H.J. MARTINEZ & R. PEREZ

‘ Meétodo cuasi-Newton propuesto ‘

‘ Xo ‘N‘ Res tiempo ‘
1072 | 7 | 2,57074828832357e-017 | 0,000509
10741 | 7 | 6,60437193294431e-017 | 0,000444
107%Ty | 7 | 5,63222730873046e-017 | 0,000448
107101, | 7 0 0,000483
1071y | 7 | 5,14149657664714e-017 | 0,000645
1072, | 7 0 0,000352

‘ Método de Newton-Schur ‘

‘ Xo ‘N‘ Res tiempo ‘

10721, | 41 | 1,69980707267349e-015 | 0,006028
1074, | 35 | 2,03661033158416e-015 | 0,004995
10~°Iy | 33 | 7,90186303390576e-016 | 0,004934
107101, | 19 | 8,22719784225286e-016 | 0,003160
10751 | 6 | 7,49407299022261e-016 | 0,000784
1072, | 3 | 2,22038849852706e-016 | 0,000608

‘ Método secante ‘

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
1072 | 11 0 0,001350
10741y | 11 | 5,14149657664714e-017 | 0,001951
1075 | 11 | 2,57074828832357¢-017 | 0,001562
10719T, | 11 | 1,14967358514655¢-017 | 0,001690
1071°I, | 11 | 1,14967358514655¢-017 | 0,001557
10721, | 11 0 0,002113

Cuadro 1: Resultados para el Problema, 1.

Observemos que en todos los casos se obtiene convergencia al solvente X,. Para este
problema, el desempeno del método cuasi-Newton propuesto es mejor que el de Newton-
Schur y el método secante en cuanto a nimero de iteraciones se refiere. Resaltamos que,
ademas, el tiempo de ejecucion de método cuasi-Newton propuesto es menor que el tiempo
empleado por los otros métodos. En efecto, para este ejemplo, este es aproximadamente
un 14 % del tiempo que usa el método de Newton-Schur y un 35% del tiempo que usa
el método secante.

[Revista Integracion



Un algoritmo cuasi-Newton para resolver la ecuacién cuadratica matricial 199

Problema 2 ([17]). Calcular un solvente de Q(X)= AX?+ BX + C = O, donde

10 -1 -1 0 1
; y C= :
01] 1—1] -1 0]

Para este problema, las matrices A, B y C conmutan entre si. La ecuacion tiene dos

solventes reales,
1 0 0 1
X! = y XZ= :
0 1 -1 0

Los resultados obtenidos los presentamos en el Cuadro 2.

A:

‘ Meétodo cuasi-Newton propuesto ‘

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
107 | 9 0 0,000634
10721, | 12 0 0,000917
10741, | 19 0 0,001137
107°I, | 22 0 0,001515
1071, | 26 0 0,001564

‘ Método de Newton-Schur ‘

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
10717, | 8 | 3,5108334685767e-017 | 0,001404
1072L, | 8 | 3,84592537276713¢-017 | 0,001175
1074, | 8 | 4,44089209850063¢-017 | 0,001412
107°I | 8 | 4,44089209850063¢-017 | 0,001649
1075I, | 8 | 2,22044604925031e-017 | 0,001518

Método secante

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo
10717, | 13 | 6,2803698347351e-017 | 0,002255
1072 | 15 0 0,002880
1074y | 15 | 2,71947991102104e-017 | 0,002172
1075, | 15 0 0,002171
1075I, | 15 | 1,57009245868377¢-017 | 0,001641

Cuadro 2: Resultados para el Problema 2.
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En este ejemplo, cada uno de los métodos utilizados converge al solvente X!. Observamos
que, dependiendo del valor de la potencia de 10 en la matriz inicial, la convergencia se
hace ligeramente maés lenta en el método cuasi-Newton propuesto con respecto a los otros
métodos en cuanto a nimero de iteraciones se refiere; pero resaltamos que el tiempo de
ejecucion del método cuasi-Newton propuesto es aproximadamente el 48 % del tiempo
que usa el método de Newton-Schur y el 35% del que usa el método secante.

En los dos problemas siguientes, las matrices B y C no conmutan; es decir, vamos a
analizar el comportamiento del método cuasi-Newton propuesto para el cual no se cumple
una de las hipoétesis del Lema 3.3.

Problema 3. Sistema masa-resorte amortiguador conectado [16],[24],[27],[31].

— —x; —Zn
kl szl ka knfl
m1 di_1 my i dn_1 my

K1

T1

NNNANANN\N

Figura 1. Sistema masa-resorte amortiguador conectado.

En este problema se considera un sistema masa-resorte amortiguador [33], donde la masa
i-ésima de peso m; estd conectada a su (i+ 1) vecino por un resorte y un amortiguador
con constantes k; y d;, respectivamente. La masa i-ésima también estd conectada a
tierra por un resorte y un amortiguador con constantes k; y 7;, respectivamente (ver
Figura 1). La vibraciéon de este sistema estd descrita por una ecuacion diferencial de
segundo orden

A2z dx
A—+B—+Cz=0
dt? + dt tow ’
donde A = diag(mi,...,my,) es la matriz de las masas, B = tridiag(—7;, 37, —Ti)

es la matriz de amortiguacion y C = tridiag(—ki, 3k, —k;) es la matriz de rigidez,
respectivamente.
En las pruebas numéricas, tomamos n = 10, m; = 1, para todo i, los resortes y los

amortiguadores con un mismo valor constante; es decir, k; =k =5 y 7, =7 = 10,
para todo ¢, excepto B(1,1) = B(n,n) =27 = 20.
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Meétodo cuasi-Newton propuesto

Xo N Res tiempo
107 | 8 | 6,01162776560417¢-017 | 0,000869
1072I | 9 | 1,1900844327981e-015 | 0,000965
107%y9 | 9 | 1,15763568151991e-015 | 0,000874
1078 | 9 | 1,15719882431618e-015 | 0,000937
107197 | 9 | 1,15719891909909e-015 | 0,000947

Método de Newton-Schur

Xo N Res tiempo
107 | 6 | 2,47165569954525e-017 | 0,003472
1072 | 5 | 1,80436425295183e-015 | 0,002878
107430 | 6 | 3,13323221652392e-017 | 0,003546
1078l | 5 | 1,31401644418059e-015 | 0,002802
1071 | 6 | 2,31236752049169e-017 | 0,003407

Método secante

Xo N Res tiempo
10Ty | nc matriz singular -
10Ty | 12 | 1,09115415620959¢-016 | 0,002581
107%L | 12 | 2,96191146017478¢-015 | 0,002478
1078 | 15 | 9,2448388308868e-016 | 0,002764
107197 | 14 | 1,68473486378222¢-015 | 0,002732

Cuadro 3: Resultados para el Problema 3.

201

En el Cuadro 3 presentamos los resultados obtenidos por los tres métodos. Observamos
que, para las diferentes matrices iniciales, los métodos de Newton-Schur y el cuasi-Newton
propuesto convergen en todos los casos considerados; el método secante converge para casi
todas las matrices iniciales, excepto para la matriz Xy = 107'I;5. En este problema, el
método de Newton-Schur tiene mejor desempeno en cuanto a ntimero de iteraciones con
respecto a los otros métodos. En cuanto al tiempo de ejecucion, resaltamos que el método
cuasi-Newton propuesto emplea aproximadamente el 38 % del tiempo que usa el método
secante y el 28 % del tiempo que usa el método de Newton-Schur.
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Problema 4. Problemas de ruido Wiener-Hopf [1],[13].

En el estudio de Cadenas de Markov para problemas de Ruido Wiener-Hopf, necesitamos
encontrar matrices Z, que tengan elementos fuera de la diagonal principal no negativos,
y que la suma de las componentes de sus filas sea menor o igual a cero, para una matriz
diagonal V' y un ntmero positivo ¢ dados que satisfacen

EQZW;VZ+Q:(L (42)

donde V' tiene elementos positivos y negativos; el nimero e se conoce como el nivel de
ruido del movimiento Browniano independiente de la cadena de Markov [1],[13].

En la ecuacion (42) se puede suponer que € = V/2; asi, se pueden considerar dos ecua-
ciones cuadraticas matriciales

72 -VZ+Q=0, (43)
Z?+VZ+Q=0. (44)

Como caso particular, consideramos la ecuacion (44) con
-1 1

Lo 0 -
V={a010 bIlO] y @= ;

donde a =1y b= —3. La matrices V y @ se escogieron de orden 20.

A continuacién, presentamos la tabla de resultados.

‘ Meétodo cuasi-Newton propuesto ‘
‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
0] 45 1,324485371079e-015 | 0,003713

1072l | 45 | 1,35467661806983e-015 | 0,003885
10719T | 45 1,324485371079e-015 | 0,003862

‘ Método secante ‘

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
(0] nc - -
1072]:10 nc — _

10710110 nc - —
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‘ Método de Newton-Schur ‘

‘ Xo ‘ N ‘ Res tiempo ‘
(0] 14 | 9,11880622078644e-016 | 0,006637
107%Iyp | 15 | 1,59376163239596e-016 | 0,007007
107 L | 15 | 7,07023695066298¢-016 | 0,006933

Cuadro 4: Problema 4.

En el Cuadro 4 se puede observar que los métodos cuasi-Newton propuesto y Newton-
Schur en todos los casos convergen, a diferencia de método secante. El tiempo de ejecuciéon
que emplea el método cuasi-Newton propuesto es aproximadamente el 55 % del tiempo
que usa el método de Newton-Schur.

A continuacion, presentamos un cuadro resumen que nos indica el orden de convergencia
para los 4 problemas que hemos considerado.

Tipo de convergencia
Problema | Valor de 6 en H4 Tedrica Numérica
1 1 Cuadratica | Cuadratica
2 1 Cuadratica | Cuadratica
3 0,04 Superlineal | Superlineal
4 0 Lineal Lineal

Cuadro 5: Analisis tedrico y numérico de convergencia.

El Cuadro 5 contiene 4 columnas con la siguiente informacién: la primera columna (Pro-
blema) indica el nimero del problema considerado; la segunda (Valor de 6 en H4)
contiene, para cada problema, el valor de la constante 6 mencionada en la hipdtesis
H4; en la tercera y cuarta columnas se presenta la tasa de convergencia, tanto teérica
como numérica, del algoritmo propuesto de acuerdo con el valor de 6 (Teorema 3.2) y
el analisis de los errores, respectivamente.

Observamos que, para los Problemas 1 y 2, el método propuesto tiene convergencia cua-
drética. Vale la pena mencionar que para estos problemas, la matriz inicial Yy conmuta
con A, By C y estas matrices conmutan entre si, lo cual teéricamente también conduce
a convergencia cuadratica. En los Problemas 3 y 4 no se cumple la hipétesis de conmu-
tatividad del Lema 3.3; numéricamente la convergencia alcanzada es superlineal para el
Problema 3 y lineal para el Problema 4.

5. Comentarios finales

La ecuacion cuadrdtica matricial Q(X) = AX?+ BX + C = O aparece en numerosos
contextos de la ciencia y de la ingenieria. Este gran nimero de aplicaciones ha motivado
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el desarrollo, entre otros, de métodos tipo Newton para encontrar una solucién numérica
de la ecuacion cuadrdtica matricial.

En este trabajo proponemos un algoritmo cuasi-Newton, obtenido como una iteracion
de Newton simplificada, para resolver la ecuaciéon cuadratica matricial, el cual reduce el
alto costo computacional del método Newton-Schur, tradicionalmente usado para resolver
dicha ecuacion. Ademaés, bajo ciertas hipotesis demostramos que el algoritmo propuesto
es local y hasta cuadraticamente convergente.

Para contribuir con la exploracién numérica del método cuasi-Newton propuesto, analiza-
mos y comparamos su desempeno numérico con los métodos de Newton-Schur y secante,
usando dos ecuaciones matriciales y dos problemas de aplicacién. En ella, el método pro-
puesto muestra un buen desempeno numérico y ademas una disminucién en cuanto al
tiempo de ejecuciéon comparado con los dos métodos mencionados. Adicionalmente, se
comprueban numéricamente los resultados obtenidos sobre la tasa de convergencia dada
por el Teorema 3.2 en términos del valor de € involucrado en la hipotesis H4.

Finalmente, en busqueda de ampliar el espectro de trabajo con respecto a la ecuacién
cuadratica matricial, pensamos que vale la pena globalizar el algoritmo y hacer el corres-
pondiente estudio tedrico del algoritmo globalizado.
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