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Resumen. La 
oindu

ión, un 
on
epto dual a la indu

ión, ha sido des
ubier-

to y estudiado re
ientemente. Una forma sen
illa de entender su naturalidad

es observando que este se re�ere a los puntos �jos más grandes, mientras que

la indu

ión se re�ere a los más pequeños. Ini
ialmente el soporte té
ni
o de

la 
oindu

ión estaba en la teoría de retí
ulos a través de los puntos �jos

más grandes, ahora di
ho soporte se 
entra en el lenguaje de 
ategorías a

través de las F -
oálgebras �nales. Las F -
oálgebras son un 
on
epto dual a

la generaliza
ión de F -álgebras para un funtor F. En el presente trabajo nos


entraremos en un tipo muy parti
ular de F -
oálgebras: los autómatas de


adena. Nuestro objetivo será usar el mar
o de los autómatas de 
adena para

ilustrar el 
ará
ter 
oindu
tivo del análisis real a través de resultados 
lási
os


omo el teorema fundamental del 
ál
ulo, las series de Taylor y la solu
ión de


iertas e
ua
iones diferen
iales.

Palabras 
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ión, Coindu

ión.
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A 
oindu
tive approa
h to real analysis

Abstra
t. Coindu
tion is a dual 
on
ept to indu
tion; it has been dis
overed

and studied re
ently. A simple way to understand its naturalness is noting

that it refers to the largest �xed points, while indu
tion refers to smallest �xed

points. Originally the te
hni
al support of the 
oindu
tion was the latti
es

theory through the largest �xed points; now this support is in the language


ategories through the �nal F -
oalgebras. The F -
oalgebras is a dual 
on
ept

of generalization to algebras for a fun
tor F. In this paper we fo
us on a

parti
ular type of F -
oalgebras: stream automata. Our aim will be to use

the framework of stream automata to illustrate the 
oindu
tive 
hara
ter of

real analysis through 
lassi
al results as the fundamental theorem of 
al
ulus,

Taylor series and the solution of 
ertain di�erential equations.

Keywords: Categories, Algebra, Coalgebra, Indu
tion, Coindu
tion.
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1. Introdu

ión

La 
oindu

ión

1

, un 
on
epto dual a la indu

ión, des
ubierto y estudiado re
ientemente,

está en desarrollo progresivo: más y más áreas de apli
a
ión han surgido 
on resultados


ontundentes. En términos de la teoría de retí
ulos, la indu

ión se re�ere los puntos

�jos más pequeños, y la 
oindu

ión se re�ere a los más grandes. Los puntos �jos más

grandes son tan naturales 
omo los puntos �jos más pequeños; así pues, la 
oindu

ión es

tan natural 
omo la indu

ión. En desarrollos re
ientes el lenguaje de 
ategorías permite

formaliza
iones más amplias, �jando un funtor F para la indu

ión a través de las F -

álgebras ini
iales, y dualmente para la 
oindu

ión 
on las F -
oálgebras �nales. En este


ontexto, 
entrándonos en los autómatas de 
adena 
omo F -
oálgebras esperamos ilus-

trar el 
ará
ter 
oindu
tivo del análisis real. En la búsqueda de este objetivo presentamos


uatro se

iones. En la primera se

ión presentamos, 
asi a manera de introdu

ión, un

a
er
amiento al desarrollo de la generaliza
ión del 
on
epto de álgebra en la denominada

Álgebra Universal, hasta llegar a la de�ni
ión de F -álgebras; ilustraremos, 
on el Prin-


ipio de Indu

ión Matemáti
a en las álgebras tipo 1, 0, que al 
onsiderar la 
ategoría

AlgF de todas las F -álgebras, si esta 
ategoría tiene objeto ini
ial se tiene un Prin
i-

pio de Indu

ión. En la segunda se

ión formalizamos la de�ni
ión de las F -
oálgebras,

un 
on
epto dual a las F -álgebras; al 
onsiderar la 
ategoría CoalgF de todas las F -


oálgebras, si esta 
ategoría tiene objeto �nal se tiene un Prin
ipio de Coindu

ión; aquí

se muestran 
omo ejemplos las Máquinas de Mealy, los Modelos de Kripke y un ejemplo

de 
oálgebra �nal. En la ter
era se

ión nos 
entraremos en los autómatas de 
adena; se

estudia el 
omportamiento equivalente 
omo bisimula
ión; se muestran algunos resulta-

dos del 
ál
ulo; y a partir de la estru
tura de R se �
onstruye� una estru
tura algebrai
a

en R
ω. En la 
uarta se

ión se mostrará la existen
ia y uni
idad de la solu
ión de algunas

e
ua
iones diferen
iales en 
adenas empleando la 
oindu

ión y la �nalidad de R
ω
en la


ategoría de los autómatas, ilustrando 
on ejemplos parti
ulares la solu
ión de e
ua
iones

diferen
iales y sistemas de e
ua
iones diferen
iales 2× 2.

2. Álgebras e Indu

ión

A pesar de la extensa historia del desarrollo del álgebra abstra
ta podemos ubi
ar mo-

mentos muy importantes. El primero; el desarrollo del álgebra simbóli
a durante el siglo

XIX en Gran Bretaña que trata el álgebra 
omo 
ombina
iones de signos y símbolos por

medio de leyes arbitrarias 
onvirtiéndose la aritméti
a en una 
ien
ia más general; estos

desarrollos fueron liderados por Pea
o
k, de Morgan y Boole. El segundo, a ini
ios del

siglo XX, los trabajos de Emmy Noether y Emil Artin, 
uyas ideas se 
on
retan en el

texto de Álgebra de van der Waerden de 1930, que determina un 
ambio en la imagen

de los 
on
eptos algebrai
os. En este texto se estudian grupos, anillos y 
uerpos 
omo

apare
en en la mayor parte de los textos de álgebra abstra
ta ó moderna del siglo XX.

El ter
ero; en las 
er
anías de 1950: antes de esta fe
ha las 
onexiones entre el álgebra

universal y la teoría de retí
ulos por Birkho� y Ore; y después de la misma fe
ha, las del

álgebra universal y la teoría de modelos por Tarski y Mal
ev. El 
uarto; en las 
er
anías

de 1970: las 
onexiones entre el álgebra universal y la teoría de 
ategorías por Lawvere y

Benabou, entre otros. Presentamos algunos elementos bási
os del álgebra universal, que

1

Agrade
emos a los jurados anónimos por sus valiosas observa
iones, que nos han permitido la 
on-

solida
ión de este panorama introdu
torio en 
oálgebras y 
oindu

ión.
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se pueden ampliar en [2℄, que junto a algunos ejemplos simples ilustran un a
er
amiento

a los primeros tres momentos antes 
omentados.

Para A un 
onjunto no va
ío A0 = {∅}, y An = {(a1, ..., an) : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n} para n

número natural positivo, una opera
ión n-aria en A es una fun
ión f : An → A. De
imos

que n es la aridad de f y es
ribimos a(f) = n. Para el 
aso n = 0 la opera
ión f se di
e

nularia y está 
ompletamente determinada por la imagen f(∅) en A, es de
ir, se trata de

la sele

ión de un elemento de A. Además es usual de
ir que una opera
ión f en A es

unaria, binaria o ternaria si su aridad es uno, dos o tres, respe
tivamente.

Para estable
er las álgebras del mismo tipo, �jamos un lenguaje de álgebras 
omo un


onjunto Σ de símbolos de fun
ión, tal que 
ada f ∈ Σ tiene aso
iado un número natural

a(f), la aridad de f. Enton
es A es una Σ-álgebra o un álgebra tipo Σ siempre que

A = 〈A,ΣA〉 donde A es un 
onjunto no va
ío y ΣA
es una familia de opera
iones

�nitarias en A indexadas por el lenguaje Σ, es de
ir, hay una 
orresponden
ia de 
ada

símbolo de fun
ión n−ario f ∈ Σ 
on una opera
ión n−aria fA ∈ ΣA. El 
onjunto A es

llamado el universo de A = 〈A,ΣA〉 y las fA
son llamadas las opera
iones fundamentales

de A. Si Σ es �nito, Σ = {f1, ..., fk}, es
ribimos A = 〈A, fA
1 , ..., fA

k 〉 para 〈A,ΣA〉, y es

usual adoptar la siguiente 
onven
ión: a(f1) ≥ ... ≥ a(fk).

Ejemplo 2.1. Ejemplos de álgebras:

Un grupo es un álgebra G = 〈G, ·,−1 , e〉 
on a(·) = 2, a(−1)= 1 y a(e) = 0, en el


ual se satisfa
en las siguientes identidades:

G1: x · (y · z) = (x · y) · z,

G2: x · e = e · x,

G3: x · x−1 = x−1 · x = e;

G es abeliano si satisfa
e la 
ondi
ión adi
ional

G4: x · y = y · x.

Un anillo es un algebra R = 〈R,+, ·,−, 0〉, un lenguaje de algebras 
on a(+) = 2,
a(·) = 2, a(−) = 1 y a(0) = 0, en el 
ual tenemos:

R1: 〈R,+,−, 0〉 es un grupo abeliano,

R2: x · (y · z) = (x · y) · z,

R3: x · (y + z) = x · y + x · z y (x + y) · z = x · z + y · z.

Un retí
ulo es un álgebra L = 〈L,∨,∧〉 
on a(∨) = a(∧) = 2, las 
uales satisfa
en:

L1: a) x ∨ y = y ∨ x,

b) x ∧ y = y ∧ x; (Ley 
onmutativa)

L2: a) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z),

b) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z); (Ley Aso
iativa)

L3: a) x ∨ x = x,

b) x ∧ x = x; (Ley de Idempoten
ia)

Vol. 35, No. 1, 2017℄
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L4: a) x = x ∨ (x ∧ y),

b) x = x ∧ (x ∨ y). (Ley de Absor
ión)

De
imos que los grupos son álgebras tipo 2, 1, 0; los anillos (unitarios) 2, 2, 1, 0, 0 y los

retí
ulos son 2, 2. En el 
ontexto del álgebra universal se presentan los desarrollos propios


omo subálgebras y homomor�smo. Por ahora, sólo para ilustrar la elegan
ia de esta

presenta
ión, introdu
imos estos últimos. Si A y B son dos Σ-álgebras, una fun
ión

α : A → B es un homomorfismo si, para toda opera
ión n− aria f ∈ Σ y para todos

a1, ..., an ∈ A, tenemos αfA(a1, ..., an) = fB(αa1, ..., αan).

Ahora suponemos en nuestro le
tor los 
ono
imientos bási
os de la Teoría de Categorías,

para así dar un a
er
amiento al 
uarto momento de la introdu

ión. Supongamos que

estamos en la 
ategoría de los 
onjuntos Set y tenemos un tipo de lenguaje �jo Σ =
{f (2), g(2), h(1), k(0)}; enton
es una Σ-álgebra está dada por A = 〈A,ΣA〉, donde ΣA =
{fA, gA, hA, kA} y fA : A × A → A, gA : A × A → A, hA : A → A y kA : 1 → A

(donde 1 = {∅}).

Consideremos el mor�smo

2 α = fA + gA + hA + kA : (A×A) + (A×A) +A+ 1 → A,

y veamos que este mor�smo representa los mor�smos fA, gA, hA
y kA :

El mor�smo fA = A× A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A + 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la in
lusión de A× A en la primera apari
ión del produ
to A × A en

(A×A) + (A×A) +A+ 1.

El mor�smo gA = A × A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A+ 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la in
lusión de A×A en la segunda apari
ión de A×A en (A×A) +
(A×A) +A+ 1.

El mor�smo hA = A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A + 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la in
lusión de A en (A×A) + (A×A) +A+ 1.

El mor�smo kA = 1
i

−→ (A×A)+(A×A)+A+1
α

−→ A, donde el primer mor�smo

es la in
lusión de 1 en (A×A) + (A×A) +A+ 1.

Enton
es podemos pensar un álgebra tipo 2, 2, 1, 0 por A = 〈A,α〉. Si además 
onsidera-

mos el funtor F : Set → Set de�nido para los objetos por F (A) = (A×A)+(A×A)+A+1,
tenemos que α : F (A) → A. En un sentido bastante pre
iso observamos que el tipo de

álgebra 2, 2, 1, 0 es justamente guardado por la de�ni
ión del funtor F en los objetos.

De otro lado, si φ : A → B y tenemos dos álgebras de este mismo tipo (2, 2, 1, 0), 〈A,α〉
y 〈B, β〉 donde α = fA + gA + hA + kA y β = fB + gB + hB + kB, de�nimos F

sobre los mor�smos por F (φ) = (φ× φ) + (φ× φ) + (φ) + 1. La 
ondi
ión de que φ es un

homomor�smo se redu
e a que el siguiente diagrama 
onmuta:

2

En la literatura es usual en
ontrar la nota
ión de [ , ] para denotar la suma de mor�smos y 〈 , 〉
para el produ
to. En este do
umento se emplearán los símbolos de suma 
ategóri
a en 
onjuntos (+) y

produ
to 
artesiano usual (×) para denotar estas opera
iones.

[Revista Integración
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F (A)
F (φ)

//

α

��

F (B)

β

��

A
φ

// B

Más aún, no habrá lugar a 
onfusión si nos referimos a φ 
omo F -homomor�smo. Luego


ada álgebra tipo 2, 2, 1, 0 se puede pensar 
omo un α : F (A) → A.

Este ejemplo es fá
il de generalizar. Dada una signatura Σ de símbolos de fun
ión 
on

sus aridades �nitas, 
onsiderando el funtor F : Set → Set dado por F (A) =
∐

f(n)∈ΣAn

observamos que guarda el tipo de Σ-álgebra; y 
ada Σ-álgebra A = 〈A,ΣA〉 queda

representada por α =
∐

f∈Σ fA :
∐

f(n)∈ΣAn → A. Para 
ada f (n) ∈ Σ tenemos que

fA = An i
−→

∐

f(n)∈ΣAn α
−→ A, donde el primer mor�smo es la in
lusión apropiada de

An
en

∐

f(n)∈ΣAn. Así, 
ada Σ-álgebra A = 〈A,ΣA〉 se representa por α : F (A) → A.

De otro lado, dadas dos Σ-álgebras A y B, tenemos que una fun
ión φ : A → B es un

Σ − homomorfismo si para toda f (n) ∈ Σ y para todos a1, ..., an ∈ A se 
umple que

φ(fA(a1, ..., an)) = fB(φ(a1), ..., φ(an)). Se de�ne F (φ) =
∐

f(n)∈Σ

∏n
φ. Así, tomando

α =
∐

f∈Σ fA
y β =

∐

f∈Σ fB
, el he
ho de que φ sea un homomor�smo se redu
e a

que el siguiente diagrama 
onmuta:

F (A)
F (φ)

//

α

��

F (B)

β

��

A
φ

// B

Por tanto tiene todo el sentido referirse a φ 
omo un F -homomor�smo. Luego 
ada

Σ-álgebra se puede pensar 
omo un α : F (A) → A.

A partir de esta ilustra
ión de las estru
turas algebrai
as del álgebra universal, vistas


omo álgebras aso
iadas a un funtor, esperamos 
ierta naturalidad en la siguiente gene-

raliza
ión en la de�ni
ión de álgebra.

De�ni
ión 2.2. Dado un funtor F : C → C , una F -álgebra es un par 〈A,α〉, donde
A es un objeto en C y α : F (A) −→ A. Un homomor�smo entre las álgebras 〈A,α〉 y

Vol. 35, No. 1, 2017℄
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〈B, β〉 es un mor�smo h : A → B para el 
ual el siguiente diagrama 
onmuta:

F (A)
α //

F (h)

��

A

h

��

F (B)
β

// B

Las F -álgebras forman una 
ategoría: AlgF para F : C → C �jo.

Tomemos 
omo ejemplo el funtor F : Set −→ Set de�nido por F (X) = X + 1. Si

onsideramos las fun
iones s : N → N y o : 1 → N, donde 1 = {∅}, de�nidas por

s(n) = n + 1 y o(∅) = 0, es 
laro que 〈N, s + o : N + 1 → N〉 es un elemento en

AlgF. Veamos que 〈N, (s, o)〉 es ini
ial en AlgF. En efe
to, para 
ualquier apli
a
ión

f + x : X + 1 → X, donde x(∅) = x0 
on x0 ∈ X, 
onsiderando la apli
a
ión h : N → X

de�nida por h(0) = x0 y h(s(n)) = f(h(n)) para todo n ∈ N, tendremos que el siguiente

diagrama 
onmuta:

N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

X + 1
f+x

// X ,

siendo h un mor�smo de AlgF. La de�ni
ión de h garantiza su uni
idad para 
ada f.

El he
ho de ser N ini
ial en AlgF nos brinda el Prin
ipio de Indu

ión [7℄; veamos: si

tenemos A ⊆ N tal que 0 ∈ A, y para todo n ∈ A impli
a que n + 1 ∈ A, mostremos

que A = N. Considerando f + a : A + 1 → A, donde a(∅) = 0 y f(n) = n + 1, se
tiene que 〈A, f + a〉 es un objeto de AlgF; y 
omo N es ini
ial en AlgF, existe un úni
o

homomor�smo h para el que el siguiente diagrama 
onmuta:

N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

A+ 1
f+a

// A ;

usando la in
lusión i : A → N, tenemos el siguiente diagrama 
onmutativo:

[Revista Integración
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N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

A+ 1
f+a

//

i+I1

��

A

i

��

N+ 1
s+o

// N

De donde, por ser N ini
ial, se obtiene que i ◦ h = IN, y por lo tanto A = N.

3. Coálgebras y 
oindu

ión

Se presenta una introdu

ión a las 
oálgebras, 
on
epto de singular importan
ia en 
ien-


ias de 
omputa
ión, pues 
omo veremos 
aptura en forma abstra
ta el 
on
epto de

autómata. El desarrollo de las 
oálgebras (
ono
imiento 
oindu
tivo) obede
e a aportes

de diversas áreas del 
ono
imiento, entre otras los 
onjuntos no bien fundados, la teoría

de sistemas y la lógi
a modal. Como ya lo habíamos anun
iado, nuestra presenta
ión

está dentro del 
ontexto de la teoría de 
ategorías, y así formalizamos el 
on
epto dual a

F -álgebras. La relevan
ia se justi�
a en el desarrollo del presente trabajo, así 
omo 
on

nuestros 
omentarios �nales en el mismo.

Re
omendamos dos ex
elentes manuales para la aprehensión de 
oálgebra y 
oindu

ión;

el primero de Pattinson [8℄, del que tomamos los ejemplos de Máquinas de Mealy y

Modelos de Kripke, y el segundo de Ja
obs-Rutten [6℄, del que hemos tomado el ejemplo

de 
oálgebra �nal.

De�ni
ión 3.1. Para un funtor F : C → C una F -
oálgebra es un par 〈A,α〉, donde
A ∈ C y α : A → F (A). Un homomor�smo entre las F -
oálgebras 〈A,α〉 y 〈B, β〉 es un
mor�smo h : A → B para el 
ual el siguiente diagrama 
onmuta:

A
α //

h

��

F (A)

F (h)

��

B
β

// F (B)

Las F -
oálgebras forman una 
ategoría: CoalgF. El objeto �nal de CoalgF, siempre que

exista, se denomina 
oálgebra �nal para F .

Vol. 35, No. 1, 2017℄
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El estudio de estos objetos �nales es de gran relevan
ia. La existen
ia de la 
oálgebra

�nal para F guarda el 
omportamiento de 
ualquier F -
oálgebra. Luego los funtores que

admiten 
oálgebra �nal son de espe
ial interés. En 1989 A
zel y Mendler mostraron que

los funtores llamados ω−accesibles o ω−pequeños tienen 
oálgebra �nal. Dentro de estos

están los denominados polinomiales obtenidos de la identidad, 
onstantes, produ
tos y

poten
ias 
onstantes. Una de�ni
ión pre
isa de funtores polinomiales, junto al resultado

antes men
ionado y otros 
er
anos, se pueden ver en [8℄. Los ejemplos que se 
onsideran

en el presente trabajo 
aen en su mayoría sobre esta última distin
ión. Además, si la 
ate-

goría sobre la 
ual está de�nido el endofuntor F tiene sumas amalgamadas, enton
es por

el paso a través del funtor F se obtiene que CoalgF tiene sumas amalgamadas. De he
ho,

los endofuntores que 
onsideraremos en el presente do
umento están de�nidos sobre la


ategoría Set, que tiene sumas amalgamadas, y por tanto nuestras 
ategoríasCoalgF tie-

nen sumas amalgamadas. La es
ogen
ia apropiada de los endofuntores garantiza mu
ha

más estru
tura para las 
ategorías de 
oálgebras.

Ejemplo 3.2.

1. Máquinas de Mealy

Una máquina de Mealy se puede 
onsiderar 
omo una máquina que tiene un alfabeto

de entrada I y un alfabeto de salida O, en la que al ingresar un elemento del

alfabeto de entrada, 
ambiará de estado y produ
irá un elemento del alfabeto de

salida; formalmente, es una tripla (S, out, next) donde S es el espa
io de estados,

next : S × I → S y out : S × I → O.

Para ver a una máquina de Mealy 
omo una 
oálgebra, es ne
esario que las fun
iones

next y out tengan 
omo dominio el espa
io de estados S. Este 
ambio se puede ha
er

mediante la siguiente té
ni
a, denominada 
urrying :

Sea f : A× B → C y a ∈ A �jo. Obsérvese que la asigna
ión f(a,−) : b 7→ f(a, b)
de�ne una fun
ión de B en C; 
on esto en mente, se puede de�nir una nueva fun
ión

a partir de f denominada 
urry, así: curry(f) : A → CB
tal que a 7→ fa, donde

fa : B → C es la asigna
ión men
ionada arriba, es de
ir, la fun
ión que a 
ada b le

asigna el elemento f(a, b).

Con lo anterior, tomando el produ
to 
artesiano de las fun
iones out y next obte-

nemos

out× next : S × I → O × S,


on lo que

curry(out× next) : S → (O × S)I ,

lo 
ual nos permite ver a las máquinas de Mealy 
omo el par: 〈S, curry(out×next)〉,
es de
ir, 
omo una 
oálgebra sobre el funtor FX = (O ×X)I .

2. Modelos de Kripke

Como en el 
aso anterior, un modelo de Kripke sobre un 
onjunto de proposi
iones

A es una tripla (S,R, V ), donde S es un espa
io de estados o universos, R ⊆ S×S

es una rela
ión y V : A → P(S) es una fun
ión denominada valua
ión. Dada a ∈ A,

el modelo de Kripke fun
iona de la siguiente manera: la rela
ión R determina la

evolu
ión entre los universos, y la fun
ión valua
ión determina el 
onjunto de todos
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los universos en el que la proposi
ión a se satisfa
e. Para que un modelo de Kripke

sea una 
oálgebra, el objetivo es aso
iar a S una fun
ión que tenga 
omo dominio

di
ho 
onjunto; se puede ver la estru
tura de transi
ión de un modelo de Kripke


omo una fun
ión next : S → P(S). De la misma manera, a la fun
ión valua
ión

se le puede aso
iar una fun
ión prop : S → P(A) que a 
ada universo lo mapee en

el 
onjunto de proposi
iones que este satisfa
e. Tomando el produ
to 
artesiano de

di
has fun
iones se obtendrá

next× prop : S −→ P(S)× P(A).

Así, 〈S, next× prop〉 es una 
oálgebra sobre el funtor FX = P(X)× P(A).

3. Un ejemplo de 
oálgebra �nal

Dado un 
onjunto A, 
onsideremos el endofuntor sobre la 
ategoría de los 
onjuntos

F : Set −→ Set de�nido por F (X) = A × X. Tomando Aω

omo el 
onjunto de

todas las su
esiones in�nitas de elementos de A, junto al mor�smo head × tail :
Aω → A × Aω

de�nido por head(x) = x0 y tail(x) = (x1, x2, . . . ) tenemos que

〈Aω, head×tail〉 es una F -
oálgebra; más aún, es la 
oálgebra �nal para F . Veamos

esta última a�rma
ión: para 
ada F -
oálgebra 〈S, o× t〉, es de
ir, para 
ada o× t :
S → A× S, de�niendo h por

h(x) = (x0, x1, x2, . . . ),

donde xi = o ◦ ti(x) = o ◦ t ◦ t ◦ t ◦ · · · ◦ t
︸ ︷︷ ︸

i−veces

, se tiene que

head(h(x)) = x0 = o(x) = 1A(o(x))

y que

tail(h(x)) = (x1, x2, . . . ) = (o ◦ t(x), o ◦ t2(x), . . . ) = h(t(x)).

Es de
ir, el siguiente diagrama 
onmuta:

S
o×t

//

h

��

A× S

1A×h

��

Aω

head×tail
// A×Aω

Además, para 
ada F -
oálgebra 〈S, o×t〉, de la misma de�ni
ión h resulta ser úni
a.

Este ejemplo nos permite visualizar a [0, 1) 
omo una 
oálgebra �nal. Basta 
onsi-

derar el 
onjunto A = {0, 1, 2, · · · , 9} y el intervalo [0, 1); todo r ∈ [0, 1) se puede
es
ribir de la forma r = 0.a1a2a3... 
on ai ∈ A; así, aquí se en
uentran todas las

su
esiones in�nitas de elementos de A, lo que permite 
on
luir que Aω
se puede

tomar 
omo [0, 1) sin estru
tura.
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4. Cál
ulo 
oindu
tivo

Las 
adenas o su
esiones in�nitas son objetos relativamente simples que propor
ionan

teorías muy valiosas, tanto en matemáti
as 
omo en 
ien
ias de la 
omputa
ión. Las

e
ua
iones diferen
iales en 
adena SDE

3


onstituyen un método 
oindu
tivo para espe-


i�
ar 
adenas y opera
iones entre 
adenas que se ha desarrollado en las últimas dos

dé
adas en un sinnúmero de publi
a
iones. Este método permite desarrollar un 
ál
ulo

en 
adenas bastante similar al 
ál
ulo 
lási
o del análisis matemáti
o. Desarrollaremos

aspe
tos bási
os de este 
ál
ulo en la se

ión 3.4. Empezaremos en 3.1 
on los autómatas

de 
adena; en 3.2 se estudia el 
omportamiento equivalente 
omo bisimula
ión, una re-

la
ión dual a las 
ongruen
ias en álgebra universal; y en 3.3 veremos el 
omportamiento

equivalente 
omo una bisimula
ión, lo que nos permitirá dar el prin
ipio demostrativo de


oindu

ión.

4.1. Autómatas de 
adena

Un autómata de 
adena se puede 
onsiderar 
omo una máquina 
on una pantalla (que

muestra un elemento d de un 
onjunto de datos A) y un botón, en la que 
ada vez

que se presione el botón, la pantalla se a
tualizará 
on un nuevo elemento d′ ∈ A no

ne
esariamente diferente al anterior. Un ejemplo bastante ilustrativo de estas son las


lási
as máquinas tragamonedas en los 
asinos, que 
onstan de una pantalla y un solo

botón; sabemos que, al presionar el botón, la pantalla mostrará una 
ombina
ión (no

ne
esariamente diferente) de elementos. De esta manera, un autómata 
on un 
onjunto

de estados internos S (los datos) puede ser des
rito mediante un par de fun
iones que

determinan los elementos que pueden ser identi�
ados y observados. Formalmente:

De�ni
ión 4.1. Sea A un 
onjunto. Un autómata de 
adena (o algunas ve
es simplemete

autómata) sobre A es una F -
oálgebra S = 〈S, o × t〉 
onsistente de un 
onjunto S

denominado espa
io de estados y una fun
ión o × t : S → A × S, donde o : S → A y

t : S → S se denominan fun
ión de salida y transi
ión, respe
tivamente.

Como vimos en la se

ión 2, las fun
iones head y tail juegan un papel importante en el


ál
ulo de 
adenas; re
ordemos la de�ni
ión de estas fun
iones en términos que se ade
úen

al lenguaje que emplearemos. Re
ordemos que una 
adena es una su
esión in�nita de

términos ordenados; formalmente, una 
adena es una fun
ión σ que a 
ada elemento del


onjunto {0, 1, 2, . . .} le asigna un elemento de un 
onjunto A y a 
ada una de estas

asigna
iones las ordena en una lista de la forma (σ(0), σ(1), σ(2), . . . ). El 
onjunto de

todas las 
adenas 
on entradas en A se denota por Aω
y se de�ne de manera formal así:

Aω = {σ|σ : {0, 1, 2, . . .} −→ A}.

Se de�ne la fun
ión O : Aω → A mediante O(σ) = σ(0). Al elemento σ(0) se lo denomina

el valor ini
ial de la 
adena σ. También se de�ne la derivada de la 
adena σ 
omo la fun-


ión T : Aω → Aω
que a 
ada 
adena σ le asigna la 
adena T (σ) = σ′ = (σ(1), σ(2), ...).

Observa
ión 4.2. Las fun
iones O y T 
orresponden a las fun
iones de salida y de

transi
ión (respe
tivamente) para el autómata 
uyo espa
io de estados es Aω.

3

Abrevia
ión de sus siglas en inglés: Stream Di�erential Equations.
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En la siguiente se

ión se dará un sentido pre
iso a la siguiente de�ni
ión.

De�ni
ión 4.3. Sea 〈S, o × t〉 un autómata sobre A. La fun
ión [[−]] : S → Aω
de�nida

por [[s]] = (o(s), o(t(s)), o(t(t(s))), ...) se denomina fun
ión de 
omportamiento.

Es muy pertinente tener en 
uenta que la fun
ión [[−]] está dada 
omo el úni
o homo-

mor�smo sobre la 
oálgebra �nal, 
on lo 
ual obtiene la siguiente proposi
ión.

Proposi
ión 4.4. La fun
ión de 
omportamiento es un homomor�smo.

4.2. Comportamiento equivalente

Para tener una idea intuitiva de lo que signi�
a 
omportamiento equivalente 
onsidérese

de nuevo que los autómatas son máquinas, y que ellas produ
en lo mismo mediante pro-


esos que usted des
ono
e; sabiendo que los estados internos del sistema (en la máquina)

son invisibles para el usuario, ¾
ómo determinaría si los pro
esos son iguales? La respues-

ta a esta pregunta da lugar al 
on
epto de 
omportamiento equivalente. El mar
o teóri
o

presentado a 
ontinua
ión (hasta el �nal de la se

ión) será tomado de [8℄. Para informa-


ión detallada 
onsultar esta referen
ia. Daremos las de�ni
iones en forma general para


oálgebras, pero 
ada vez estaremos volviendo sobre los autómatas de 
adena.

De�ni
ión 4.5. Supóngase que 〈C, γ〉, 〈D, δ〉 ∈ CoalgF . Si c ∈ C, d ∈ D, se di
e que

son equivalentes en 
omportamiento (c ≈ d), si existen 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y un par de

homomor�smos f : C → E y g : D → E tales que f(c) = g(d).

La prueba del ítem (iii) en la siguiente proposi
ión requiere una 
onstru

ión 
on sumas

amalgamadas en la 
ategoríaCoalgF , la 
ual está garantizada, pues nuestros endofuntores

F están de�nidos sobre la 
ategoría Set, y por tanto CoalgF goza de esta 
erradura.

Proposi
ión 4.6. Sean 〈C, γ〉, 〈D, δ〉, 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y (c, d, e) ∈ C ×D×E. Enton
es:

(i) c ≈ c;

(ii) c ≈ d impli
a que d ≈ c;

(iii) c ≈ d y d ≈ e impli
a que c ≈ e.

La restri

ión de la rela
ión de 
omportamiento equivalente a una 
oálgebra 〈C, γ〉 se

denota por ≈C . Con lo 
ual tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.7. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . Enton
es ≈C es una rela
ión de equivalen
ia.

Para una 
oálgebra �ja, otra forma de estable
er 
uándo dos estados tienen 
ompor-

tamiento equivalente se ilustra mediante la siguiente proposi
ión, que 
omo té
ni
a o

prin
ipio demostrativo será mu
ho más e�
iente que la de�ni
ión.

Proposi
ión 4.8. Sean 〈C, γ〉 ∈ CoalgF y c, c′ ∈ C. Las siguientes proposi
iones son

equivalentes:

(i) c ≈ c′;
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(ii) Existen 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y un mor�smo e : 〈C, γ〉 → 〈E, ǫ〉 que e(c) = e(c′).

El siguiente teorema permite estable
er 
uándo dos estados aso
iados a dos autómatas de


adena tienen un 
omportamiento equivalente. Para probarlo, es ne
esario tener primero

el siguiente resultado.

Proposi
ión 4.9. Si 〈A1, o1 × t1〉, 〈A2, o2 × t2〉 son autómatas y f : A1 → A2 es un

homomor�smo entre ellos, enton
es, para todo a ∈ A1

o1(t
n
1 (a)) = o2(t

n
2 (f(a))).

Demostra
ión. Por ser f un homomor�smo se 
umple que

o1(a) = o2(f(a)) y f(t1(a)) = t2(f(a)).

Sea n > 0; veamos que f(tn1 (a)) = tn2 (f(a)):

f(tn1 (a)) = f(t1(t
n−1
1 (a)))

= t2(f(t
n−1
1 (a)))

= t2(f(t1(t
n−2
1 (a))))

= t22(f(t
n−2
1 (a)))

.

.

.

= tn2 (f(a)).

Así, tenemos que o2(t
n
2 (f(a))) = o2(f(t

n
1 (a))) = o1(t

n
1 (a)). �XXX

Teorema 4.10. Sean 〈A1, o1 × t1〉, 〈A2, o2 × t2〉 autómatas y (a, a′) ∈ A1 ×A2; enton
es

a ≈ a′ si y solo si [[a]] = [[a′]].

Demostra
ión. Supongamos que a ≈ a′; enton
es existen un autómata (A3, 〈o3, t3〉) y

homomor�smos f : A1 → A3 y g : A2 → A3 tales que f(a) = g(a′). Como f y g son

homomor�smos, de la proposi
ión anterior tenemos que para todo n,

o1(t
n
1 (a)) = o2(t

n
2 (f(a))) = o2(t

n
2 (g(a

′))) = o1(t
n
1 (a

′)).

Así,

(o1(a), o1(t1(a)), o1(t
2
1(a)), ..., o1(t

n
1 (a)), ...) = (o1(a

′), o1(t1(a
′)), o1(t

2
1(a

′)), ..., o1(t
n
1 (a

′)), ...),

es de
ir, [[a]] = [[a′]]. Re
ípro
amente, supongamos que [[a]] = [[a′]]; 
omo 
onse
uen
ia de

la proposi
ión 4.4 se tiene que a ≈ a′. �XXX

4.3. Comportamiento equivalente 
omo bisimula
ión

En esta parte es ne
esario detenernos brevemente en dos 
lases de 
oálgrebras: simples

y extensivas. La importan
ia de los sistemas simples radi
a en que estos permiten ha-


er demostra
iones empleando 
oindu

ión; di
ho de una mejor manera, satisfa
en el

siguiente prin
ipio de demostra
ión, que va a representar un papel indispensable en la

demostra
ión de algunos de los resultados prin
ipales, 
omo el teorema fundamental del


ál
ulo y la uni
idad de la solu
ión de e
ua
iones diferen
iales. Mientras que las extensivas

in
orporan todos los 
omportamientos observables.
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De�ni
ión 4.11. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . De
imos que 〈C, γ〉 es:

Simple, si c = c′ siempre que c ≈ c′.

Extensiva, si para todas 〈D, δ〉 y d ∈ D existe c ∈ C tal que c ≈ d.

Es de
ir, en una 
oálgebra simple tener dos estados 
on 
omportamiento equivalente

impli
a que son iguales, y que las 
oálgebras extensivas realizan todos los 
omporta-

mientos observables. El teorema 2.7.2 de [8℄, que enun
iamos a 
ontinua
ión, estable
e

la equivalen
ia entre las 
oálgebras �nales, y las simples y extensivas.

Teorema 4.12. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . Las siguientes proposi
iones son equivalentes:

(i) 〈C, γ〉 es una 
oálgebra �nal;

(ii) 〈C, γ〉 es simple y extensiva.

Para �nalizar esta se

ión introdu
iremos de manera general el 
on
epto de bisimula
ión

y su rela
ión 
on la equivalen
ia de 
omportamiento; parti
ularmente, ilustraremos 
ómo

se eviden
ia esta en los autómatas de 
adena.

De�ni
ión 4.13. Sean 〈C, γ〉 y 〈D, δ〉 F -
oálgebras. Una rela
ión B ⊆ C × D es una

bisimula
ión si existe β : B → FB tal que las proye

iones π1 : B → C y π2 : B → D

sean homomor�smos de 
oálgebras, es de
ir, si el siguiente diagrama 
onmuta:

C

γ

��

B
π2 //

β

��

π1oo D

δ

��

FC FB
Fπ1

oo
Fπ2

// FD

Diremos que c ∈ C y d ∈ D son bisimilares, y lo denotaremos por c ∼ d, si existe una

bisimula
ión B para la 
ual (c, d) ∈ B.

El autor en [8℄ logra ha
er una 
onexión entre los 
on
eptos de bisimula
ión y 
ompor-

tamiento equivalente mediante la siguiente proposi
ión:

Proposi
ión 4.14. Sean 〈C, γ〉, 〈D, δ〉 ∈ CoalgF y c ∈ C, d ∈ D. Si c ∼ d, enton
es

c ≈ d.

Y 
omo 
onse
uen
ia inmediata de esta y el Teorema 4.12, tenemos el siguiente 
orolario:

Corolario 4.15. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF simple y extensiva. Si c, c′ ∈ C y c ∼ c′, enton
es

c = c′.

Como hemos insistido re
urrentemente, nos interesan los autómatas de 
adena. Es muy

importante 
ono
er explí
itamente su 
oálgebra �nal (si la tiene), así que en lo que queda

de esta se

ión ilustraremos brevemente los resultados obtenidos arriba para autómatas

de 
adena en pro de ello.
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Sabemos que el endofuntor en la 
ategoría Set aso
iado a los autómatas de 
adena está

dado por F (X) = A×X, siendo A el 
onjunto de salida (o de etiquetas). Consideremos

los autómatas de 
adena 〈C, o1 × t1〉 y 〈D, o2 × t2〉. Si R ⊆ C ×D es una bisimula
ión,

se tiene enton
es que el siguiente diagrama 
onmuta:

C

o1×t1

��

R
π2 //

β1×β2

��

π1oo D

o2×t2

��

A× C A×R
1A×π1

oo
1A×π2

// A×D

Así, o1(π1(c, d)) = β1(c, d) = o2(π2(c, d)), lo que impli
a que o1(c) = o2(d), ∀(c, d) ∈ R.

Por otro lado, 
omo el dominio y el 
odominio de β2 es R, y R ⊆ C × D, enton
es,

tomando β2((c, d)) = (a, e), tenemos que

t1(c) = π1((a, e)) = a y t2(d) = π2((a, e)) = e.

De donde (t1(c), t2(d)) ∈ R para todo (c, d) ∈ R.

Si reemplazamos los espa
ios de estados C y D por Aω
, lo anterior lo podemos resumir

en la siguiente de�ni
ión:

De�ni
ión 4.16. Una bisimula
ión en Aω
es una rela
ión R ⊆ Aω × Aω

tal que para


ualesquiera σ y τ en Aω
, se tiene

σRτ ⇒

{
σ(0) = τ(0)
σ′ R τ ′.

Es fá
il probar que la unión de todas las bisimula
iones es una bisimula
ión (de he
ho,

la más grande); a esta se la denomina rela
ión de bisimilaridad (que 
orresponde a la

de�ni
ión de atrás).

La importan
ia del siguiente teorema radi
a en que de él se derivan los resultados prin
i-

pales de esta se

ión: la �nalidad de 〈Aω, O×T 〉 en CoalgF y el teorema de 
oindu

ión.

Teorema 4.17. 〈Aω , O × T 〉 es simple.

Demostra
ión. Sean σ, σ′ ∈ Aω
. Si σ ≈ σ′

, enton
es por el Teorema 4.10 tenemos que

[[σ]] = [[σ′]]; esto quiere de
ir que

(O(σ), O(T (σ)), . . . , O(T n(σ)), . . . ) = (O(σ′), O(T (σ′)), . . . , O(T n(σ′)), . . . ),

de donde

O(T n(σ)) = O(T n(σ′)) ∀n ≥ 0,

lo que impli
a que

σ(n) = σ′(n) ∀n ≥ 0,

pues el valor ini
ial de 
ada derivada 
orresponde a la primera 
omponente de esta, 
on

lo que la 
adena formada por todos estos valores ini
iales 
orresponde a la 
adena en sí.

Por lo tanto, σ = σ′. �XXX
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Como los homomor�smos entre 
oálgebras preservan los 
omportamientos observables,

tenemos que si para toda 〈D, δ〉 en CoalgF existe un homomor�smo f : 〈D, δ〉 → 〈C, γ〉,
enton
es 〈C, γ〉 es extensiva. Este es el 
aso de 〈Aω , O × T 〉 por la Proposi
ión 3.1, y así

tenemos que 〈O×T 〉 es extensiva. Luego, 
omo una 
onse
uen
ia del teorema anterior y

del Teorema 4.12, tenemos el siguiente 
orolario:

Corolario 4.18. 〈Aω, O × T 〉 es una 
oálgebra �nal.

Como una 
onse
uen
ia del teorema anterior y el Corolario 4.15 tenemos el siguiente


orolario:

Corolario 4.19. (Coindu

ión) Para todo σ, τ ∈ Aω
, σ ∼ τ impli
a que σ = τ .

Serie de Taylor

Considere el 
onjunto

A = {f : R −→ R | f es analíti
a en 0}.

Sabemos que una fun
ión al ser analíti
a en un punto lo será en una ve
indad alrededor

de él, y por lo tanto será in�nitamente diferen
iable en di
ha ve
indad. Con esto presente,

podemos de�nir las siguientes fun
iones:

o : A → R t : A → A

o(f) = f(0), t(f) = f ′,

donde f ′

orresponde a la derivada de la fun
ión f . Esto quiere de
ir que A se puede

ver 
omo un autómata, siendo o y t las fun
iones de salida y transi
ión aso
iadas a A .

Así, la fun
ión de 
omportamiento tendrá la forma

[[f ]] = (f(0), f ′(0), f ′′(0), . . . ) ∀f ∈ A ,

es de
ir, el úni
o homomor�smo de A en R
ω
está de�nido mediante la expresión de

arriba, que es la serie de Taylor de f y se denota por:

T (f) = (f(0), f ′(0), f ′′(0), . . . ).

4.4. Cál
ulo bási
o de 
adenas

Ahora, 
omo habíamos anun
iado desde la introdu

ión de esta se

ión, presentaremos

aspe
tos bási
os del método 
oindu
tivo SDE para espe
i�
ar 
adenas y opera
iones entre


adenas. Con lo 
ual haremos un a
er
amiento al 
ál
ulo en 
adenas que nos permita

ilustrar el 
ará
ter 
oindu
tivo del 
ál
ulo 
lási
o del análisis matemáti
o real. A �n de

disponer de una buena estru
tura algebrai
a en las 
adenas, se parte de 
adenas sobre

un 
onjunto 
on una ade
uada estru
tura algebrai
a. En prin
ipio, si 
onsideramos las


adenas sobre 〈R,+, ·, 0, 1〉 un anillo, es bien 
ono
ido que estas 
adenas Rω
gozan de

una estru
tura de anillo 
on las opera
iones de�nidas para 
ualesquiera a, b ∈ Rω
por

(a+ b)(n) = a(n) + b(n) y (a× b)(n) = Σk+l=na(k)b(l), el módulo aditivo 0(n) = 0 para

todo n ∈ ω; y el modulo multipli
ativo 1(0) = 1 y 1(n) = 0 para todo n > 0. Constituyen
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las series de poten
ias formales sobre el anillo R, usualmente denotadas por R[[X ]], que
resulta ser 
onmutativo siempre que R lo sea. Además se tiene la inmersión del anillo R

en R[[X ]], identi�
ando 
ada r ∈ R por la 
adena [r] = (r, 0, 0, 0, 0, . . . ). Usando SDE [r]
es la úni
a 
adena que satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial [r]′ = [0] y [r](0) = r. Igualmente,

usando SDE, las opera
iones se pueden de�nir para σ y τ 
adenas por

La suma de σ y τ 
omo la úni
a 
adena que satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

(σ + τ)′ = σ′ + τ ′ y (σ + τ)(0) = σ(0) + τ(0).

El produ
to

4σ × τ 
omo la úni
a 
adena que satisfa
e e
ua
ión diferen
ial

(σ × τ)′ = (σ′ × τ) + ([σ(0)]× τ ′) y (σ × τ)(0) = σ(0)τ(0).

Es de
ir, tenemos que 〈Rω,+,×〉 es un anillo, el 
ual es 
onmutativo siempre que R lo

sea, 
on módulo aditivo [0] y unidad [1]. De otro lado, por la de�ni
ión del produ
to se

obtiene que una 
adena σ es invertible si y sólo si σ(0) es una unidad en el anillo R. En

parti
ular, 
uando R es un 
uerpo tenemos que σ es invertible si y sólo si σ(0) 6= 0.

Además en este 
ál
ulo se tiene la 
adena 
onstante X = (0, 1, 0, 0, 0, . . . ), que es la úni
a

adena que satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial X

′ = [1] y X(0) = 0. Esta 
adena tiene la

propiedad de que para 
ada 
adena σ, X × σ = σ × X = (0, σ(0), σ(1), σ(2), . . . ). Luego
la multipli
a
ión por X representa una suerte de �integra
ión de 
adena� vista 
omo el

inverso a la deriva
ión de 
adena. Lo que nos permite dar el teorema fundamental del


ál
ulo en 
adenas tomado de Rutten [10℄.

Teorema 4.20. Sea σ ∈ Rω
. Enton
es, σ = [σ(0)] + X× σ′

.

Demostra
ión. Sea B = {〈σ, σ〉 : σ ∈ Rω} ∪ {〈σ, [σ(0)] + X × σ′〉 : σ ∈ Rω}. Veamos

que B es una bisimula
ión:

([σ(0)] + X× σ′)(0) = [σ(0)](0) + (X× σ′)(0)
= σ(0) + X(0)σ′(0)
= σ(0) + 0σ′(0)
= σ(0) + 0 = σ(0).

Por otro lado,

([σ(0)] + X× σ′)′ = [σ(0)]′ + (X× σ′)′

= [0] + X
′ × σ′ + [X(0)]× σ′′

= [0] + ([1]× σ′) + ([0]× σ′′)
= σ′.

Así, tenemos de B que σ′B(σ′ = ([σ(0)] + X× σ′)′), de donde se 
on
luye que B es una

bisimula
ión y por lo tanto, por 
oindu

ión, se tiene la igualdad deseada. �XXX

4

Es usual en la literatura de 
ien
ias de la 
omputa
ión referirse a este produ
to 
omo produ
to


onvolu
ión.
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Ahora veamos una dedu

ión de lo estable
ido en el teorema anterior para un tipo espe
ial

de 
adenas: las series de Taylor.

Sea f ∈ A (ver ejemplo de la Serie de Taylor de la se

ión anterior). Para f , el teorema

fundamental del 
ál
ulo asegura que

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt.

Supóngase que σ = T (f). Veamos que para este tipo de 
adenas se puede dedu
ir lo

estable
ido en el teorema anterior a partir de su de�ni
ión:

σ = T (f(x))
= T (f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt).

Pero T (f(0)) = (f(0), 0, 0, . . . ) y T (
∫ x

0 f ′(t)dt) = (0, f ′(0), f ′′(0), . . . ). Así pues,

σ = T (f(0)) + T (
∫ x

0 f ′(t)dt).

Note además que T (f(0)) = [T (f)(0)], es de
ir,

σ = [T (f)(0)] + T (
∫ x

0 f ′(t)dt). (∗)

Ahora, veamos que la rela
ión

R = {〈σ, σ〉 | σ ∈ R
ω} ∪ {〈T

(∫ x

0

f(t)dt

)

,X× T (f(t))〉 | f ∈ A }

es una bisimula
ión:

Sean σ = T (
∫ x

0
f(t)dt) y τ = X × T (f(t)) para f ∈ A . Tenemos que σ(0) = 0 = τ(0).

Por otro lado, es fa
il probar que σ′ = τ ′, y de R se sabe que τ ′Rτ ′, lo que quiere de
ir

que σ′Rτ ′, lo que nos lleva a que R es una bisimula
ión, y por el 
orolario de 
oindu

ión

4.19, podemos 
on
luir que

T

(∫ x

0

f(t)dt

)

= X× T (f(t)).

Por lo tanto, 
ontinuando en (∗)

σ = [T (f)(0)] + X× T (f ′(t)dt)
= [σ(0)] + X× σ′.

5. Sistemas de e
ua
iones diferen
iales

A �n de ilustrar la fortaleza de SDE ne
esitamos formalizar los sistemas de e
ua
iones

en el mar
o 
oindu
tivo. Empezaremos a manera de introdu

ión 
on los sistemas de

e
ua
iones simples, para pasar a los lineales, que es nuestro propósito en este do
umento.

La existen
ia y uni
idad de las solu
iones de tales sistemas está determinada por la


oindu

ión. Logros y desarrollos más generales, así 
omo 
iertos detalles té
ni
os no

in
luidos en el presente, se puede 
onsultar en [5℄.
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5.1. Sistemas de e
ua
iones diferen
iales simples

Consideremos la e
ua
ión

σ′ = σ y σ(0) = r ∈ R. (1)

La solu
ión es una 
adena que tenga 
omo valor ini
ial el elemento r y que al derivarla ob-

tengamos la misma 
adena. A simple vista, se puede ver que la solu
ión es σ = (r, r, r, ...).
Daremos uso a las herramientas teóri
as para bus
ar di
ha solu
ión y mostrar su uni-


idad: Sea S = ({s}, o × t) un autómata 
on los operadores de�nidos así: o(s) = r y

t(s) = s. Sean σ ∈ Rω
y h : S −→ Rω

un mor�smo tal que h(s) = σ. Por la �nalidad

de Rω
tenemos que h es un homomor�smo, y por lo tanto que el siguiente diagrama


onmuta

S
h //

o×t

��

Rω

O×T

��

R × S
1R×h

// R ×Rω

Así, tenemos que

σ′ = T (σ)
= T (h(s)) por de�ni
ión de h

= h(t(s)) por 
onmutatividad del diagrama

= h(s) = σ.

De la misma manera, σ(0) = O(σ) = O(h(s)) = o(s) = r. Lo que nos lleva a 
on
luir

que σ es la 
adena que satisfa
e (1). Para garantizar la uni
idad de ella, supongamos

que existe ρ ∈ Rω
tal que ρ′ = ρ y ρ(0) = r. Veamos que {(ρ, σ)} es una bisimula
ión.

Tenemos que ρ(0) = r = σ(0); además, ρRσ y se tiene que ρ′ = ρ y σ′ = σ, de donde se


on
luye que ρ′Rσ′
; luego, ρ ∼ σ y por el 
orolario de 
oindu

ión ρ = σ.

Este ejemplo está dentro de las e
ua
iones más simples. Tomaremos ahora la formaliza-


ión de [10℄ para los sistemas de este estilo.

Fijemos R sólo 
omo un 
onjunto, llamaremos un sistema de e
ua
iones simple sobre las

variables X = {xi|i ∈ I} a un 
onjunto simultáneo de SDEs de la forma

x′ = yi y xi(0) = ri,

donde ri ∈ R y yi ∈ X para todo i ∈ I. Nuestro interés está sólo para 
uando X es �nito.

Un sistema simple está plenamente determinado por una fun
ión e : X → R×X, es de
ir,

por un autómata de 
adena 
on espa
ios de estado X. Una solu
ión de e : X → R ×X

es una apli
a
ión h : X → Rw
que preserve las e
ua
iones h(xi)(0) = ri y h(xi)

′ = h(yi)
para todo i ∈ I. Lo 
ual 
orresponde a que el siguiente diagrama 
onmuta:
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X
h //

e

��

Rω

O×T

��

R×X
1R×h

// R×Rω

La solu
ión del sistema es el úni
o homomor�smo de 
adena de 〈X, e〉 al autómata de


adena �nal. Usando el prin
ipio de 
oindu

ión, tenemos que todo sistema de e
ua
iones

simples siempre tiene solu
ión y es úni
a. Diremos que σ ∈ Rw
es una solu
ión de e si

existe x ∈ X tal que σ = h(x), y en tal 
aso también diremos que e es una espe
i�-


a
ión de σ. Las solu
iones de sistemas de e
ua
iones simples �nitos son exa
tamente

los 
omportamientos de autómatas de 
adena �nitos, los 
uales son pre
isamente los

eventualmente periódi
os.

5.2. Sistemas de e
ua
iones diferen
iales lineales

En lo que resta de este es
rito, 
entrado en [5℄, R se �ja 
omo un 
uerpo numéri
o, 
on

lo 
ual Rω
tiene estru
tura de espa
io ve
torial sobre R. Se de�ne la suma y el produ
to

es
alar puntualmente. Además dado un 
onjunto X denotaremos por V(X) al espa
io
libre generado por X. Es de
ir, el 
onjunto de todas las 
ombina
iones lineales formales

sobre X ;

V(X) = {r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn | ri ∈ R, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n}.

Un sistema de e
ua
iones lineales sobre las variables X = {xi|i ∈ I} es un 
onjunto

simultáneo de SDEs de la forma

x′ = yi y xi(0) = ri,

donde ri ∈ R y yi ∈ V(X) para todo i ∈ I. Nuestro interés está sólo para 
uando X es

�nito. Es de
ir, un sistema lineal es una fun
ión e = 〈o, d〉 : X → R×V(X). Una solu
ión

de e es una apli
a
ión h : X → Rω
que preserve las e
ua
iones h(xi)(0) = o(xi), y si

d(xi) = r1 ·x1+r2 ·x2+· · ·+rn ·xn, enton
es h(xi)
′ = r1 ·h(x1)+r2 ·h(x2)+· · ·+rn ·h(xn)

para todo i ∈ I. Para ver las solu
iones de los sistemas de e
ua
iones diferen
iales lineales

es indispensable verlos 
omo autómatas sobre espa
ios ve
toriales.

Un autómata de 
adena lineal es un autómata sobre espa
ios ve
toriales, es de
ir, es una

apli
a
ión de la forma 〈o, d〉 : V → R × V, donde V es un espa
io ve
torial sobre R, y

o y d son fun
iones lineales. Un homomor�smo de autómatas de 
adena lineales es una

apli
a
ión entre los espa
ios ve
toriales de estados, la 
ual es homomor�smo de autómatas

de 
adena y es lineal. Como V(X) es el espa
io libre generado por X, dado un sistema de

e
ua
iones lineales e : X → R×V(X) existe una úni
a extensión lineal (un autómata de


adena lineal) e∗ : V(X) → R × V(X); además, el autómata de 
adena �nal es también

un autómata de 
adena lineal �nal. Se demuestra por 
oindu

ión que todo sistema de
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e
ua
iones lineales tiene una úni
a solu
ión. Cuando X es �nito el úni
o homomor�smo

lineal h : V(X) → Rω
puede representarse por una matriz �nita 
on 
adenas ra
ionales


omo entradas. Una 
adena σ ∈ Rω
es ra
ional si es de la forma

σ =
a0 + (a1 × X) + (a2 × X

2) + · · ·+ (an × X
n)

b0 + (b1 × X) + (b2 × X2) + · · ·+ (bm × Xm)
,

donde ai, bj ∈ R 
on b0 6= 0 y n,m ∈ N 
on 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

Re
ordemos que si R es un anillo, enton
es el 
onjunto Mn(R) de matri
es n × n 
on

entradas en R 
on la suma y la multipli
a
ión usual de matri
es también es un anillo. Más

aún, si R es 
onmutativo, podemos de�nir la multipli
a
ión por es
alar en Mn(R) 
omo

sigue: para todo r ∈ R y toda matrizM ∈ Mn(R), r·M = (rMij)ij , y se tiene la propiedad
r · (MN) = (r ·M)N = M(r ·N), 
on lo 
ual Mn(R) es una R-álgebra aso
iativa. Ahora,

volviendo a nuestra restri

ión de que R es un 
uerpo, enton
es tenemos que Mn(R
ω) es

una Rω
-álgebra aso
iativa.

Ahora nos 
on
entraremos en el 
aso n = 2, es de
ir, en los sistemas de e
ua
iones

lineales en dos variables. Ilustramos el método de solu
ión matri
ial en este 
aso, que es

fá
ilmente generalizable a n variables. Un sistema de e
ua
iones lineales en dos variables,

σ′

1 = m11 · σ1 +m12 · σ2 σ1(0) = r1,

σ′

2 = m21 · σ1 +m22 · σ2 σ2(0) = r2,

puede ser representado en forma matri
ial mediante:

(
σ1

σ2

)′

=

(
m11 m12

m21 m22

)(
σ1

σ2

)

y

(
σ1

σ2

)

(0) =

(
r1
r2

)

= Y0,


on mij ∈ R vistos 
omo [mij ] ∈ Rω
donde i, j = 1, 2.

Empleando el teorema fundamental del 
ál
ulo, se llega a que la solu
ión para el sistema

está dada por:

(
σ1

σ2

)

= [I2 − X ·M ]−1Y0 (2)

Para �nalizar, se desarrollarán ejemplos en los que se pretende ilustrar la té
ni
a de

solu
ión matri
ial desarrollada atrás, pues uno de los objetivos de este do
umento es

mostrar diferentes té
ni
as empleadas en métodos 
oindu
tivos y 
oalgebrai
os. Estos

ejemplos ya han sido desarrollados sin manipula
ión de matri
es [9℄.

Solu
ión a un sistema de dos e
ua
iones lineales

Considere el sistema

σ′ = τ σ(0) = 1,
τ ′ = σ τ(0) = 0.
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En este 
aso, la solu
ión es σ = (1, 0, 1, 0, . . . ), Veamos

De a
uerdo 
on la e
ua
ión (2), la solu
ión al sistema está dada por

(
σ

τ

)

=
1

1− X2
·

(
1 X

X 1

)(
1
0

)

,

de donde obtenemos que σ y τ 
orresponden a las 
adenas ra
ionales

σ = 1
1−X2 τ = X

1−X2 .

Luego, 
omputando los valores in
iales tenemos que

σ(0) =
1

1− X2
(0) = 1 y τ(0) =

X

1− X2
(0) = 0.

Nótese que basta 
on estos valores ini
iales para re
onstruirlas 
ompletamente, pues 
ada

una es la derivada de la otra.

Cadena de Fibona

i

Considere la e
ua
ión 
on valores ini
iales

σ′′ = σ′ + σ

{
σ(0) = 0,
σ′(0) = 1.

Sabemos que toda e
ua
ión diferen
ial de orden n ≥ 2 se puede es
ribir 
omo un sistema

de n e
ua
iones diferen
iales de primer orden; llevando a 
abo el mismo pro
eso en este


aso, obtendremos para la e
ua
ión de segundo grado un sistema de dos e
ua
iones de

primer orden. Es de
ir, ha
iendo la sustitu
ión τ = σ′
obtenemos, a partir del sistema

ini
ial, el siguiente sistema de e
ua
iones de primer orden:

τ = σ′ σ(0) = 0,
τ ′ = τ + σ τ(0) = 1.

De la misma manera que en el ejemplo anterior, la representa
ión matri
ial del sistema

está dada por

(
σ

τ

)′

=

(
0 1
1 1

)(
σ

τ

)

y

(
σ

τ

)

(0) =

(
0
1

)

.

Así, la solu
ión dada mediante la e
ua
ión 2 se ve representada por:

(
σ

τ

)

=

(
1 −X

−X 1− X

)−1 (
0
1

)

=

( 1−X

1−X−X2
X

1−X−X2

X

1−X−X2
1

1−X−X2

)(
1
0

)

=

(
X

1−X−X2

1
1−X−X2

)

,
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de donde se obtiene que

σ =
X

1− X− X2
,


uya expansión en serie está dada por

X+ X
2 + 2X3 + 3X4 + 5X5 + · · · ,

que tiene 
omo 
oe�
ientes los números de Fibona

i.

Otra manera de obtener sigma es 
omputando su
esivamente los valores ini
iales de las

derivadas de la forma re
ional de σ. Ha
iendo esto, se obtiene:

σ(0) = X(0)
[1](0)−X(0)−X2(0) = 0,

σ′(0) = [1](0)
[1](0)−X(0)−X2(0) = 1,

σ′′(0) = σ(0) + σ′(0) = 1,
.

.

.

σn+1(0) = σn(0) + σn−1(0) = Fn + Fn−1,
.

.

.

formando la 
adena 
uyas entradas (a ex
ep
ión del 0) son los números de la su
esión de

Fibonna

i.

6. A manera de 
on
lusión

Queremos resaltar que gra
ias a té
ni
as relativamente elementales se visualizan 
omo


oálgebras 
iertos autómatas y semánti
as de la lógi
a modal. Las Máquinas de Mealy a

través de la té
ni
a denominada 
urrying, y los Modelos de Kripke utilizando el funtor

partes para ver �fun
iones� multivaluadas 
omo verdaderas fun
iones. El uso de matri-


es permite ver varias 
adenas simultáneas en una sola, lo que propor
iona la solu
ión

de sistemas e
ua
iones diferen
iales lineales. Por último la bisimula
ión 
omo té
ni
a

demostrativa, que en nuestro 
aso pone de presente el 
ará
ter 
oindu
tivo del análisis

real. Las espe
i�
a
iones de SDE presentadas en este do
umento se pueden extender a

lenguajes libres de 
ontexto [5℄.

Además, existen presenta
iones 
oindu
tivas de otras áreas relevantes de las matemáti-


as, entre las 
uales desta
amos las de A
zel [1℄, Fauser-Pavlovi
 [3℄ y Gumm [4℄. A
-

zel presenta modelos no bien fundados para las Teoría de Conjuntos; Gumm utiliza el

endofuntor �ltro F : Set → Set, de�nido sobre los objetos por F(X) 
omo la 
ole
-


ión de todos los �ltros sobre X, para 
apturar 
ada espa
io topológi
o 〈A, τ〉 
omo la

F−
oálgebra α : A → F(A) de�nida; para todo a ∈ A, por α(a) igual a la 
ole

ión

de todas las ve
indades de a; y Fauser-Pavlovi
 en el mar
o de las variedades y ha
es

tangentes propor
ionan una semánti
a de los funtores haz tangente y haz 
otangente, y

dan un tratamiento 
oalgebrai
o a la Segunda Ley de Newton que les permite ir más allá

de la me
áni
a 
lási
a, y adentrarse en la teoría de la relatividad.
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