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Resumen/ Abstract

El articulo presenta una descripcion detallada de las técnicas méas utilizadas para hacer ajuste
racional de funciones del dominio de la frecuencia. Las técnicas son: Aproximacion Asintética de
Bode, Minimos Cuadrados Ordinarios, Minimos Cuadrados Iterativamente Reponderados, Ajuste
Vectorial y Levenberg-Marquardt. Estas técnicas se comparan aproximando una funcién analitica.
Después, se aplican al ajuste racional de parametros dependientes de la frecuencia de una linea
de transmision monofasica. El efecto del ajuste se evalla considerando los casos de linea abierta,
corto circuito y perfectamente acoplada. La transformada numérica de Laplace (NLT) se utiliza
como referencia para la evaluacion. Se concluye que la adecuada implementacion de cada técnica
depende de varios factores; del tipo de funcion a ajustar, del rango de ajuste, y otros. Ademas, no
es posible garantizar que una de las técnicas siempre converja al mejor resultado. El articulo
propone algunas guias para seleccionar la técnica mas adecuada para una aplicacion particular.
Palabras clave: Bode, Minimos Cuadrados, Ajuste Vectorial, Levenberg-Marquardt, y Lineas de

Transmision.

This paper provides a detailed description of the rational fitting techniques that are most used to
approximate frequency domain functions. The techniques are: Bode asymptotic approximations,
Ordinary Least-Squares, lteratively Reweighted Least-Squares, Vector Fitting and Levenberg-
Marquardt. These techniques are compared by approximating of an analytic function. Then, the
techniques are applied to the rational-fitting of the frequency-dependent parameters corresponding
to a single-phase transmission line. The effect of the rational representations is evaluated
considering transients on cases of open-ended, short-circuited and perfectly matched lines. The
numerical Laplace transform technique (NLT) is used as reference for the evaluations. It follows
that the proper implementation of each fitting technique depends on various factors; the type of
function being adjusted, the desired frequency range, an others. Moreover, one cannot guarantee
that there is one of these techniques that will always yield the best fitting. The paper provides
guidelines for selecting the most convenient one for a particular application.

Key words: Bode, Least-Squares, Vector Fitting, Levenberg-Marquardt, and Transmission Lines.

INTRODUCCION

En varios campos de la ingenieria, para propésitos de andlisis, disefio o simulaciéon a menudo es
necesario tener representaciones precisas de sistemas fisicos con funciones de transferencia.
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Especificamente, para el estudio de fendmenos electromagnéticos en sistemas eléctricos de potencia, los
componentes deben ser modelados en un amplio rango de frecuencia.

El problema de identificacion en el dominio de la frecuencia se basa en la estimacién de una funcién racional, con
coeficientes reales (a,, by) para ajustar una funcion compleja F(S) con la estructura algebraica mostrada en la
ecuacion (1).

_N(s) _ ay+as+a,s’+e-+as

- D(s) 1+bs+b,s*+---+b s" @

F(s)

Dondes es el vector de frecuencia compleja y usualmente n<m.

Existen diferentes procesos de estimacién de parametros para la ecuacion (1). A continuacién se presentan algunos
antecedentes.En 1959 Levi [1], sugiri6 un procedimiento de linealizacion y presenté un método de ajuste para curvas
en el dominio de la frecuencia. El método se bas6é en minimos cuadrados y en el uso de derivadas parciales para
minimizar el error cuadratico de una funcion.En 1963 Sanathanan y Koerner [2], utilizaron el método de Levi
introduciendo un procedimiento iterativo. Consideraron el error como la diferencia entre las magnitudes de la funcion
a ajustar y una funcién ajustada, esta Ultima se representa como la relacion de dos polinomios. Los coeficientes de
los polinomios son el resultado de minimizar la suma del error al cuadrado.Por otro lado, J. R. Marti [3], present6 en
1982 un método basado en ajuste asintdtico utilizando la técnica de Bode. Los parametros de la aproximacion son
determinados automaticamente por la rutina, como una funcion de aproximaciéon que “libremente” se adapta por si
misma a la forma de la funcion aproximada.Mas recientemente, Gustavsen y Semlyen en 1999 [4], desarrollaron una
metodologia general para el ajuste de respuestas en el dominio de la frecuencia. Conocida como Ajuste Vectorial o
"Vector Fitting" se ha posicionado como una de las mas populares para el ajuste racional. Esta técnica ha sido
utilizada en diferentes campos de la ingenieria para el modelado de sistemas eléctricos [5-7]. Por otro lado, Noda [8],
presenté en 2005 un algoritmo que particiona el rango completo de frecuencia para evitar el mal condicionamiento del
sistema, ademas de utilizar una matriz de ponderacién para mejorar iterativamente la aproximacién. Este algoritmo
ha sido utilizado en [9] para modelar el comportamiento de una linea de transmisién.

Por dltimo, Pordanjani et al. [10], en 2011 propusieron un método basado en un algoritmo genético, el cual garantiza
pasividad.

Técnicas de ajuste racional

En esta seccion se hace la descripcion detallada de las técnicas de ajuste racional mas utlizadas como son:
Aproximacion Asintética de Bode, Minimos Cuadrados Ordinarios, Minimos Cuadrados Iterativamente Reponderados,
Ajuste Vectorial y Levenberg-Marquardt.

Aproximacion asintética de bode

La técnica por aproximacion asintotica conocida como diagramas de Bode [11], fue introducida en 1945, y
posteriormente aplicada por J. R. Marti [3], para el ajuste racional de modelos de lineas de transmision. Los
diagramas consisten en dos gréaficas, una muestra como varia la amplitud de F(s)con la frecuencia y la otra muestra
como lo hace el angulo de fase. Para simplificar el desarrollo de la técnica se considera que todos los polos y ceros
de F(s) son reales, distintos y de primer orden, asi factorizando la ecuacion (1) se llega a la ecuacién (2).

F(s)= k(s+z)s+2,)-(s+z,)

s(s+p)s+p,)(s+p,)

Si se denota como(S = jw), entonces la ecuacion (2) se representa como la ecuacion (3),

o klorz)jo+z,)(jo+z,)
HO= Tl b0 pe)(0+ )

Representando la funcién en su “forma estandar”, se tiene la ecuacion (4).

k[1+ JwJ{lJr Ja)]---(lJr JQ)lezz---zn

. z z z

F(jo)= o - : @)
P, P, P

entonces la ecuacion (4) en su forma polar se determina por la

()

®3)

Si se hace la asignacion K, = kz,z,---z,/p,p,--- P
ecuacion (5).

m
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K1+ 32 za143% 2o, 04 3% 20,
. z z,
F(jo)= 1 ‘ (5)
20001+ 12 ; pa+ 1?0 452 el s
1 m

El método de aproximacién asintética solo ajusta la amplitud de la ecuacion (5), la cual se expresa como, la ecuacion

(6).

KoL+ Joy  Jo| 4y, Je

F(jo)= Al o (6)
P O R io
A P

La amplitud involucra multiplicacion y divisién de factores asociados con los polos y ceros. Para reducir la ecuacién
(6) a sumas y restas de factores, ésta se expresa en términos de un valor logaritmo base 10, el decibel. Como su
nombre indica, un decibel es la décima parte de un bel, escala utilizada por A. G. Bell para medir la ganancia de
potencia en un sistema. Debido a que se tienen 10 decibeles en un bel, la relaciéon de potencia en decibeles se define
como: ver ecuacion (7).

10 |0g1 sallda ] (7)

entrada

Como la potencia involucra valores de voltaje o corriente al cuadrado y asumiendo impedancias de carga y fuente
iguales se tiene, la ecuacion (8).

V. V.
10 |0910 sallda — 20 |0g10 _ Vsalida ) (8)

entrada entrada

En la mayoria de las funciones de transferencia se utiliza la relacion entre voltajes y/o corrientes. Por lo tanto, para el
caso de la aproximacién asintética se utiliza la ecuacion (8) para expresar la ecuacion (6) en decibeles, como se
indica en la ecuacion (9).

Ai = 20|0910‘F(J—w]- 9
Asi, utilizando propiedades de logaritmos se tiene, la ecuacion (10).

Az = 20109, |Ky| + 2010901+ jw/z) + 20l0g,,1+ jeo/z,/ - 20107 | 10
. . 10
—20log,,1+ jw/p,—---—20l0g, 1+ jo/p,).

Para realizar el diagrama de la ecuacion (10), se esboza cada término de forma separada y después se combinan las
graficas. En la expresién se pueden identificar 3 tipos de términos, la forma de aproximar cada uno de ellos se explica
a continuacion.

e Término 20log,,

o| .- Este se aproxima con una linea horizontal debido a que K, es constante.

- Este se aproxima con una linea recta de -20 dB/década, la cual hace intercepcién con 0

e Término —20log,,
dBen w=1.
e Términos 20log, 1+ jw/z, 6-20log ,[1+jw/p,|.-

Sin considerar el signo, ambos términos tienen el siguiente
comportamiento: 20log,y[1+ jw/z,| —> 0 si @ >0 - 20log, 1+ jo/z,/ - 20log,(@/z,) i @ — o

Es posible aproximar el segundo término por dos lineas rectas, asintota de baja frecuencia y asintota de alta
frecuencia, respectivamente.

La asintota de alta frecuencia que aproxima el término 20log,, (a)/z) tiene una pendiente positiva de 20 dB/década,
esta recta hace intercepcion con 0 dB en w=z,, este valor se conoce como “frecuencia de ruptura". Entonces, el

término 20log,,

término —2010g10\1+ja)/pm se aproxima con dos lineas rectas de pendiente 0 y -20 dB/década de acuerdo a la

explicacion anterior. La adaptacion de este método para el ajuste racional consiste en su implementacién numérica,
comparando la funcién a ajustar con la suma de los segmentos de lineas rectas, e introduciendo un polo o un cero
donde sea necesario, a fin de mantener la gréafica de la aproximacion dentro de un margen de error establecido [3].
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Minimos cuadrados ordinarios

El célculo de los coeficientes para los polinomios N(s) y D(S) en la ecuacién (1),puede ser formulado como un
sistema lineal de minimos cuadrados multiplicando ambos miembros de la ecuacion por el denominador. De esta
forma se obtiene un sistema sobre determinado Ax=b. Donde el k- ésimorenglén de A y los vectores X y b estan
dados por: ver ecuacion (11a, 11b, 11c).

Ak:[l s 0 s -8 F(s) _S?F(Sk)] (11a)
x=[a, a - a b b - bJ (11b)
b=[F(s) - F(sJ]. (110)

En términos matriciales, dado un vector b € R* y una matriz A € R®™, se desea encontrar un vector X € R', tal que
el producto AX sea la mejor aproximacion de b. Dicho en otras palabras, el problema lineal de minimos cuadrados se
acerca a la optimizacion si se encuentra un vector X que en algin sentido sea la mejor aproximacion entre Ax y b
[12]. Asi, se debe definir el sentido de cercania es decir, la norma que mide el vector residual r. La norma mas
utilizada es la euclidiana (l,). Asf, la solucién en minimos cuadrados de la ecuacién (11), es el vector X que hace de
rl, =|b— Ax|, un minimo, como se expresa en la ecuacion (12).

min__..

b-AXx[’. (12)

La expresion (12), es la funcién objetivo a minimizar. Como las normas no pueden ser negativas, minimizar una
norma equivale a minimizar su cuadrado.
Ecuaciones normales

La propiedad mas significativa del vector residual del problema de minimos cuadrados es que est4 enteramente en el
espacio nulo de la matriz A'. En términos algebraicos, una solucién X satisface la ecuacion (13), [12]:

AT(b-Ax)=0 (13)
o bien la ecuacion (14),
ATAx=A"b. (14)

El sistema de ecuaciones dado por la ecuacion (14) se conoce como de ecuaciones normales. La matriz A'A, es
semidefinida positiva si y solo si las columnas de A son linealmente independientes. Las ecuaciones normales son
siempre compatibles, es decir, existe siempre una solucién para la ecuacion (14), aunque A'A sea singular [12]. La
solucién encontrada por las ecuaciones normales esta dada por la ecuacion (15).

x=(ATAJ'ATb. (15)

La matriz A, formada de acuerdo con la ecuacién (11a), generalmente esta mal condicionada debido al amplio rango
de frecuencia que S puede tomar. Por este mal condicionamiento, la técnica presenta un mayor error para valores
pequefios del rango de frecuencia. Es posible mejorar el mal condicionamiento de la matriz realizando un
escalamiento en sus columnas, éste consiste en la multiplicaciéon de la matriz por una matriz diagonal D de acuerdo a

la ecuacion (16), [12]:
D = diaglyJa, |} (16)

Donde Hak\z, es la norma euclidiana de la k-ésima columna de A. El sistema lineal Ax=Db, ahora queda determinado

por la ecuacién (17):
ADDx =b. (17)
Denotando como A' = AD y x' = DX, se tiene la ecuacion (18),
A'X'=h. (18)

Se desea que los coeficientes (a,, by) para los polinomios N(s)y D(s) en la ecuacién (1), sean cantidades reales.
Para resolver la ecuacién (18), en este sentido, ésta se separa en sus partes real e imaginaria de acuerdo con la
ecuacion (19):

Ingenieria Energética Vol. XXXVI, 2/2015, p.155-167, Mayo /Agosto ISSN 1815 - 5901
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Donde los sub-indices r e i denotan las partes real e imaginaria respectivamente. Con lo anterior se asegura que los
coeficientes (a,, bn) sean cantidades reales. Una vez que se obtiene la solucién del sistema de ecuaciones dado por
(19), se calcula el vector x que contiene los coeficientes de la funcién racional.

-159 -

Minimos Cuadrados Iterativamente Preponderados
El método se utiliza para resolver ciertos problemas de optimizacién, en los cuales, la funcion objetivo a minimizar
estd dada por la ecuacion (20), [12]:

W(b - Ax)L (20)

y(x)=min__,

Donde W es una matriz diagonal de pesos, diag(w,,w,,,...,w,)>0. Las ecuaciones normales para el método se
muestran en la ecuacion (21):
ATWAX = ATWb. (21)

La solucion para la ecuacion (21), esta dada por la ecuacién (22):
x=(ATWA)"ATWh. (22)
Es posible llevar la ecuacién (22) hasta un procedimiento iterativo utilizando la estructura algebraica mostrada en la
ecuacion (23):
X = (ATWOA ) AW 23)

Donde i representa el nimero de iteracion. En la solucion iterativa de las ecuaciones normales ponderadas se deben
tener en cuenta el escalamiento y las cantidades reales revisadas en la seccién anterior. La matriz W, de acuerdo
con la ecuacién (23), se debe actualizar de forma iterativa. Para actualizar la matriz de pesos se debe considerar la
funcién de error presentada en la ecuacion (24):

e, =F(s.)—F(s.,x) (24)

Donde If(sk,x) es la respuesta en frecuencia de la funcion racional identificada. Cada elemento de la matriz de
pesos se actualiza de acuerdo con la ecuacion (25):

w," = Wk(i’l)‘ek(i’l)‘. (25)

Para el primer paso de iteracion, W es la matriz identidad. Si la funcién objetivo a minimizar cumple con
y(x")<y(x9), el vector x"es la solucién final.

Ajuste Vectorial

El Ajuste Vectorial o “Vector Fitting” es una metodologia para el ajuste de respuestas en el dominio de la frecuencia
con aproximaciones por funciones racionales. El ajuste se realiza reemplazando un juego de “polos de arranque o
polos iniciales” por un juego de polos recalculados a través de un método iterativo [4]. La metodologia realiza la
aproximacién en dos etapas, ambas con polos conocidos. La primera etapa comienza con la distribucién de los polos
iniciales, reales o complejos, sobre todo el rango de frecuencia de interés. En esta etapa un método iterativo mejora
la posicion de los polos. En la segunda etapa, una vez representado el sistema en fracciones parciales, se realiza el
calculo de los residuos en una sola iteracion. Si se considera la aproximacion racional dada por la ecuacion (26):

F(s)=>" % 1d+sh (26)

n=1 S— a'n

Donde ¢, son los residuos, a, son los polos, des un término constante y h es un término proporcional. El problema
del ajuste racional es encontrar todos los parametros de la ecuacién (26) para obtener una aproximacién de
F(s)sobre un rango de frecuencia dado. Se observa que la ecuacion (26), corresponde a un sistema no lineal, debido
a que an aparece en el denominador.
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Identificacion de los polos
El inicio de la metodologia consiste en especificar un conjunto de polos de arranque a, en la ecuacion (26).

Ademas, se multiplica F(S) por una funcion desconocida o(S). Por tanto es necesario introducir una funcién de
aproximacion para o(S). Como resultado se tienen las ecuaciones (27) y (28).

o(5)F(5)= oF(5)= 3. S +d+sh 27)
ols)= 0 (5)=3 S 41 28)

donde: o Fit (S) es el ajuste de o(S)F(S) y o1it(S) es el ajuste de o(s).
Si se despeja F(s) de la ecuacién (27), se llega a la ecuacién (29),

F(s)= ifgs()s ) (29)

Ahora sustituyendo (27) y (28) en (29), se tiene la ecuacion (30),

F (S) ~ n=1 n=1 =h n=1 . (30)

La ecuacién (30), indica que los ceros de o(S) son una aproximacién de los polos de F(S), asi el problema inicia con el
célculo de los ceros de la funcién auxiliar, o(s). Se debe notar en las ecuacion (27) y (28), que tanto la funcién de
aproximacion racional para o(s) F(S)como la funcién para o(s) tienen los mismos polos. Ahora multiplicando la
ecuacion (28), por F(s) se obtiene la ecuacion (31):

a(s)F(s);[ZN: C‘n+1jp(s). (31)

15—,

Se igualan las ecuaciones (27) y (31), para obtener la ecuacion (32):
N ~

i  +d+sh= (Z b +1JF(S). (32)

n:ls_an n:ls_an

Manipulando algebraicamente la ecuacién anterior se llega a la ecuacion (33),

N
CL +d+sh- E”F(j)
s—a, 5 s—a,

=F(s) (33)

Mz

Il
uN

n
La ecuacion (33), indica que se tiene un problema no lineal donde F(s) depende de F(s). Una forma de solucién

adecuada es aproximar los polos mediante la determinacion de los ceros de a(S), los cuales se obtienen de z,. Asi se
utiliza el sistema de ecuaciones dado por la ecuacion (33), plantedndolo de acuerdo a la ecuacién (34)

AXx=Db (34)
Donde cada termino se expresa de acuerdo a las ecuaciones (35a), (35b), (35¢).
1 1 F F
Ak{ B 1 s _F6) —(Sk)} (35a)
Sk_ai Sk_aN Sk_al Sk_aN
x=[c, -~ ¢y d h T - ¢f (35h)
b=[F(s,) -~ F(s)J. (35c)

Representando la ecuacion (35a,35b,35c¢), para un rango amplio de frecuencias se obtiene un sistema sobre
determinado, finalmente se trabaja en cantidades reales de la misma forma que se plantea en la seccidon de minimos
cuadrados. La ecuacion (34), expresada para un rango amplio de frecuencias, entrega como resultado un vector de

Ingenieria Energética Vol. XXXVI, 2/2015, p.155-167, Mayo /Agosto ISSN 1815 - 5901
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residuos ¢ de la funcion auxiliar; el célculo de los ceros de esta funcidn corresponden a los valores propios de la
matriz mostrada en la ecuacion (36),

H=A-bt’ (36)

Donde A es una matriz diagonal que contiene los polos iniciales y b es un vector columna elementos unidad. €”, es

un vector fila que contiene los residuos de o(S).
Identificacion de residuos

Una vez que se han obtenido los polos para el ajuste, los residuos se pueden obtener resolviendo el problema
original en la ecuacién (26), empleando los ceros de oy (S) como los nuevos polos a,. Con esto se obtiene

nuevamente un sistema lineal sobre determinado Ax=b, donde el vector solucién es x:[c1 -+ Cy d h]T, el
cual se resuelve como la ecuacion (34), donde la matriz ahora no tiene los términos negativos [4].

Método de Levenberg-Marquardt

Levenberg-Marquardt actia mas como el de gradiente descendiente (Apéndice A) cuando los parametros estan lejos
de su valor 6ptimo, pero mas como el de Gauss-Newton (Apéndice B) cuando los parametros estan cerca de su valor
optimo. Primero Levenberg y luego unos afios mas tarde Marquardt propusieron este método de acuerdo a la
ecuacion (37), [13]:

(0734 A1) hy, == (E-F) (37)

El término es una cantidad positiva. Es facil notar que para valores pequefios de 4 el método se comporta mas como
Gauss-Newton y para valores grandes de A se parece mas al método del gradiente. Por dltimo, también se ha
sugerido la modificacion mostrada en la ecuacion (38):

(373 + Adiag(a73)) h,,, =37 (E-F) (38)

La solucién a las ecuaciones normales para el método de Levenberg-Marquardt queda expresada en la ecuacion
(39):

hy =073+ 2diag(a7a)) " 37 (B - F) (39)

Existen diferentes métodos de calculo para A. En [13], se realiza una revisiéon de los mismos; sin embargo el mas
comun consiste en evaluar la funcién objetivo y, si y(x+h)< y(x) , entonces x es remplazado porx+h, y 4 es reducido

por un factor v. De otra forma A se incrementa por un factor U sin actualizar X y el algoritmo continGa a la siguiente
iteracion.

Analisis de casos

Una funcion con dependencia frecuencial

puede tener como origen una medicién experimental. De esta forma se obtiene un modelo analitico a partir de esos
datos. Otro origen puede ser una funcién analitica dependiente de la frecuencia, aqui la técnica remplaza a esa
funcién analitica por una funcion racional. Esto es adecuado siempre y cuando la funcién racional sea méas simple de
resolver que la funcién original y se mantengan todas las caracteristicas cualitativas y cuantitativas. Con el fin de
explorar la precision y versatilidad de las técnicas se presentan dos casos de estudio; el primero de ellos es ajustar
una funcién analitica cadtica. El segundo caso de estudio es analizar el efecto final en la simulacién de un transitorio
en una linea monofésica, aqui o que se hace es ajustar la ecuacion de los parametros de la linea y remplazarla por
una funcion racional [14-17].

Caso de prueba 1
Para el primer caso se toma la siguiente funcién analitica de orden 5.ver ecuacion (40):

 -81.42+18.62e6 5 +27.71e6 5> +62.84e3s° +42.54 5" +5¢-7s°
1+54.68e5s +36.42e7 s* +83.37e4 s* +90.28 s* +36.35¢ -3 s°

F(s) (40)

Se discretiza la funcion en el rango de frecuencias dado por f = [1x10*2 1><108].Y se utilizan los 5 métodos descritos

para realizar el ajuste de F(s). Cada uno de ellos arroja como resultado una funcién analitica distinta, la cual,
dependiendo del método se tienen polos-ceros, coeficientes de polinomios o representacién en fracciones parciales.
La figura 1, muestra el comportamiento de todas estas funciones en comparacién con la funcién original. Aunque en
algunos casos las diferencias son relativamente pequefias, la figura 2, muestra con claridad los errores porcentuales
de cada ajuste utilizando la formulacién de la ecuacion (41):
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fOriginal - fAjustada

e% = x100. (41)

Original

Del analisis de resultados del ajuste de esta funcidon analitica, se puede concluir que; Ajuste Vectorial, Minimos
Cuadrados lterativamente Reponderados y Levenberg-Marquardt ajustan de manera adecuada esta funcion analitica,
sin embargo cabe sefialar que tanto Bode como minimos cuadrados la ajustan adecuadamente por secciones; esta
es la razén por la cual no es correcto concluir que unas técnicas son mejores que otras, sino que se concluye que
para esta prueba especifica unas técnicas son mas adecuadas que otras. La tabla 1, muestra las funciones
resultantes de cada ajuste.

Tabla 1. Resultados de los ajustes de la funcién analitica propuesta.
Metodologia F(s)resultante
Bode Fo ()= 1183.12(s + 0.3141)(s + 0.4398)(s + 640.88)(s +1130.97 |(s + 50265.48)
B (s +6911.5)(s + 6283.18)(s + 4398.22)(s + 2981.37 (s + 0.157 (s + 0.0628)
Minimos (5) = 0.084+2.25x10*s+1.68x10"'s? —3.01x10"*s® —3.78x10*'s* —4x10*s°
Cuadrados Me 1+0.00325+3.36x10 "5 +1.43x10 1°s° —2.74><10’17S4 —2.90><10’24SS
Minimos (5)= 4.83x10° ~1.06x10"s —1.57 x10"s* —3.58 x10%s* — 2.42x10°s* — 0.0028 s°
Cuadrados | Fwar 1-3.11x10°s — 2.07 x 10252 — 4.75x10°s° —5.14x10°s* — 2.07 x10°5°
Ponderados
Ajuste 10.17 0.049 1.55e-5 580-i0.33 580+i0.33
; Fav (8) = + - + - + -
Vectorial $+45525 $+0.015 s+1.82e-7 s+(1.01+i4.58e3) s+ (1.01—i4.58¢3)
Levenberg- Fo (s)= —8.06x10° +1.77x10%s + 2.64x10°s® + 6x10°s® + 4.06 x10°s* + 4.77x10°°s°
Marquardt M 1+5.22x10"s+3.47x10%s* + 7.96x10°s® + 8.62x10?s* +0.34 s°
0.8 LR BRI R | U R PR O TR E T T LSRR B | B R ERE R LR B R RS | LI R E AR |
|
%
- 0.6 /Fu_nmén analitica |
; 4\ ’ /// f"'!‘ki_/_/*/\juste Vectorial
%0‘4— Q’//Ajuste de Minimos Cuadrados Ponderados ; w\¥ T -
g /
£ 3 4 \*&\
<02 **(. ,“&iA]uste de Minimos Cuadrados jf t“,\ _.____\_\\Ajuste % U
L1l Ll Ll \v\\l\\"\‘ Lol | \I\H-“" ) N b
{}0_3 10" 10° 10' 10° 10° 10 10° 10° 107 10°
Frecuencia en Hertz
Fig. 1. Gréafica de los ajustes.
10’ = e SR L AR T T
£ 107 |- e . il
§ Error de Minimos Cuadradosr”’»“ Ty . Error de Bode
E‘*lo-m Error de Levenberg-Marquardt . S -
P ——— s :
51013 A A A Ay /m*’ﬂooooo»QoooonOQQQQ—
Error de Minimos Cuadrados Ponderados— w;p AAAAAAAAAA e o o Y G
Error de Ajuste Vectorial~~ T
10'-)0 L | Ll Ll Ll Ll Ll L |||\|7 L Ll e 1
10° 10" 10° 10' 10° 10° 10* 107 10° 107 10°

Frecuencia en Hertz

Fig. 2. Grafica de los errores de los ajustes en porciento.

Caso de prueba 2

La simulacion de un evento con simetria en un sistema de potencia, se puede hacer con su secuencia positiva en por
unidad, es decir, como un sistema monoféasico como el mostrado en la figura 3. Una longitud normal en un sistema de
potencia es de 100 km, por lo tanto se utiliza esta longitud en la simulacién. Los demas datos utilizados son: el radio
del conductor es 0.0272 m, R;=1.058 Q es la resistencia interna del generador, L=70 mH es la inductancia interna del
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generador, R, es variable para representar la linea con terminacion abierta, perfectamente acoplada o con
terminacién en corto circuito, la resistividad del terreno se toma como 100 Q-m y la fuente como senoidal.

Para realizar esta simulacion en dominio de la frecuencia, se sustituye Y y Z por sus modelos ajustados como
funciones racionales del tipo dado por la ecuacion (1). La figura 4, muestra el comportamiento de Y y Z en funcién de
la frecuencia.

10 - L L
10” 10° B

Frecuencia en Hertz

10 10

10" - . . . -
Z en funcién de la frecuencia 2
0 \ P
_ N 0 N 10" \ e et 1
11 I 132 = Ve
-— — il > e A
| 1 3 15° e .
T P . T - . —
2 Linea monofasica 35 E g
v = e |
= 5 —
- =] 0
5 lsol < 10" P o kl 1
F_E’ Y en funcién de la frecuencia
15

Fig. 3. Diagrama de la linea monofasica
para el caso de prueba 2.

Fig. 4. Amplitudes de la admitancia e impedancia de
Lalinea monofasica en funcién de la frecuencia.

Las figuras 5y 6, muestran los errores porcentuales de todas las funciones, en estas figura se nota con claridad cudl
es el mejor o peor ajuste, lo cual no significa que para otra funcidon se vayan a comportar de la misma manera. Los
resultados obtenidos con los ajustes se comparan con los que se obtienen utilizando las funciones Y y Z originales.
Se utiliza la transformada numérica de Laplace para realizar las simulaciones [18-20]. Los resultados se muestran en
las figuras 7, 8, 9, 10, 11y 12.

tiempo en segundos

Fig. 7. Prueba de corto circuito con R2=0.001 Q.
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- e} e~
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Fig. 5. Error del ajuste de Y. Fig. 6. Error del ajuste de Z.
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Fig. 8. Error para el caso de R,=0.001 Q.
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Fig. 9. Linea perfectamente acoplada con R,=Zc. Fig. 10. Error para el caso de R,=Zc.
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Fig. 11. Linea acoplada con R>=10000 Q. Fig. 12. Error para el caso de R,=10000 Q.

CONCLUCIONES

Aproximacion Asintotica de Bode, Minimos Cuadrados Ordinarios, Minimos Cuadrados Iterativamente Reponderados,
Ajuste Vectorial y Levenberg-Marquardt fueron descritos a detalle y aplicados en la identificacion de parametros para
el modelado de sistemas eléctricos.

Dos casos de prueba fueron presentados para la evaluacion de las técnicas de ajuste, primero se utilizaron para
aproximar una funcién analitica, después se aplicaron en el ajuste racional de los parametros Y y Z de una linea de
transmision monofésica.

Las principales conclusiones son las siguientes:

1) Para el caso del ajuste racional de la funcidn analitica, se puede notar con claridad que dependiendo del
perfil de la funcidn a ajustar unas técnicas son mas adecuadas que otras. Es decir, si la funcion analitica se
presenta de la forma de las ecuaciones (1), (2) 6 (26), esto incrementa o disminuye la complejidad para cada
técnica.

2) En el caso del modelado de la linea de transmisién monofasica tres simulaciones en el dominio del tiempo
fueron realizadas; linea en corto circuito, linea perfectamente acoplada y linea en circuito abierto. Analizando
los ajustes para Y y Z, se puede notar que no siempre la misma técnica da el mejor resultado. También se
concluye que el error en el ajuste para Y y Z se acarrea al error de la simulacion en el dominio del tiempo
(siendo para este caso especifico menor para la técnica de Ajuste Vectorial). Sin embargo, debido a que esta
técnica fue la que mas polos utilizé para hacer el ajuste, la relaciéon precision-tiempo de ejecucidon no
necesariamente sera la mas adecuada y siempre dependera del usuario cual de estas caracteristicas tiene
mayor peso.

3) A través de la aplicacién de todas las técnicas fue posible obtener modelos para los parametros Y y Z de la
linea de transmisién, todos estos modelos mostraron su valia al presentar errores muy cercanos entre si,
esto fue posible determinarlo haciendo uso de la TNL.

4) Al final, y como punto final, no es posible determinar cual técnica tendrd mejores resultados. Esto depende,
entre otros factores, del tipo de funciéon a ser ajustada, del grado del ajuste deseado, de la complejidad
misma de la funcién, del rango de frecuencia deseado para el ajuste, del nimero de muestras usado e
incluso de la precision computacional.
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Apéndice a- método del gradiente descendente

El gradiente de una funcién en un punto indica la direccion y sentido de la maxima variacion de ésta en dicho punto.
El método actualiza los parametros en direccion opuesta al gradiente de la funcion objetivo. En este sentido, el
gradiente de la funcion objetivo se expresa con la ecuacion (42):

0 - 0 (a
160 = () FO) < (Fe.x)-Fo) (@2
Si se asigna a la variable J, llamada Jacobiano, la funcién derivada parcial del lado derecho de la ecuacién (A.1), se
tiene la ecuacién (43):

0 ~ \
/0= FEx)-FE) 9 (43)
El Jacobiano representa la sensibilidad de la funcién a los parametros x. Por lo tanto, la perturbacién h calculada de
acuerdo al método del gradiente que mueve los parametros en la direccién descendente mas pronunciada se calcula
de acuerdo a la ecuacion (44):

o :_‘]T(r:_F) (44)
Donde por simplicidad se ha omitido la dependencia de las funciones.

Apéndice B- método de gauss-newton

El método supone que la funcién objetivo es cuadratica en relaciéon a los parametros cerca de la solucion optima. La
funcion evaluada con los parametros del modelo perturbado puede ser aproximada a través de la serie de Taylor de
primer orden de acuerdo a la ecuacion (45):

8!3(s,x)
OoX

Por otro lado, la funcidn objetivo a minimizar se expresa con la ecuacion (46),

ﬁ(s,x+ h)~ IE(s,x)+ h= ﬁ(s,x)+ Jh. (45)

y(x)= SEE-F'E+ L FF (46)
2 2
Donde por simplificacion se omite la dependencia de las funciones. Sustituyendo las ecuaciones (45) en la ecuacién
(46) se llega a la ecuacion (47):
Yocth) =B F-F B+ FF+(F-F) Jh+ 1) Jh 47

La ecuacion anterior muestra que y(x) es aproximadamente cuadratica para la perturbacion h y que el Hessiano
para y(x) es aproximado por J'J. La perturbacién h que minimiza la funcién objetivo se encuentra con la ecuacion
(48a).

dy(x+h) _
—a 0 (48a)
Donde la derivada de la ecuacion (47), es la ecuacién (48b):
L()““h)z(l“:—l:)TJ+hTJTJ (48b)
oh
Asi, las ecuaciones normales para el método de Gauss-Newton estan dadas por la ecuacion (49):
(079) hey =37 (E-F) (49)

Por lo tanto, la perturbacion h calculada de acuerdo al método Gauss-Newton que actualiza los parametros esta
dada por la ecuacion (50):

hey =—(373) 7 (E-F) (50)
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