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Resumen/ Abstract 
El artículo presenta una descripción detallada de las técnicas más utilizadas para hacer ajuste 
racional de funciones del dominio de la frecuencia. Las técnicas son: Aproximación Asintótica de 
Bode, Mínimos Cuadrados Ordinarios, Mínimos Cuadrados Iterativamente Reponderados, Ajuste 
Vectorial y Levenberg-Marquardt. Estas técnicas se comparan aproximando una función analítica. 
Después, se aplican al ajuste racional de parámetros dependientes de la frecuencia de una línea 
de transmisión monofásica. El efecto del ajuste se evalúa considerando los casos de línea abierta, 
corto circuito y perfectamente acoplada. La transformada numérica de Laplace (NLT) se utiliza 
como referencia para la evaluación. Se concluye que la adecuada implementación de cada técnica 
depende de varios factores; del tipo de función a ajustar, del rango de ajuste, y otros. Además, no 
es posible garantizar que una de las técnicas siempre converja al mejor resultado. El artículo 
propone algunas guías para seleccionar la técnica más adecuada para una aplicación particular. 
Palabras clave: Bode, Mínimos Cuadrados, Ajuste Vectorial, Levenberg-Marquardt, y Líneas de 
Transmisión.  
  
This paper provides a detailed description of the rational fitting techniques that are most used to 
approximate frequency domain functions. The techniques are: Bode asymptotic approximations, 
Ordinary Least-Squares, Iteratively Reweighted Least-Squares, Vector Fitting and Levenberg-
Marquardt. These techniques are compared by approximating of an analytic function. Then, the 
techniques are applied to the rational-fitting of the frequency-dependent parameters corresponding 
to a single-phase transmission line. The effect of the rational representations is evaluated 
considering transients on cases of open-ended, short-circuited and perfectly matched lines. The 
numerical Laplace transform technique (NLT) is used as reference for the evaluations. It follows 
that the proper implementation of each fitting technique depends on various factors; the type of 
function being adjusted, the desired frequency range, an others. Moreover, one cannot guarantee 
that there is one of these techniques that will always yield the best fitting. The paper provides 
guidelines for selecting the most convenient one for a particular application. 
Key words: Bode, Least-Squares, Vector Fitting, Levenberg-Marquardt, and Transmission Lines.  
 
 
INTRODUCCIÓN 
 
En varios campos de la ingeniería, para propósitos de análisis, diseño o simulación a menudo es 
necesario tener representaciones precisas de sistemas físicos con funciones de transferencia. 
 

 
TRABAJO TEORICOEXPERIMENTAL 
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Específicamente, para el estudio de fenómenos electromagnéticos en sistemas eléctricos de potencia, los 
componentes deben ser modelados en un amplio rango de frecuencia. 
El problema de identificación en el dominio de la frecuencia se basa en la estimación de una función racional, con 
coeficientes reales (an, bm) para ajustar una función compleja F(s) con la estructura algebraica mostrada en la 
ecuación (1). 
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Dondes es el vector de frecuencia compleja y usualmente n<m. 
Existen diferentes procesos de estimación de parámetros para la ecuación (1). A continuación se presentan algunos 
antecedentes.En 1959 Levi [1], sugirió un procedimiento de linealización y presentó un método de ajuste para curvas 
en el dominio de la frecuencia. El método se basó en mínimos cuadrados y en el uso de derivadas parciales para 
minimizar el error cuadrático de una función.En 1963 Sanathanan y Koerner [2], utilizaron el método de Levi 
introduciendo un procedimiento iterativo. Consideraron el error como la diferencia entre las magnitudes de la función 
a ajustar y una función ajustada, esta última se representa como la relación de dos polinomios. Los coeficientes de 
los polinomios son el resultado de minimizar la suma del error al cuadrado.Por otro lado, J. R. Martí [3], presentó en 
1982 un método basado en ajuste asintótico utilizando la técnica de Bode. Los parámetros de la aproximación son 
determinados automáticamente por la rutina, como una función de aproximación que “libremente” se adapta por si 
misma a la forma de la función aproximada.Más recientemente, Gustavsen y Semlyen en 1999 [4], desarrollaron una 
metodología general para el ajuste de respuestas en el dominio de la frecuencia. Conocida como Ajuste Vectorial o 
"Vector Fitting" se ha posicionado como una de las más populares para el ajuste racional. Esta técnica ha sido 
utilizada en diferentes campos de la ingeniería para el modelado de sistemas eléctricos [5-7]. Por otro lado, Noda [8], 
presentó en 2005 un algoritmo que particiona el rango completo de frecuencia para evitar el mal condicionamiento del 
sistema, además de utilizar una matriz de ponderación para mejorar iterativamente la aproximación. Este algoritmo 
ha sido utilizado en [9] para modelar el comportamiento de una línea de transmisión.  
Por último, Pordanjani et al. [10], en 2011 propusieron un método basado en un algoritmo genético, el cual garantiza 
pasividad. 
 
 
Técnicas de ajuste racional 
En esta sección se hace la descripción detallada de las técnicas de ajuste racional más utilizadas como son: 
Aproximación Asintótica de Bode, Mínimos Cuadrados Ordinarios, Mínimos Cuadrados Iterativamente Reponderados, 
Ajuste Vectorial y Levenberg-Marquardt. 
 
Aproximación asintótica de bode 
La técnica por aproximación asintótica conocida como diagramas de Bode [11], fue introducida en 1945, y 
posteriormente aplicada por J. R. Martí [3], para el ajuste racional de modelos de líneas de transmisión. Los 
diagramas consisten en dos gráficas, una muestra cómo varía la amplitud de F(s)con la frecuencia y la otra muestra 
cómo lo hace el ángulo de fase. Para simplificar el desarrollo de la técnica se considera que todos los polos y ceros 
de F(s) son reales, distintos y de primer orden, así factorizando la ecuación (1) se llega a la  ecuación (2). 
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Si se denota como(s = jω), entonces la ecuación (2) se representa como la ecuación (3), 
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Representando la función en su “forma estándar”, se tiene la ecuación (4). 
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Si se hace la asignación mn pppzzzkK  21210 =  entonces la ecuación (4) en su forma polar se determina por la 
ecuación (5). 
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El método de aproximación asintótica solo ajusta la amplitud de la ecuación (5), la cual se expresa como, la ecuación 
(6). 
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(6) 

La amplitud involucra multiplicación y división de factores asociados con los polos y ceros. Para reducir la ecuación 
(6) a sumas y restas de factores, ésta se expresa en términos de un valor logaritmo base 10, el decibel. Como su 
nombre indica, un decibel es la décima parte de un bel, escala utilizada por A. G. Bell para medir la ganancia de 
potencia en un sistema. Debido a que se tienen 10 decibeles en un bel, la relación de potencia en decibeles se define 
como: ver ecuación (7). 

salida
10

entrada

P10log .
P

 (7) 

Como la potencia involucra valores de voltaje o corriente al cuadrado y asumiendo impedancias de carga y fuente 
iguales se tiene, la ecuación (8). 

2
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=  (8) 

En la mayoría de las funciones de transferencia se utiliza la relación entre voltajes y/o corrientes. Por lo tanto, para el 
caso de la aproximación asintótica se utiliza la ecuación (8) para expresar la ecuación (6) en decibeles, como se 
indica en la ecuación (9). 

( ).log20 10 ωjFA =dB  (9) 

Así, utilizando propiedades de logaritmos se tiene, la ecuación (10). 
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Para realizar el diagrama de la ecuación (10), se esboza cada término de forma separada y después se combinan las 
gráficas. En la expresión se pueden identificar 3 tipos de términos, la forma de aproximar cada uno de ellos se explica 
a continuación. 
• Término 010log20 K .- Este se aproxima con una línea horizontal debido a que 0K  es constante. 

• Término ω10log20− .- Este se aproxima con una línea recta de -20 dB/década, la cual hace intercepción con 0 
dB en 1=ω . 

• Términos nzjω+1log20 10 ó mpjω+− 1log20 10 .- Sin considerar el signo, ambos términos tienen el siguiente 

comportamiento: 01log20 10 →+ nzjω  si 0→ω  - ( )nn zzj ωω 1010 log201log20 →+  si ∞→ω  
Es posible aproximar el segundo término por dos líneas rectas, asíntota de baja frecuencia y asíntota de alta 
frecuencia, respectivamente. 
La asíntota de alta frecuencia que aproxima el término ( )nzω10log20  tiene una pendiente positiva de 20 dB/década, 
esta recta hace intercepción con 0 dB en nz=ω , este valor se conoce como "frecuencia de ruptura". Entonces, el 
término nzjω+1log20 10  se aproxima con dos líneas rectas de pendiente 0 y 20 dB/década, y análogamente el 

término mpjω+− 1log20 10  se aproxima con dos líneas rectas de pendiente 0 y -20 dB/década de acuerdo a la 
explicación anterior. La adaptación de este método para el ajuste racional consiste en su implementación numérica, 
comparando la función a ajustar con la suma de los segmentos de líneas rectas, e introduciendo un polo o un cero 
donde sea necesario, a fin de mantener la gráfica de la aproximación dentro de un margen de error establecido [3]. 
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Mínimos cuadrados ordinarios 
El cálculo de los coeficientes para los polinomios N(s) y D(s) en la ecuación (1),puede ser formulado como un 
sistema lineal de mínimos cuadrados multiplicando ambos miembros de la ecuación por el denominador. De esta 
forma se obtiene un sistema sobre determinado Ax=b. Donde el k- ésimorenglón de A y los vectores x y b están 
dados por: ver ecuación (11a, 11b, 11c). 

( ) ( )[ ]k
m
kkk

n
kkk sFssFsss −−= 1A  (11a) 

[ ]Tmn bbbaaa  2110=x  (11b) 

( ) ( )[ ] .1
T

ksFsF =b  (11c) 

En términos matriciales, dado un vector kRb∈  y una matriz kxlRA∈ , se desea encontrar un vector lRx∈ , tal que 
el producto Ax sea la mejor aproximación de b. Dicho en otras palabras, el problema lineal de mínimos cuadrados se 
acerca a la optimización si se encuentra un vector x que en algún sentido sea la mejor aproximación entre Ax y b 
[12]. Así, se debe definir el sentido de cercanía es decir, la norma que mide el vector residual r. La norma más 
utilizada es la euclidiana (l2). Así, la solución en mínimos cuadrados de la ecuación (11), es el vector x que hace de 

22
Axbr −=  un mínimo, como se expresa en la ecuación (12). 

.min 2

2
AxbRx −

∈ n  (12) 

La expresión (12), es la función objetivo a minimizar. Como las normas no pueden ser negativas, minimizar una 
norma equivale a minimizar su cuadrado. 
 
Ecuaciones normales 
La propiedad más significativa del vector residual del problema de mínimos cuadrados es que está enteramente en el 
espacio nulo de la matriz AT. En términos algebraicos, una solución x satisface la ecuación (13), [12]: 

( ) 0=−AxbAT  (13) 

o bien la ecuación (14), 

.bAAxA TT =  (14) 

El sistema de ecuaciones dado por la ecuación (14) se conoce como de  ecuaciones normales. La matriz ATA, es 
semidefinida positiva si y solo si las columnas de A son linealmente independientes. Las ecuaciones normales son 
siempre compatibles, es decir, existe siempre una solución para la ecuación (14), aunque ATA sea singular [12]. La 
solución encontrada por las ecuaciones normales está dada por la ecuación (15). 

( ) .1 bAAAx TT −
=  (15) 

La matriz A, formada de acuerdo con la ecuación (11a), generalmente está mal condicionada debido al amplio rango 
de frecuencia que s puede tomar. Por este mal condicionamiento, la técnica presenta un mayor error para valores 
pequeños del rango de frecuencia. Es posible mejorar el mal condicionamiento de la matriz realizando un 
escalamiento en sus columnas, éste consiste en la multiplicación de la matriz por una matriz diagonal D de acuerdo a 
la ecuación (16), [12]: 

{ }
2

1diag ka=D  (16) 

Donde 
2ka , es la norma euclidiana de la k-ésima columna de A. El sistema lineal Ax=b, ahora queda determinado 

por la ecuación (17): 

.1 bxADD =−  (17) 

Denotando como A' = AD y x' = D-1x, se tiene la ecuación (18), 

.'' bxA =  (18) 

Se desea que los coeficientes (an, bm) para los polinomios N(s)y D(s) en la ecuación (1), sean cantidades reales. 
Para resolver la ecuación (18), en este sentido, ésta se separa en sus partes real e imaginaria de acuerdo con la 
ecuación (19): 
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Donde los sub-índices r e i denotan las partes real e imaginaria respectivamente. Con lo anterior se asegura que los 
coeficientes (an, bm) sean cantidades reales. Una vez que se obtiene la solución del sistema de ecuaciones dado por 
(19), se calcula el vector x que contiene los coeficientes de la función racional. 
 
Mínimos Cuadrados Iterativamente Preponderados 
El método se utiliza para resolver ciertos problemas de optimización, en los cuales, la función objetivo a minimizar 
está dada por la ecuación (20), [12]: 

( ) ( ) 2

2
min AxbWx Rx −=

∈ nγ  (20) 

Donde W es una matriz diagonal de pesos, ( ) 0,,,diag 1 >mm www  . Las ecuaciones normales para el método se 
muestran en la ecuación (21): 

.WbAWAxA TT =  (21) 

La solución para la ecuación (21), está dada por la ecuación (22): 

( ) .1 WbAWAAx TT −
=  (22) 

Es posible llevar la ecuación (22) hasta un procedimiento iterativo utilizando la estructura algebraica mostrada en la 
ecuación (23): 

( ) ( )( ) ( )bWAAWAx iTiTi 11 −+ =  (23) 

Donde i representa el número de iteración. En la solución iterativa de las ecuaciones normales ponderadas se deben 
tener en cuenta el escalamiento y las cantidades reales revisadas en la sección anterior. La matriz W, de acuerdo 
con la ecuación (23), se debe actualizar de forma iterativa. Para actualizar la matriz de pesos se debe considerar la 
función de error presentada en la ecuación (24): 

( ) ( )x,ˆ
kkk sFsFe −=  (24) 

Donde ( )x,ˆ
ksF  es la respuesta en frecuencia de la función racional identificada. Cada elemento de la matriz de 

pesos se actualiza de acuerdo con la ecuación (25): 
( ) ( ) ( ) .11 −−= i

k
i

k
i

k eww  (25) 

Para el primer paso de iteración, W es la matriz identidad. Si la función objetivo a minimizar cumple con 
( )( ) ( )( )1+≤ ii xx γγ , el vector ( )ix es la solución final. 

 
Ajuste Vectorial 
El Ajuste Vectorial o “Vector Fitting” es una metodología para el ajuste de respuestas en el dominio de la frecuencia 
con aproximaciones por funciones racionales. El ajuste se realiza reemplazando un juego de “polos de arranque o 
polos iniciales” por un juego de polos recalculados a través de un método iterativo [4]. La metodología realiza la 
aproximación en dos etapas, ambas con polos conocidos. La primera etapa comienza con la distribución de los polos 
iniciales, reales o complejos, sobre todo el rango de frecuencia de interés. En esta etapa un método iterativo mejora 
la posición de los polos. En la segunda etapa, una vez representado el sistema en fracciones parciales, se realiza el 
cálculo de los residuos en una sola iteración. Si se considera la aproximación racional dada por la ecuación (26): 

( ) shd
as

csF
N

n n

n ++
−

≅∑
=1

 (26) 

Donde  cn son los residuos, an son los polos, des un término constante y h es un término proporcional. El problema 
del ajuste racional es encontrar todos los parámetros de la ecuación (26) para obtener una aproximación de 
F(s)sobre un rango de frecuencia dado. Se observa que la ecuación (26), corresponde a un sistema no lineal, debido 
a que an aparece en el denominador. 
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Identificación de los polos 
El inicio de la metodología consiste en especificar un conjunto de polos de arranque na  en la ecuación (26).  
Además, se multiplica F(s) por una función desconocida σ(s). Por tanto es necesario introducir una función de 
aproximación para σ(s). Como resultado se tienen las ecuaciones (27) y (28). 
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~
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n n

n
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donde: σ Ffit (s) es el ajuste de σ(s)F(s) y σfit(s) es el ajuste de σ(s). 
Si se despeja F(s) de la ecuación (27), se llega a la ecuación (29), 
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Ahora sustituyendo (27) y (28) en (29), se tiene la ecuación (30), 
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La ecuación (30), indica que los ceros de σ(s) son una aproximación de los polos de F(s), así el problema inicia con el 
cálculo de los ceros de la función auxiliar, σ(s). Se debe notar en las ecuación (27) y (28), que tanto la función de 
aproximación racional para σ(s) F(s)como la función para σ(s) tienen los mismos polos. Ahora multiplicando la 
ecuación (28), por F(s) se obtiene la ecuación (31): 
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Se igualan las ecuaciones (27) y (31), para obtener la ecuación (32): 
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Manipulando algebraicamente la ecuación anterior se llega a la ecuación (33), 
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La ecuación (33), indica que se tiene un problema no lineal donde F(s) depende de F(s). Una forma de solución 
adecuada es aproximar los polos mediante la determinación de los ceros de σ(s), los cuales se obtienen de nc~ . Así se 
utiliza el sistema de ecuaciones dado por la ecuación (33), planteándolo de acuerdo a la ecuación (34)  

bxA =k  (34) 

Donde cada termino se expresa de acuerdo a las ecuaciones (35a), (35b), (35c). 

( ) ( )
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

11

111A  (35a) 

[ ]TNN cchdcc ~~
11 =x  (35b) 

( ) ( )[ ] .1
T

ksFsF =b  (35c) 

Representando la ecuación (35a,35b,35c), para un rango amplio de frecuencias se obtiene un sistema sobre 
determinado, finalmente se trabaja en cantidades reales de la misma forma que se plantea en la sección de mínimos 
cuadrados. La ecuación (34), expresada para un rango amplio de frecuencias, entrega como resultado un vector de 
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residuos c~  de la función auxiliar; el cálculo de los ceros de esta función corresponden a los valores propios de la 
matriz mostrada en la ecuación (36), 

TcbAH ~−=  (36) 

Donde A es una matriz diagonal que contiene los polos iniciales y b es un vector columna elementos unidad. Tc~ , es 
un vector fila que contiene los residuos de σ(s). 
Identificación de residuos 
Una vez que se han obtenido los polos para el ajuste, los residuos se pueden obtener resolviendo el problema 
original en la ecuación (26), empleando los ceros de σfit (s) como los nuevos polos an. Con esto se obtiene 
nuevamente un sistema lineal sobre determinado Ax=b, donde el vector  solución es [ ]TN hdcc 1=x , el 
cual se resuelve como la ecuación (34), donde la matriz ahora no tiene los términos negativos [4]. 
 
Método de Levenberg-Marquardt 
Levenberg-Marquardt  actúa más como el de gradiente descendiente (Apéndice A) cuando los parámetros están lejos 
de su valor óptimo, pero más como el de Gauss-Newton (Apéndice B) cuando los parámetros están cerca de su valor 
óptimo. Primero Levenberg y luego unos años más tarde Marquardt propusieron este método de acuerdo a la 
ecuación (37), [13]: 

( ) ( )FFJhIJJ −−=+ ˆT
LM

T λ  (37) 

El término es una cantidad positiva. Es fácil notar que para valores pequeños de λ el método se comporta más como 
Gauss-Newton y para valores grandes de λ se parece más al método del gradiente. Por último, también se ha 
sugerido la modificación mostrada en la ecuación (38): 

( )( ) ( )FFJhJJJJ −−=+ ˆdiag T
LM

TT λ  (38) 

La solución a las ecuaciones normales para el método de Levenberg-Marquardt queda expresada en la ecuación 
(39): 

( )( ) ( )FFJJJJJh −+−=
− ˆdiag 1 TTT

LM λ  (39) 

Existen diferentes métodos de cálculo para λ. En [13], se realiza una revisión de los mismos; sin embargo el más 
común consiste en evaluar la función objetivo y, si ( ) ( )xhx γγ ≤+  , entonces x es remplazado porx+h, y λ es reducido 
por un factor v. De otra forma λ se incrementa por un factor u sin actualizar x y  el algoritmo continúa a la siguiente 
iteración. 
 
Análisis de casos 
Una función con dependencia frecuencial 
 puede tener como origen una medición experimental. De esta forma se obtiene un modelo analítico a partir de esos 
datos. Otro origen puede ser una función analítica dependiente de la frecuencia, aquí la técnica remplaza a esa 
función analítica por una función racional. Esto es adecuado siempre y cuando la función racional sea más simple de 
resolver que la función original y se mantengan todas las características cualitativas y cuantitativas. Con el fin de 
explorar la precisión y versatilidad de las técnicas se presentan dos casos de estudio; el primero de ellos es ajustar 
una función analítica caótica. El segundo caso de estudio es analizar el efecto final en la simulación de un transitorio 
en una línea monofásica, aquí lo que se hace es ajustar la ecuación de los parámetros de la línea y remplazarla por 
una función racional [14-17]. 
 
Caso de prueba 1 
Para el primer caso se toma la siguiente función analítica de orden 5.ver ecuación (40): 

5432

5432

 3-36.35 90.28 483.37 736.42 554.681
 7-5 42.54 362.84 627.71 618.6281.42-)(
sessesese
sessesesesF

+++++
+++++

=
                  

 (40)
 

 
Se discretiza la función en el rango de frecuencias dado por [ ]82 101101 ××= −f .Y se utilizan los 5 métodos descritos 
para realizar el ajuste de F(s). Cada uno de ellos arroja como resultado una función analítica distinta, la cual, 
dependiendo del método se tienen polos-ceros, coeficientes de polinomios o representación en fracciones parciales. 
La figura 1, muestra el comportamiento de todas estas funciones en comparación con la función original. Aunque en 
algunos casos las diferencias son relativamente pequeñas, la figura 2, muestra con claridad los errores porcentuales 
de cada ajuste utilizando la formulación de la ecuación (41): 
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.100% ×
−

=
Original

AjustadaOriginal

f
ff

e  (41) 

Del análisis de resultados del ajuste de esta función analítica, se puede concluir que; Ajuste Vectorial, Mínimos 
Cuadrados Iterativamente Reponderados y Levenberg-Marquardt ajustan de manera adecuada esta función analítica, 
sin embargo cabe señalar que tanto Bode como mínimos cuadrados la ajustan adecuadamente por secciones; esta 
es la razón por la cual no es correcto concluir que unas técnicas son mejores que otras, sino que se concluye que 
para esta prueba específica unas técnicas son más adecuadas que otras. La tabla 1,  muestra las funciones 
resultantes de cada ajuste. 
 

Tabla 1. Resultados de los ajustes de la función analítica propuesta. 
Metodología F(s)resultante 

Bode ( ) ( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )0.06280.1572981.374398.226283.186911.5

50265.481130.97640.880.43980.314112.1183
++++++

+++++
=

ssssss
ssssssFBode

 

Mínimos 
Cuadrados 52441731027

529421314274

102.901074.21043.1103.36 0032.01
104103.781001.3101.68102.250.084)(

sssss
ssssssFMC −−−−

−−−−−

×−×−×+×++
×−×−×−×+×+

=  

Mínimos 
Cuadrados 
Ponderados 

52453921210

54538211115

102.071014.51075.41007.21011.31
 0028.0102.421058.3101.57101.06104.83)(

sssss
ssssssFMCIR ×−×−×−×−×−

−×−×−×−×−×
=  

Ajuste 
Vectorial ( ) ( )358.401.1

33.0580
358.401.1

33.0580
782.1

5-55.1
0.015
049.0

455.25
17.10)(

eis
i

eis
i

es
e

ss
sFAV −+

+
+

++
−

+
−+

−
+

+
+

=  

Levenberg-
Marquardt 54236297

5642352882

 0.341062.81096.71047.31022.51
1077.4104.06106102.64101.77108.06)(

sssss
ssssssFLM +×+×+×+×+

×+×+×+×+×+×−
=

−

 

 

 
Caso de prueba 2 
La simulación de un evento con simetría en un sistema de potencia, se puede hacer con su secuencia positiva en por 
unidad, es decir, como un sistema monofásico como el mostrado en la figura 3. Una longitud normal en un sistema de 
potencia es de 100 km, por lo tanto se utiliza esta longitud en la simulación. Los demás datos utilizados son: el radio 
del conductor es 0.0272 m, R1=1.058 Ω es la resistencia interna del generador, L=70 mH es la inductancia interna del 

 
 

Fig. 1. Gráfica de los ajustes. 

 
 

Fig. 2. Gráfica de los errores de los ajustes en porciento. 
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generador, R2 es variable para representar la línea con terminación abierta, perfectamente acoplada o con 
terminación en corto circuito, la resistividad del terreno se toma como 100 Ω-m y la fuente como senoidal. 
Para realizar esta simulación en dominio de la frecuencia, se sustituye Y y Z por sus modelos ajustados como 
funciones racionales del tipo dado por la ecuación (1). La figura 4, muestra el comportamiento de Y y Z en función de 
la frecuencia. 
 
 
 

 
Las figuras 5 y 6, muestran los errores porcentuales de todas las funciones, en estas figura se nota con claridad cuál 
es el mejor o peor ajuste, lo cual no significa que para otra función se vayan a comportar de la misma manera. Los 
resultados obtenidos con los ajustes se comparan con los que se obtienen utilizando las funciones Y y Z originales. 
Se utiliza la transformada numérica de Laplace para realizar las simulaciones [18-20]. Los resultados se muestran en 
las figuras 7, 8, 9, 10, 11 y 12. 
 
 

 
 
 

 

 
 

Fig. 3. Diagrama de la línea monofásica Fig. 4. Amplitudes de la admitancia e impedancia de 
para el caso de prueba 2.                              La línea monofásica en función de la frecuencia. 

 
 

Fig. 5. Error del ajuste de Y.                                              Fig. 6. Error del ajuste de Z. 

 
 

Fig. 7. Prueba de corto circuito con R2=0.001 Ω. Fig. 8. Error para el caso de R2=0.001 Ω. 
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CONCLUCIONES 
 
Aproximación Asintótica de Bode, Mínimos Cuadrados Ordinarios, Mínimos Cuadrados Iterativamente Reponderados, 
Ajuste Vectorial y Levenberg-Marquardt fueron descritos a detalle y aplicados en la identificación de parámetros para 
el modelado de sistemas eléctricos.  
Dos casos de prueba fueron presentados para la evaluación de las técnicas de ajuste, primero se utilizaron para 
aproximar una función analítica, después se aplicaron en el ajuste racional de los parámetros Y y Z de una línea de 
transmisión monofásica.  
 
Las principales conclusiones son las siguientes: 

1) Para el caso del ajuste racional de la función analítica, se puede notar con claridad que dependiendo del 
perfil de la función a ajustar unas técnicas son más adecuadas que otras. Es decir, si la función analítica se 
presenta de la forma de las ecuaciones (1), (2) ó (26), esto incrementa o disminuye la complejidad para cada 
técnica. 

2) En el caso del modelado de la línea de transmisión monofásica tres simulaciones en el dominio del tiempo 
fueron realizadas; línea en corto circuito, línea perfectamente acoplada y línea en circuito abierto. Analizando 
los ajustes para Y y Z, se puede notar que no siempre la misma técnica da el mejor resultado. También se 
concluye que el error en el ajuste para Y y Z se acarrea al error de la simulación en el dominio del tiempo 
(siendo para este caso específico menor para la técnica de Ajuste Vectorial). Sin embargo, debido a que esta 
técnica fue la que más polos utilizó para hacer el ajuste, la relación precisión-tiempo de ejecución no 
necesariamente será la más adecuada y siempre dependerá del usuario cuál de estas características tiene 
mayor peso. 

3) A través de la aplicación de todas las técnicas fue posible obtener modelos para los parámetros Y y Z de la 
línea de transmisión, todos estos modelos mostraron su valía al presentar errores muy cercanos entre sí, 
esto fue posible determinarlo haciendo uso de la TNL. 

4) Al final, y como punto final, no es posible determinar cuál técnica tendrá mejores resultados. Esto depende, 
entre otros factores, del tipo de función a ser ajustada, del grado del ajuste deseado, de la complejidad 
misma de la función, del rango de frecuencia deseado para el ajuste, del número de muestras usado e 
incluso de la precisión computacional. 

 
 

 
Fig. 9. Línea perfectamente acoplada con R2=Zc.                                 Fig. 10. Error para el caso de R2=Zc. 

 
 

Fig. 11. Línea acoplada con R2=10000 Ω.                   Fig. 12. Error para el caso de R2=10000 Ω. 
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Apéndice a- método del gradiente descendente 
El gradiente de una función en un punto indica la dirección y sentido de la máxima variación de ésta en dicho punto. 
El método actualiza los parámetros en dirección opuesta al gradiente de la función objetivo. En este sentido, el 
gradiente de la función objetivo se expresa con la ecuación (42): 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )sFxsFsFxsFx −
∂
∂

−=
∂
∂ ,ˆ,ˆ

xx
Tγ  (42) 

Si se asigna a la variable J , llamada Jacobiano, la función derivada parcial del lado derecho de la ecuación (A.1), se 
tiene la ecuación (43): 

( ) ( ) ( )( ) JsFxsFx T

x
−=

∂
∂ ,ˆγ  (43) 

El Jacobiano representa la sensibilidad de la función a los parámetros x . Por lo tanto, la perturbación h  calculada de 
acuerdo al método del gradiente que mueve los parámetros en la dirección descendente más pronunciada se calcula 
de acuerdo a la ecuación (44): 

( )FFJh −−= ˆT
GD  (44) 

Donde por simplicidad se ha omitido la dependencia de las funciones. 
 
Apéndice B- método de gauss-newton 
El método supone que la función objetivo es cuadrática en relación a los parámetros cerca de la solución óptima. La 
función evaluada con los parámetros del modelo perturbado puede ser aproximada a través de la serie de Taylor de 
primer orden de acuerdo a la ecuación (45): 

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ,ˆ ˆ ˆ, , , .

x
∂

+ ≈ + = +
∂

F s x
F s x h F s x h F s x Jh  (45) 

Por otro lado, la función objetivo a minimizar se expresa con la ecuación (46), 

( ) FFFFFFx TTT

2
1ˆˆˆˆ

2
1

+−=γ  (46) 

Donde por simplificación se omite la dependencia de las funciones. Sustituyendo las ecuaciones (45) en la ecuación  
(46) se llega a la ecuación (47): 

( ) ( ) JhJhJhFFFFFFFFhx TTTTTT

2
1ˆ

2
1ˆˆˆˆ

2
1

+−++−=+γ  (47) 

La ecuación anterior muestra que ( )xγ  es aproximadamente cuadrática para la perturbación h  y que el Hessiano 
para ( )xγ  es aproximado por JJT . La perturbación h  que minimiza la función objetivo se encuentra con la ecuación 
(48a). 

( ) 0=
∂
+∂

h
hxγ  (48a) 

Donde la derivada de la ecuación (47), es la ecuación (48b): 

( ) ( ) JJhJFF
h

hx TTT +−=
∂
+∂ ˆγ  (48b) 

Así, las ecuaciones normales para el método de Gauss-Newton están dadas por la ecuación (49): 

( ) ( )FFJhJJ −−= ˆT
GN

T  (49) 

 
Por lo tanto, la perturbación h  calculada de acuerdo al método Gauss-Newton que actualiza los parámetros está 
dada por la ecuación (50): 

( ) ( )FFJJJh −−=
− ˆ1 TT

GN  (50) 
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