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RESUMEN: Entendemos el concepto de “negacion minima” en el sentido clasico definido por Johansson. El propési-
to de este articulo es definir la 16gica positiva minima Bp., y probar que la negaciéon minima puede introdu-
cirse en ella. Ademas, comentaremos algunas de las maltiples extensiones negativas de Bp.. .

Descriptores: negacioén constructiva, negaciéon minima, semantica relacional ternaria, 16gicas de la relevancia.

ABSTRACT: “Minimal negation” is classically understood in a Johansson sense. The aim of this paper is to define the minimal positive
logic Bp... and prove that a minimal negation can be inroduced in it. In addition, some of the many possible negation extensions
of Bp.. are commented.

Keywords: constructive negation, minimal negation, ternary relational semantics, relevance logics.

1. Introduccion
El concepto de negaciéon minima puede entenderse clasicamente de dos modos:

a) La negacién caracteristica del calculo minimo de Johansson, Im (cfr. Johansson
(1936), Georgacarakos (1982) o Méndez (2006), muy accesibles) descriptible
sintacticamente con las tesis de doble negaciéon [A — ——A], contraposicién
[A—=B) > (=B = —A)] yreductio [(A = B) = [(A = —B) = —A]] débiles.

b) El resultado de afiadir a cualquier l6gica positiva S+ una constante de falsedad
F, definir =A = A — F, sin afiadir axioma alguno, y dejar que sea la 16gica posi-
tiva S+ la que se encarge, dirfamos, de proporcionar la negacién subyacente a

S+

Si el sistema en el que se introduce la negacién del modo descrito en (b) es la logica
positiva intuicionista I+, el resultado es el intuicionismo minimo de Johansson Im al
que nos hemos referido mas arriba. Pero la 1égica I+ es una 16gica muy potente. ¢Qué
ocurre con logicas mas débiles si queremos introducir en ellas la negacién minima de
Johansson?

Nuestro grupo de investigacién se ha dedicado ultimamente al estudio de este pro-
blema. Primero, hemos mostrado como introducir una negacién minima en el sentido
de (b) en cualquier l6gica modelizable con la semantica relacional ternaria (cfr. Robles,
Méndez y Salto (2005)). Ademas, y en segundo lugar, hemos estudiado como introdu-
cir la negacién minima en el sentido de (a) en 16gicas muy débiles. A este respecto, en
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Méndez, Salto y Robles (2002) se muestra cémo introducir este tipo de negacién en
una logica tan débil como la légica positiva minima de Anderson y Belnap. Pero en
Robles, Méndez y Salto (2005) generalizamos este resultado. Mostramos como definir
la negacién minima en el sentido de (a) en la logica positiva basica B+ de Routley y
Meyer; es decir, en cualquier logica representable en la semantica relacional ternaria.

Ahora bien, en este dltimo trabajo hemos probado que si a B+ se le afaden los
axiomas de doble negacion, contraposicion y la regla de reductio

Rd. Si A — B,entonces (A——=B)—>—A

el axioma completo de reductio citado mas arriba no es derivable. Nos preguntamos
entonces en ese mismo articulo si es posible introducir los axiomas completos de re-
ductio como axiomas adicionales. Conjeturamos alli que no, porque el sistema positi-
vo patecia insuficiente para fundamentar la validez de los postulados que dan razén de
las validez de estos axiomas. Y lo curioso del caso es que dichos axiomas siguen sin
ser derivables (y sin, parece, ser introducibles adicionalmente) cuando la negacién que
afladimos a B+ no es la negacion constructiva sino la negaciéon de De Morgan tipica de
la 16gica de la relevancia (Robles y Méndez (2004)).

Pues bien, el propésito del presente trabajo es presentar la logica Bp+ (B+ mas el
axioma de “prefijacion”). Esta logica es la extension de B+ con el axioma de “prefija-
cién”

B—>0C —>[A—>B)—>A->C(C)]

Basta esta extension de B+ para que los axiomas de completos de reductio puedan
introducirse sin dificultades. M4s aun, son derivables a partir de las reglas correspon-
dientes. Presentaremos, pues, la 16gica Bp+ y sus diversas extensiones con las reglas y
teoremas de doble negacion, contraposicion y reductio. A pattir de estas extensiones
pueden definirse multitud de l6gicas con negacién minima (en el sentido de (a)) sim-
plemente afiadiendo axiomas positivos a Bp+. De este modo puede construirse facil-
mente cualquier légica incluida en el intuicionismo minimo (en el apéndice proporcio-
namos algunos ejemplos). En particular, la estructura del presente trabajo es como si-
gue. En § 2 recordamos la légica By v en § 3 definimos la logica Bp+. En § 4 defini-
mos la 16gica Bpm, es decir, la l6gica Bp+ con negacion minima en el sentido de (b)
explicado mas arriba. En § 5y § 6 definimos las logicas Bpmdn® y Bpmdn, es decir,
Bpm con doble negacién como regla y como teorema respectivamente. En § 7 se in-
troducen los axiomas de contraposiciéon en Bpm, lo que nos da como resultado la 16-
gica Bpmc. En § 8 se introduce el principio de no contradicciéon en Bpme. Definimos
asf la 16gica Bpmcr’. Por dltimo, en § 9 se muestra como introducir la negacién mini-
ma en el sentido de Johansson en la l6gica Bp+.

Incluimos resultados previos (especialmente Méndez, Salto y Robles (2002) y Ro-
bles Méndez y Salto (2005)) pero los exponemos de un modo unitario y general con
especial énfasis en la aplicabilidad. Ademas, se presentan resultados nuevos como la
definiciéon de las logicas Bpmdn’, Bpmer’, Bpmdn’r y Bpmdn’r’. Finalizamos con un
diagrama con el que es sencillo visualizar las relaciones entre todas las 16gicas discuti-
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das y con el apéndice mencionado mas arriba que puede ser, pensamos, especialmente
util para el lector.

2. La lggica B+
B+ se axiomatiza con:

Al. A=A
A2. AAB)—>A/(AAB)—B
A3. [A—=BAA—->C]—>[A—> BAQ)
A4 A—> (AvB)/B— (AVvB)
A5. [ A= COAB—-C]—[AvB) —(
A6. [AANBVCO]—=[AAB) v (]
Reglas de derivacion:
Modus ponens MP):si  A— By A, entonces B.
Adjuncion (Adj.):si Ay B, entonces A AB.
Sufijacion (Suf): si A — B, entonces (B —C)— (A—C)
Prefijacion (Pref.):si B — C, entonces (A — B) — (A — ()

Un modelo B+ es una estructura del tipo < K, O, R, > donde K es un conjunto, O
es un subconjunto de K y R una relacién ternaria en K que estan sujetos a las siguien-
tes definiciones y postulados:

dl. a< b =4 (Ax € O) Rxab
d2. R%abed =4 (Ax € K) [Rabx and Ruxed)

Pl. a<a
P2. (a=b y Rbed) = Racd

es una relacion de evaluacién entre Ky las formulas del lenguaje positivo que sa-
tisface las siguientes condiciones para todas las variables proposicionales p, £b.f A, By
a, b ceK:

L. (@ pya<b=1b p
i. a AvBsyssa Ab6a B
fii. a AABsyssa Aya B

iv.a A — B syss patatodo b,¢,e €K, Rabe y b A) = ¢ B
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A es valida ( B+ A) syss @ A para todo 2 € O de todos los modelos. En Robles
(2005) se estudia con detalle B+ y se prueba la correccién y la completud de B+ respec-
to de la semantica anterior (i.e, A es teorema de B+ syss  p+ A).

3. La ldggica Bp+
La l6gica Bp+ es el resultado de afiadir el axioma

AT.B—-0C—>[A—-B) - A—0Q)
a B+.
Un modelo Bp+ es exactamente igual que un modelo B+ salvo por la adicién del pos-
tulado

P3. R%abed = (Ax € K) [Rbex and Raxd)

Este postulado es el “postulado correspondiente” a A7 en el sentido de que la vali-
dez de A7 se demuestra con P3 y la adecuacién canodnica del postulado se demuestra
con A7 (véase, p. €j., Dunn y Restall (2002) o Robles (2005)).

La completud de Bp- respecto de la semdntica anterior se sigue inmediatamente de
la completud de B+ y de la correspondencia entre A7 y P3 y a la que se alude mas arri-
ba.

Hacemos notar que Bp+ es un sistema mas débil que la logica positiva minima de
Anderson y Belnap ML+ (cfr. Méndez, Salto y Robles (2002)): ML+ se axiomatiza afia-
diendo

AT A—-B > [B—>C—A—(0)
a Bp+
4. Bp+ con negacion minima: la logica Bpm

Para definir la l6gica Bpm afiadimos al lenguaje positivo la constante de falsedad F
junto con la definicién

—A =df A—>F

Pero no afladimos axioma adicional alguno. Asi pues, Bpm es una extensién defini-
cional de Bp-.
Los siguientes esquemas

T1. Si A — B,entonces —B-—>—A
T2. Si  —B,entonces (A —B)—>—-A
T3. —(A v B) <> (—A A—B)

T4. (A VvV —=B) > (A AB)
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son derivables en Bpm puesto que son derivables en Bm (Bm se construye a partir de
B+ como Bpm a partir de Bp+ (cfr. Robles, Méndez y Salto (2005)). Ademas tenemos
ahora

T5. =B = [(A = B) > —4]

que es el teorema correspondiente a la regla de derivacion T2. El teorema T5 es (aun-
que una tesis constructiva) un fuerte teorema de la contraposicion que no es, en gene-
ral, derivable en las l6gicas modales. Asi, p. ¢j., T5 no es derivable ni en la l6gica de la
implicaciéon E ni en la légica modal S5 (cfr., p. ¢j., Dunn y Restall (2002); Hughes y
Cresswell (1996) sobre estos dos sistemas) a pesar de que la negacidén en estos sistemas
es de tipo De Morgan.

Un modelo Bpm es una estructura del tipo < K, O, S, R, >donde <K, O, R, >
es un modelo Bp+ y S es un subconjunto de K tal que S N O # . Afladimos también
las clausulas

v. @<bya F)y=10b F
vi.a F syss ag$§

Bpm A (A es Bpm vélida) syss ¢ A para todo @ € O de todos los modelos.

Para demostrar la completud de Bpm definimos la estructura (“modelo canénico”)
< K€, O€, S¢, RE, €3> donde < K€, O€, RE, € > se define al modo habitual en las
légicas positivas de la relevancia (cfr. Dunn y Restall (2002), Robles (2005)) y S€ se in-
terpreta como el conjunto de todas las teorfas consistentes siendo « una teoria incon-

sistente syss F € a (o sea, “a es inconsistente” equivale a “a contiene la constante de
falsedad 7).
Probamos entonces

PROPOSICION 1. S¢n OC# &

Esta proposicién se sigue facilmente de la no validez de F. Demostramos ahora la
adecuacion canonica de las clausulas. Esta prueba es trivial pues v y vi se leen, respec-
tivamente,

vV.(acbyFea = Feb
vi’.F € a syss a & SC€

La completud de Bpm se sigue entonces inmediatamente de la completud de Bp-.

5. Bpmr con la regla de doble negacion débil: la ligica Bpmdn®

La l6gica Bpmdn’ se axiomatiza afiadiendo a Bpm la regla

Rdn: Si A, entonces (A—>F)—>F (ie,Si A, entonces ——A)
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Por otro lado, un modelo Bpmdn’ es en todo igual a un modelo Bpm salvo por la adi-
cion del postulado

P9. 2eS = (Axe O)dy € S) Raxy

Dejamos al lector la prueba de que, dado este postulado, la regla Rdn preserva la va-
lidez. Por nuestra parte demostraremos que el postulado es valido canénicamente.

PROPOSICION 2. 4 € S¢ = (Fx € O9@y € SX) Reaxy

Prueba. Supongamos que a € SC. Definimos los conjuntos de férmulas 3 = {A: A},

u={B:A—>Beay A e 3. Esficil demostrar que 3y # son teotias (es decit, con-
juntos de férmulas cerrados por la adjuncién y la implicacién) y tal que RCazx. Es cla-
ro que g es una teorfa normal (cfr. sobre todos estos conceptos Robles (2005)). Falta
por demostrar que # es consistente. Supongamos, como hipétesis de reductio, que

F € . Entonces A = F € 4 para algin teorema A. Por Rdn, (A = F) — F. Pero,
entonces, F € a contrariamente a la suposicion de que a es consistente. Por dltimo, gy
u se extienden a teorfas primas x; y tales que RCaxy, x € OC y y € SC.

Ahora, la completud de Bpmdn’ se sigue de la de Bpm.

6. Bpm con doble negacion débil: la légica Bpmidn

La l6gica Bpmdn se axiomatiza afiadiendo el axioma
A8. A->|A—>F —>F (e, A—>——A)

a Bpm. Los siguientes (ademas de T1-T5) son teoremas de Bpmdn:
T6. Si A — —B,entonces B—>—-A
T7. B = [(A— —B) = —A]

Un modelo Bpmidn es en todo igual a un modelo Bpm salvo por la adicién del postu-
lado

P5. (Rabe yceS) = (Ax e S) Rbax

Es claro que para demostrar la completud de Bpmdn sélo hay que probar que el
postulado P5 es valido canénicamente (cfr. Méndez, Salto y Robles (2002)).

7. Bpm con contraposicion débil: la ligica Bpme

La l6gica Bpmc se axiomatiza afiadiendo el axioma

A A->B->F]->B>A->F] (@Ge,(A—>-B) > B->-A)
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a Bpm. Tenemos entonces (ademas de T1-T5) que A8 es derivable. Por tanto T6, T7
y, ademds, T8 (que anotamos mas abajo) son también teoremas de Bpmc.

T8. (A—>B)—> (=B —>—-A)

Un modelo Bpme es exactamente igual que un modelo Bpm salvo por la adicion del
postulado

P6. (Rabid y de'S) = 3y € S) R2acby

Para demostrar la completud de Bmpc hay que probar la adecuacién candnica de
P6 (Robles, Méndez y Salto (2005)).

Para finalizar este apartado, hacemos notar que aunque, como hemos visto,
Bpmdn esta incluido en Bpmyc, la inversa no se cumple. Es decir, podemos aislar do-
ble negacion débil de contraposicién débil. Por otro lado, el teorema T8 no puede sus-
tituir a A9: el resultado serfa un sistema mas débil. Tendria contraposicién sélo en la
forma T8 (no A9) y doble negacién débil no serfa derivable ni como axioma ni como
regla. De hecho, podtiamos definir el sistema Bpmc’ afiadiendo T8 a Bpm. Definirfa-
mos entonces los modelos Bpmc’ como los modelos Bpm salvo por la adicién del
postulado

P7. R2abd y d€8S) = Axe K)@y € S) [Raex y Rbdy|

Dejamos al lector la demostracién de que P7 es el postulado correspondiente a T8
(sobre estas dos ultimas observaciones cfr. Méndez, Salto y Robles (2002)).
Extendemos a continuacion la légica Bpmc con dos versiones de la regla de reduc-
tio.
8. Bpmc con el principio de no contradiccion: la ldgica Bpmer’

Para definir la 16gica Bpmer® afiadimos a la légica Bpmc el axioma (principio de no
contradiccion)

A10. AAA->F]>F  (e,=(AA=A)
Entonces, la regla de reductio es derivable en la forma
R, Si A—=>By A——B,entonces —A

Dejamos al lector la comprobacion de que Rt” puede axiomatizar Bpmer® (es equiva-
lente a A10).

Un modelo Bpmer’ es en todo igual a un modelo Bpmc salvo por la adicién del
postulado

P8. 42e€S = ( xe8S) Raax

Con este postulado puede demostrarse la validez de A10 (y también la de Rr).
Demostramos a continuacién que P8 es valido canénicamente.
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PROPOSICION 3. 4 € SC¢ = ( x € SC) RCaax

Prueba. Supongamos a € SC. Definase y = {B: A > B € « y A € a}. Se prueba que y
es una teorfa tal que RCaqy. Supongamos I € y (y no es consistente). Entonces para
alguna B € 4, B = F € a. Por tanto, F € 2 por A10 contradiciendo la consistencia de
a. Se extiende ahora y a una teorfa prima consistente x tal que RCaax.

De este modo, queda demostrada la completud de Bpmecr’.

9. Bpme con la regla de reductio: la ligica Bpmer
Definimos la 16gica Bpmecr afiadiendo a Bpmc el axioma
All. [A>A—=>F]>A->F (e (A—>—=A) > =A)

Obviamente T1-T8 son derivables. Es facil ver, por otro lado, que A10 es también
derivable. De modo que Bpmer’ esta contenido en Bpmcr. Tenemos, ademas,

Rra. Si (A — B),entonces (A —>—B)—>—-A
Rtb. Si (A — —B), entonces (A — B) > —A
T9. (A—>B)—>—=(AA—B)
T10. (A—>—B) > —=(AAB)
T11. ——(A v —=—A)

y, sobre todo (utilicense A7, T8, A1l y AS)
T12. (A > B) = [(A = —B) > —A]

T13. (A = —B) = [(A = B) > —4]

Puede demostrarse que cualquiera de Rra, Rrb, T9, T10, T12 y T13 puede axioma-
tizar Bpmcr en lugar de A1l (cfr. aunque en un contexto no constructivo, Robles y
Méndez (2004), Proposicion 1, p. 90).

Por otro lado, un modelo Bpmer es en todo igual a un modelo Bpmc salvo por la adi-
ci6én del postulado

P9. Rabey celS) = Hxe K)d@y e S) [Rabx y Rxby)
Puede encontrarse en Méndez, Salto y Robles (2002) una prueba de la correspon-
dencia entre A11y P9y, por tanto, de la completud de Bpmcr.
10. Las ldgicas Bpmdn'r’ y Bpmdn'r

Dos tltimas légicas son resefiables, los sistemas Bpmdn’t’ y Bpmdn’r. La primera es,
claro, el resultado de afadir A10 a Bpmdn’. La semantica se define afadiendo el
postulado P8 a los modelos para Bpmdn’. Por tanto, la completud de Bpmdn’t’ se



El sistema Bp+ : una ldgica positiva minima para la negacién minima 89

sigue inmediatamente de la completud de Bpmdn’ y de la correspondencia entre A10 y
P8.

Por otro lado, el sistema Bpmdn’r se define anadiendo A1l a Bpmdn’. La semanti-
ca es, entonces, el resultado de afiadir P9 a los modelos para Bpmdn’; la completud se
sigue inmediatamente de la completud de Bpmdn’ y de la correspondencia entre All y
PO.

Finalizamos este apartado con el siguiente diagrama en el que se resumen las rela-
ciones deductivas entre los diez sistemas estudiados en este trabajo (la flecha represen-

ta la inclusion entre sistemas: “x —> y 7 significa “x esta incluido en y ”):

Bpmdn’r » Bpmecr
Bpmdn’s’ > Bpmct’
Bpmc
Bpmdn’ > Bpmdn
Bp+
B+

Es posible demostrar que no se dan otras relaciones de inclusién que las represen-
tadas en el diagrama anterior. Pero ocuparnos aqui de esta cuestion desbordaria los li-
mites de este trabajo.

Apéndice
Mostramos con algunos ejemplos como definir cualquier légica (con negacion mini-

ma) incluida en la l6gica intuicionista minima, Im.

EJEMPLO 1. La ldgica de la relevancia R con negacion minima (el sistema Rm).
Para definir Rm basta con afiadir a Bpmecr los axiomas

al. [A->B->0]->[B—>A—>0)]
2. [A->A->B]>A—>DB

EJEMPLO 2. La ldgica intuicionista sin contraccion con negacion minima (el sistema Iwm).
Para definir Iwm basta afiadir al y
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a3. A->B->A

a Bpmcr.

BEJEMPLO 3. E/ intuicionismo minino In.
Im se define afiadiendo al, a2 y a3 a Bpmcr.

Ademas de sistemas con negaciéon minima, podemos, naturalmente, construir 16gi-
cas sobre cualquiera de los subsistemas de Bpmcr. Asi, por ejemplo,

BEJEMPLO 4. La ligica de la implicacion E con negacion constructiva (el sistema Ec).
El sistema Ec se define afiadiendo a Bpm el axioma a2 y la regla

a4. Si  A,entonces (A—>B)—>B

EJEMPLO 5. La lggica de la implicacion por “tickets” T con negacion constructiva (el sistema Tt).
El sistema Tc se define afiadiendo a Bpmdn’ los axiomas a2 y

4. A->B->[B—->0C—->A->0)]

Estos son sélo algunos de los muchos ejemplos que podrian proponerse (basta
siempre con afiadir axiomas positivos (sin negacion)). Respecto de la semantica de es-
tos nuevos sistemas s6lo serfa necesario encontrar los postulados correspondientes a
los axiomas positivos introducidos (en relacién con al-a4 puede consultarse Robles

(2005)).
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