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Algebras Booleanas Super-Magras y
Algunas Aplicaciones a la Teoria de

Modelos

RESUMEN

En este trabajo es un acercamiento a las algebras boolea-
nas super-magras que permiten estudiar facetas de la teo-
ria de modelos presentes en la demostracion del teorema
de Morley. Esencialmente son algebras booleanas tales
que su espacio de Stone no crece demasiado. Su estudio
permitira simplificar algunos argumentos involucrados
en el teorema de Morley, entre ellos la siguiente impli-
cacion:

Si7T'es una teoria w-estable enumerable con modelos infi-
nitos entonces 7" es k-estable para todo x > w.

| Jaime Posada

Se desempeiia como profesor de tiempo completo
del departamento de matematicas del Politécnico
Grancolombiano desde el segundo semestre de 2006.
Cuenta con un M.A en matematicas finalizado en
mayo de 2006 en la Univeridad de Wisconsin en Ma-
dison. |

1. Introduccion

Los en los afios 50 conjeturd que si una teoria 7" enu-
merable es categorica en algin cardinal no enumerable
entonces 7' es categdrica en todos los cardinales no enu-
merables. Morley probd esta conjetura en el 65 para teo-
rias enumerables [M65] y en ese camino surgio la nocion
de estabilidad.

Para ello introdujo espacios topoldgicos de tipos, definien-
do un rango (hoy en dia conocido como rango de Morley)
en formulas y tipos. La construccion de este rango se basa
en el rango de Cantor-Bendixson para espacios topolo-
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ABSTRACT

In this article we work with certain boolean algebras ca-
lled super-lean which can be used to study some model-
theoretic facts involved in the proof of Morley’s theorem.
A super-lean algebra is essentially an algebra such that its
Stone space does not grow too much in size. Using those
algebras, one can simplify some arguments involved in
Morley’s theorem such as the following implication: If
T is a w-stable countable theory with infinite models,
then 7' is w-stable for allk > w.
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gicos. El analisis del rango permite calcular los tamafios
de los espacios de tipos. Una teoria se dice totalmente
trascendente si todos los tipos tienen rango de Morley or-
dinal. Lo anterior es equivalente a que sobre subconjuntos
contables, existan a lo mas contables tipos; esto Ultimo
es llamado w-estabilidad. Este concepto es clave para el
desarrollo de la prueba del teorema de Morley; permite
construir modelos primos y atobmicos sobre subconjuntos
potencialmente no enumerables, etcétera.

Los espacios de tipos son espacios topoldgicos boolea-
nos y un tipo maximal puede verse como un ultrafiltro
de una algebra de Lindenbaum. Ademas estas algebras
booleanas permiten estudiar frecuentemente algunas pro-
piedades modelo-tedricas de una teoria de primer orden.
Como ejemplo se tiene al teorema de Ryll-Nardzewski:
Una teoria enumerable 7" es m-categorica si y solamente
siparatodo n < w, B,(T) (algebras de Lindenbaum)
es finita.

En este trabajo se pretenden exponer herramientas boolea-
nas que permiten estudiar facetas de la teoria de modelos
presentes en la demostracion del teorema de Morley.



La principal herramienta es el analisis del tamafio del es-
pacio de Stone de una algebra booleana. Concretamente se
estudian las algebras booleanas que posteriormente se lla-
maran super-magras. Esencialmente son algebras boolea-
nas tales que su espacio de Stone no crece demasiado en
tamaio. Su estudio permitird separar algunos argumentos
puramente booleanos involucrados en el teorema de Mor-
ley, entre ellos la ~ - estabilidad de una teoria. Al usar
las algebras super-magras, se prueba la equivalencia entre
la nocién modelo-teorica de w-estabilidad y el hecho de
que ciertas algebras de Lindenbaum sean super-magras.
Como corolario a este hecho se tendra la & -estabilidad
(F = w.) de una teoria w-estable. Los anteriores aspectos,
entre otros, permitirdn por tanto investigar si el teorema
de Morley es un hecho “booleano”.

Comenzamos este trabajo con una breve introdu ccion al
algebra booleana y a la teoria de modelos. Posteriormen-
te se exponen algunas de las conexiones presentes entre
dichas ramas.

Notacion y Convenciones

*Los ordinales y cardinales se notaran indistintamente
con letras griegas. Se reservaran las letras x, A, i, v, .
para cardinales y «, 3,7, 9, . . para ordinales.

*Las letras caligraficas A, B,C,...
booleanas.

denotan algebras

*Las letras goticas 2, *B, €, . denotan estructuras y A,B,C,
... SUS UNiVersos.

*Sea L un lenguaje de primer orden. Entonces £"denota
el conjunto de férmulas de primer orden de £ cuyas va-
riables libres estdn en el conjunto{x; : i < n}.

+Si X es un conjunto, <« X es el conjunto de todas las su-
cesiones finitas de X. Es decir: <w X — U X",

n<w

2. ALGEBRAS BOOLEANAS
2.1. Conjuntos parcialmente ordenados
Definicion 2.1. Un orden parcial en un conjunto Pes

una relacion binaria< que satisface las siguientes pro-
piedades:
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OPy. Para todo x € P,x <z (reflexividad).
OPs. Para cualesquiera v,y € P, six <y, y <z, enlonces x = y (antisimetria).

OPs. Para cualesquiera v,y € P sixz <y ,y < z, entonces x < z (transitividad ).

Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto do-
tado de un orden parcial. Si 4 es subconjunto de un con-
junto parcialmente ordenado P, una cota superior deA es
un elemento z € P tal que paratodoz € A, z < z
Un elemento z € P es minima cota superior de Asi es
una cota superior de A y para cualquier otra cota superior
w de A, z < w. Si existe la minima cota superior de A
es Unica por antisimetria y se denota sup(A). Se define
xVy =sup ({z,y}). Similarmente se define la maxi-
ma cota inferior y se denota por x A y. Es facil ver que
las operaciones \V y A  son asociativas, conmutativas e
idempotentes (esto ultimoes quez V & = x Az = x).

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado donde
cada par de elementos z,y € P tienen una minima cota
superior y una maxima cota inferior.

Un reticulo L con 0y 1 es un reticulo con elementos 0, 1
€L, (0+#1) talesque 0 < z < paratodo = € P.
Un reticulo Lse dice complementado si tiene 0, 1 y para
cadax € L existe unelementoy € L, llamado un com-
plemento para x,, que satisface:

zrVy=1yzAy=20

Una reticulo Lse dice distributivo si para todox,y,z €[,
las siguientes identidades son ciertas:

(xANy)Vz=(xVz)A(yV=2)
(xVy)ANz=(xAz)V(yAz)

Definicion 2.2. Una 4lgebra booleana es un reticulo
complementado y distributivo.

Se puede probar que en una algebra booleana el comple-
mento de un elemento es unico. De ahora en adelante el
complemento de x se notara z*

Definicion 2.3. Sean B, B; algebras booleanas. Un
homomorfismo de /3, en Byes una aplicacion F' : By —
que respeta la operaciones booleanas. Es decir: Para todo
x,y € By, F(q; A y) = F(x)ANF(y). Similarmente
para Vv, *. Un isomorfismo de 3, en By es un homomor-
fismo biyectivo.
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Definicion 2.4. Una subalgebra de una algebra boolea-
na B es un subconjunto no vacio A que es cerrado bajo
las operaciones booleanas en B . Es facil probar que la
interseccion de una familia de subalgebras de una algebra
booleana es también una algebra booleana.

Por lo anterior, dado X subconjunto de una algebra
booleana J3,el conjunto (X) = ({ACB: X C Ay A
es subalgebra de B} es una subdlgebra de 13, la cual se
llamara subalgebra de /3 generada por X.

Lema 2.1. SiX es infinito entonces|(X)| = | X|. !

Demostracion: Se puede demostrar que la subalgebra ge-
nerada por un conjunto X consiste de los elementos de la
forma \/?21 /\lel Zk donde para todo

Jik, zji € X ol € X [BM, CH. 4, § 3,
Problem?2.4,(ii)].Dela anterior construccion finitaria se si-
gue que|(X)| = | Xyfa que siS,, (X )denota el conjunto de
las partes finitas de X, entonces si X es infinito tenemos
que |5, (X) | = |X]. &

2.2. Filtros y Ultrafiltros

Definicion 2.5. Un filtro propio en una 4lgebra boolea-
na Bes un subconjunto no vacio 'de B que satisface las
siguientes condiciones:

Fy. Para todo x,y € F, x Ny € F.

F5. Para todo x € F, y € B, si x <y entonces y € F.

F3. 0¢F.

De ahora en adelante, al referirnos a un filtro, nos estare-
mos refiriendo a un filtro propio.

Ejemplos:

1. {1} es un filtro.

2. Paracadaz € Belconjunto F, = {y € B:z <y}
es un filtro, llamado el filtro principal generado por x.Es
sencillo probar que si 13 es finita entonces todo filtro en B3
es principal.

Definicion 2.6. Un subconjunto X de una algebra
booleana Bse dice que tiene la propiedad de interseccio-
nes finitas (abreviada p.i.f) si cuandox1, 2, ..., 2 € X
entonces x1 Axo A... Az Z£ 0.

La anterior propiedad justamente indica cuando un sub-
conjunto de una algebra booleana esa incluido en un fil-
tro, para ello:

1Este lema es valido en cualquier algebra con operaciones finitarias.
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Teorema 2.1. Un subconjunto X de un algebra booleana
B esta incluido en algun filtro en Bsiy solo si|X tiene la
p.i.f.

Demostracién: Ver [BS, CH. 1, § 2, Lemma 2.8].

Los filtros de un algebra estan parcialmente ordenados por
inclusion. Los filtros que son maximales respecto a este
orden se les llama ultrafiltros. Los ultrafiltros se pueden
caracterizar como sigue.

Teorema 2.2.Si Fes un filtro en una algebra booleana B,

Fes ultrafiltro siy solo siparacada z € B, x € F o 2* € F,

pero no ambos.

Demostracién: Ver [BS, CH. 1, § 3, Lemma 3.1].

Surge la pregunta si dada una algebra booleana B real-
mente existe un ultrafiltro Uen B. La respuesta es afirma-
tiva asumiendo el axioma de eleccion como se indica en
el siguiente teorema.

Teorema 2.3. (TEOREMA DEL ULTRAFILTRO). Todo
filtro en una algebra booleana puede extenderse a un ul-
trafiltro.

Demostracion: Se sigue de un uso estandar del Lema de
Zorn. o

Corolario 2.1. Un subconjunto de una algebra booleana
esta incluido en un ultrafiltro si y solo si cumple la p.i.f.
Demostracion: Es una consecuencia del teorema 2.1 y
del teorema del ultrafiltro.

2.3. Dualidad de Stone

En los articulos [St36], [St37], M.H. Stone explora la
aplicacion de conceptos topoldgicos a la teoria de alge-
bras booleanas y las aplicaciones de la teoria de anillos
booleanos a la topologia general. En esta seccién expone-
mos algunos de los resultados de M.H. Stone.

Definicién 2.7. Un espacio topologico (X, 7) es un es-
pacio Booleano si es (i) de Hausdorff, (ii) es compacto y
(ii1) tiene una base de clopens.



Definicién 2.8. Sea B una alegebra booleana. Definimos
S(B) como el espacio topoldgico que consta de la cole
ccion de todos los ultrafiltros de B y cuya topologia esta
dada por la base que consiste de todos los conjuntos

K, ={U € S(B) : € U} para x € BEl espacio
S(B) se llamara espacio de Stone de 5.

Teorema 2.4. (Stone). El espacio de Stone S(B) de una
algebra booleana B es un espacio booleano y la aplica-
cion ¢ : B — C(S(B)) tal que p(x) =K; esun
isomorfismo de B en C(S(B)).

Corolario 2.2. (Teorema de Representacion de Stone).
Toda algebra booleana 3 es isomorfa a una subalgebra
deP(X)para X algun conjunto.

Teorema 2.5. (Stone). Cada espacio booleano es ho-
meomorfo al espacio de Stone de su algebra caracteris-
tica.

Los anteriores teoremas establecen una dualidad en el
sentido que ‘S’ y ‘C’ son operaciones‘inversas’ y por lo
tanto hay una correspondencia uno a uno entre "algebras
booleanas y espacios booleanos. De hecho M.H Stone es-
tablece las siguientes correspondencias (entre otras):

Algebras booleanas <> Espacios booleanos
Filtros «» Subconjuntos cerrados
Homomorfismos «<» Funciones continuas

Para una demostracion de los anteriores resultados remi-
timos al lector a [BS, CH. 1, § 6].

3. Cardinalidad de espacios de Stone
3.1. Cotas superior e inferior

Sea Buna algebra booleana finita. Se puede probar que
|B| = 2!5®B)ly por lo tanto |S(B)| < |B|.La situacion es
completamente distinta cuando B una algebra booleana
infinita como se mostrara a continuacion.

Lema 3.1. SeaA subélgebra propia de una 4lgebra boolea-
na By seau € B\ A. Entonces existen ultrafiltros

F,GecSB)talesque uc F\GyFNA=GnNA.
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Demostracién: Seap : B — C'(S(B))isomorfismo como
en el teorema de representacion de Stone. Se demostrara
en realidad que existen F’' € p(u), G' € p(u*) tales
que paratodoa € A, F' € p(a) & G’ € p(a); ycon
ello se sigue queu € F'\G'y FFNA'=G' N Avyaque
si € F'N Agenemos que = € F'NA. y por lo tanto

G’ € o(x),es decir € G’ N A Similarmente si € F' N A.

entonces v € F’ N A.Supongamos por contradiccién que
no es posible encontrar dichos ultrafiltros F”, G’ es decir:
paratodo F' € p(u) yparatodo G € ¢(u*)existe
r € Atalque F € p(z) y G ¢ ¢(x) o F & p(x)

y G € o().

Sea G € (u*)fijo, sin pérdida de generalidad para todo

F € ¢(u),existexp € Atal queF € ¢(zp) y G ¢ p(zp

Sesigue que {¢ (zr): F € ¢ (u)} esunrecubrimiento
por abiertos de ©(u). Como S(Bs compacto y o(u).es
cerrado entonces ¢ ().es compacto. Luego existen

T, Ty, .., TF, €A tales que:
k k
(P(u) - U (P(xFi) y G ¢ U So(xFi,)
i=1 i=1

como ¥ es isomorfismo

k k
(P(u) Co (\/ xFi) y G¢90<\/xFl>

i=1 1=1

como A es una subdlgebra de BB se sigue que para todo
G € p(u*), existe g = \/le zr, € A tal que

o(u) C p(zg) y G ¢ p(xa). Sesigue que

{p(xf) : G € ¢ (u*)} esunrecubrimiento por abiertos
de ¢(u*).Por compacidad de nuevo, existen

TG Ty, TG, € A tales que:

n

) < Jo(2t)

i=1

y Vi e(u) Co(rg)

tomando complementos tenemos:

e (e8) S elu
=1

Algebras Beeleanas Super-Magras y algunas aplicaciones a la Teoria de Modelos
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o equivalentemente:

() oo

i=1

por otro lado como ¢ (u) C ¢ (zg,) para toda 7, enton-
ces

(p(u) Co (/\mGz>

=1

concluimos de lo anterior que

o (u) = (/\m>

i=1

Como ¢ es isomorfismo y A es subalgebra de B tenemos
que

n
u:/\xGieA

i=1

pero esto es una contradiccion ya que habiamos supuesto

ue B\ A i
Teorema 3.1. Sea 5 una algebra booleana infinita. En-
tonces |B| < |S(B)| < 2/8l

Demostracion: Sea |3| = x y supongamos por contradi
ccion que |[S(B)| < k. Sea

X={(F,G)eSB)xSB):F\G %0}

Paracada = = (F,G) € X,

sea u; € F'\G. Sea ' = {u, : v € X}. Es facil ver
que para cualquier algebra booleana B, | B| < 9lS(B)| luego
si|B|es infinita entonces S(B)es infinito.

Por lo tanto I" es infinito. Consideremos 4 = (T") (subal-
gebra generada por I') y notemos que:

[ Al = [T < [S(B) x S(B)| =[S (B)| < &
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Entonces|A| < k. Ya que |B] = k  es posible en-
contar u € B\ A.Por el lema anterior sean F’', G’ € S(B)
talesqueu € F/,u ¢ G', FFNA=G N A.

Es claro que 2/ = (F',G’) € X y por lo tanto u, € F',
u, ¢ G'. Por construccion  u, € Ay por lo tanto

uy € F'NA,pero g ¢ G'NA.Y esto es una contra-
diccioncon F'N A= G'NA. Porlotanto k < [S(B)|.
La desigualdad |S(B)| < 2" es inmediata ya que un ul-
trafiltro en BB es en particular un subconjunto de B3 .

Observacion 3.1. Las anteriores cotas no son estrictas.
Por ejemplo: Si  F(X) es el algebra booleana de los fi-
nitos-cofinitos en Xcon Xinfinito, entonces |F(X)| =

= |S(F(X))|Si P(X) es el dlgebra booleana de partes
de X, con X infinito, entonces un célebre resultado de
Tarski (ver [BS, Ch. 6 §1, Th. 1.5]) establece que

IS@()] = 2P

3.2. Algebras booleanas super-magras

En esta seccion introducimos la principal herramien-
ta para estudiar el contenido booleano y topologico del
teorema de Morley. Particularmente la nocion de algebra
booleana super-magra, nocién que permitird controlar el
tamafio de los espacios de Stone.

Definicién 3.1. Sea 3 una algebra booleana infinita. Dire-
mos que 3 es magra si [B| = [S(B)].

Lema 3.2. SeaBuna algebra booleana infinita; ¥ : B -

C(S(B)) el isomorfismo dado por el teorema de repre-
sentacion de Stone; z € Btal que |¢(x)| > |B|. En-
tonces existen o, 3 € B talesque a A =0, aV =

0, aVpi=uxylpl)|> B lpB) > |B.

Demostracin: Demostremos en realidad que existe y € B
tal que [p(zAy)[ > |Bl, [¢(xAy*)| >|B|y con ello
a=zAy, f=xAy" . DadosU € S(B) yy € B
diremos que y es U admisible si U € p(x Ay) y

lo(x Ay)| < |B].Seal' = {U € S(B) : Iy e B.
tal que y es U-admisible}, A = {y € B : U € S(B)
tal que y esU-admisible } C B.Notemos quesi U € I,
entonces existey € A talque [ ¢ o(x Ay) por lo tan-

to:
I c U ez ANa)
acA



de lo cual se sigue

INRE

Suglw(svm)! < |B] - [B] = |[B] < |¢(z)|
ac

por lo tanto sean F, G € ¢(z)\T, F # G. Sea

to los ultrafiltros asociados a f y g son distintos ya que
de lo contrario 0 perteneceria a ellos.

Es asi como Es asf como |S(X)| > 2%o 'y de hecho
|S(X)| = 2% ya que por el lema 3.1.1 |§(%)] < 2P| =

2%,

Luego X es una subdlgebra enumerable de B (y por lo
tanto de C ) no magra.

y e Btalquey € F , y* € G. Entonces|p(zAy)| > [B| (“=") Esta direccion es clara. ul

, |o(x Ay*)| > |B| ya que de lo contrario y es F-admi-
sible 0 4* es (G- admisible y por lo tanto F o Gestarian

enl'. v

Definiciéon 3.2. Sea 3 una algebra booleana. Decimos
que B es super-magra si todas las subélgebras de B son
magras.

Presentamos ahora una caracterizacion de las algebras
booleanas super-magras.

Teorema 3.2. Sea C algebra booleana infinita. Entonces
C es super-magra si y solamente si todas sus subalgebras
enumerables son magras.

Demostracion: (“<”) Probaremos la contrarreciproca.
Sea Buna subélgebra de C tal que B no es magra. Enton-
ces|S(B)| > |B|o de otra forma: |p(1)] > |. Porel
lema anterior podemos definir inductivamente para cada
ke€w, fe2* unpunto Xf)..rk—1) € B

tal que:

L e (Xf0)...pe-1) | > B
2. XovV X1 =1, Xg AN X1 =0y en general:
a) Xy(0)...7(k—1)0 N Xf(0)..p(h—1)1 = 0
b) X0)...sk—1)0 V Xf(0)...p(k—1)1 = Xf(0)...f(k—1)

SeaAk= {X;: f € 2"} A, = | A
Es claro que’Aoo’ = Ngyporlotantosi ¥ — (A
entonces ‘Z}’ = Ny.

)

Cada rama del anterior arbol binario tiene la p.i.fy por lo
tanto puede extenderse a un ultrafiltro en . Ahora, si
f,g9 € 2% son tales que f # g, entonces existe un me-
nor i € w tal que g(i) # f(3).

Esasicomo Xy, ri) A Xy0)...r(i) = 0 y por lo tan-
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Corolario 3.1. No existe algebra booleana 3 enumerable

tal que
Ro < |S(B)| < 2%

Demostracién: Se demostrara en realidad que si B es un
algebra booleana enumerable y |S(B)| < 2%, entonces
|S(B)| = Yo, y con ello el tamafio del espacio de Stone
es enumerable o es el maximo posible.

Supongamos por contradiccion que |B| = R v |S(B)|
> Np, es decir: Bno es magra. Entonces por la prueba
del teorema anterior existe A subalgebra enumerable de
B tal que |S(A)| = 2%°. Ya que la inclusién deAen
B es un homomorfismo inyectivo entonces

f:5(B) = 5(A)
U—UnNA
es continua y sobreyectiva (ver [BM, CH. 4, § 6, Th 6.4
]). Porlo tanto |S(B)| > |S(A)| = 2%0. Y esto Gltimo
contradice que | ()| < 280, Por lo tanto|S(B)| = Ny.

Presentamos ahora otra caracterizacion de las algebras
booleanas super-magras.

Teorema 3.3. Sea B una algebra booleana. B es super-
magra si y solamente si no existe arbol binario

(rs: 8 € <92), 25 # 0 contenido en Btal que

T~ NZs~1 =0y x5~V Ts~1 = Zs.

Demostracién: Si existe un arbol binario(z; :
xs # 0 contenido en Btal que
Ts~0NTs~1 =0y X5~V Ts~1 =2Ts cada rama
de dicho arbol tiene la propiedad de interseccio-
nes finitas por construccion y por lo tanto puede ex-
tenderse a un ultrafiltroen ¥ = ({z; : s € <“2})
Ultrafiltros asociados a ramas distintas son distintos ya
que z3~9 A xs~1 = 0. Luego [S(2)| > wy [¥| = w.
Es decir B no es super-magra. Reciprocamente si 5 no es

s € <¥2),

Algebras Booleanas Super-Magras y algunas aplicaciones a la Teoria de Modelos
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super-magra entonces existe I' < B tal que |T'| =

wy |S(T)| >w.Seap:T' — C(S(I")) isomorfismo
como en el teorema de representacion de Stone. Tenemos
que(1) = S(T)y por lo tanto  [£(1)] > [I'[Por el lema
3.2 tenemos que existen zo,z1 € I', 9,21 #0 tales
que zgAxy =0, 29V =1y |p(xg) > T,
lp(a1)] > |L.
Iterando este lema obtenemos arbol binario

(xs s € <92), x5 # Otal quexs~g A x5~ =0y
Ts~0 V Tg~1 = Ts. ol

4. Teoria de Modelos

La teoria de modelos se puede describir como la rama
de la l6gica matematica que describe las conexiones en-
tre los lenguajes y sus interpretaciones. Los objetos que
desempefian un papel fundamental son las formulas de un
lenguaje y las estructuras de un lenguaje.

4.1. Definiciones basicas y algunos resultados
Presentamos en esta seccion algunos hechos y definicio-
nes de la teoria de modelos. Asumimos familiaridad del
lector con las definiciones de lenguaje de primer orden,
formulas, sentencias, estructuras, modelos, satisfaccion,
consistencia, compacidad. Como referencia de esta sec-
cion sitamos a Chang y Keisler en Model Theory (Ams-
terdam: Noth Holland, 1973).

Definicion 4.1. (Definiciones Basicas)

1. Una teoria en un lenguaje £ es un conjunto consistente
de sentencias de £ . Una teoria es completa si todos los
modelos de la teoria satisfacen exactamente las mismas
sentencias.

2. Si Les un lenguaje y X es un conjunto, £x denota el
lenguaje obtenido al afiadir a un nuevo simbolo de cons-
tante por cada elemento de X . Usualmente se notara de
igual forma el elemento de X y su simbolo de constante.
Dada una estructura A y X C A, 2Ax denota la ex-
pansionde A a Lx en la cual se interpreta al simbolo
de constante @ € X por el elemento a.

3. Dados dos modelos2l y B en un lenguajeL, una fun-
cion F': A — Bes un isomorfismo sif’'es una biyeccion,

y para todos los simbolosS € Lse tiene queF (S*) = S entonces existe a € A tal que B = p(a,a1,. ..

4. La teoria completa de un modelo 2/ es el conjunto
Th(A) = {¢ € Sentencias(L) : A = ¢}.
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5. Dos modelos 2 y 9B son elementalmente equivalen-
tes, denotado A = B, si Th(A) = Th(B).

6. Dados dos modelos 2l y B en un lenguaje : £, A es
submodelo de B, denotado 9 C 9B, si:

Si;. ACB

Sy. ¢% = ¢ para todo simbolo de constante ¢ en L.
S3. F* = F® | Anpara todo simbolo de funcion F'

n-adico en L.

Sy. R* = R® N A" para todo simbolo de relacion R

n-adico en L.

7. Dados dos modelos & ¥ B en un lenguaje: £, A

es submodelo elemental de ‘B , denotado
A <B, si:
SE;. ACB
SE5. Para toda formula (1, x9,...,Ty)
de L, yai,as,...,a, € A,
A E plar,ag,...,a,) < B = plar,as,...,ap)

Esta ultima nocidn trata de capturar “todas” las propie-
dades de primer orden y no simplemente las propiedades
atomicas de un estructura. Por ejemplo: Si Q, Q deno-
ta el campo de los racionales y el de los algebraicos res-
pectivamente, tenemos que Q C @,pero Q £ Q,

ya que —1 tiene raiz cuadrada en (Q, pero no en QQ.

Observacion 4.1.

A <DB siy solamente si A CTB y Ay =By,

El siguiente teorema indica cuando un submodelo puede
no ser submodelo elemental: la falta de testigos para los
cuantificadores existenciales.

Teorema 4.1. (TEST DE TARSKI-VAUGHT) Dados dos
modelos Q[ y 9B en un lenguaje £, 2l < Bsi y solamente
Si:

1. A CB.
2. Para todas las formulas ©(z, 21, ..., Zy)
€ L' yay,as,...,a, en A, siB = Jxp(z,a,...,a,),

, n)-



Los siguientes teoremas permiten construir modelos con
algin tamafio especifico. Esta versatilidad muestra algu-
nas de las limitaciones de expresion de la 16gica de primer
orden.

Teorema 4.2. (TEOREMA DE LOWENHEIM-SKO-
LEM) Una teoriaT’ en un lenguaje £ que tiene modelos
infinitos tiene modelos en cada cardinal £ > |£] + w.

Teorema 4.3. (Teorema descendente de Lowenheim-Sko-
lem-Tarski) Sea 21 un modelo de tipo £ de tamafio

a, y Ll +w < B < a Dado X C A, |X| < g,
existe ¢ < A tal que X C C y|C| = 0.

4.2. Saturacion y Tipos

Sea T’ una teoria consistente en un lenguaje £. Diremos
que un conjunto de formulas X (z) C L' es consistente
conT si T U X(x) es consistente. Un n-tipo parcial de
T esun conjunto  (x1,x2,...,o,) C L™ consistente
con 7. Un n-tipo completo de " es un conjunto
Y(x1,29,...,2,) € L™ consistente conT' y que es
maximal respecto a la anterior propiedad. El espacio de
tipos de T'. es el conjunto

Sp(T) ={p : p es un n-tipo completo de T'}

Sea® =T v p € S,(T). Una realizacion dep € Sn(T)
esunatupla g € D" talque® | p(a).
Para cada n-tupla @ en un modelo ®de 7'¢l conjunto

tp®(a) = {(z) € L" : D | p(a)}
es un n-tipo completo de 7l cual es llamado tipo dea en

D Por el Teorema de Compacidad se puede demostrar que
todos los tipos son de esta forma; es decir:

S, (T) = {tp®(a) : @ € D" para algiin ® = T}

Enunciamos a continuacén algunos resultados basicos so-
bre la realizacion de tipos.
Lema 4.1. Sea?l una estructura infinita, y Y C A.

1. Sip € Sp(Th(Uy)), entonces existeSB > 9 tal que
P esrealizado en By y |B| = |A|.

2. Eziste B = U, |B| < |A| - 224 @YD tal que todo
p € S, (Th(2y)) es realizado en‘B.
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Demostracion: Ver [S, Prop 15.1]. ™

Definicion 4.2. Sea®?l una estructura, y Y C A. A es sa-
turado sobre Y, sitodo p € S (Th(y)) es realizado
en 2Ay. Supongamos x es un cardinal infinito2es x-sa

turado si 2 es saturado sobre todoY C Atal que|Y'| < k.

2 es saturado si 2 es |A|-saturado.
Ejemplos:

1. Toda estructura finita es w-saturada.

2.(Q, <) es saturado.

3. C (nimeros complejos vistos como cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica 0) es saturado.

Las estructuras saturadas no son muy comunes. Muchos
de los resultados de existencia de estructuras saturadas
usan hipdtesis conjuntistas (frecuentemente CH, GCH o
existencia de inaccesibles) que pueden generar dificulta-
des. Concluimos esta seccion con el siguiente resultado
positivo en la anterior direccion:

Teorema 4.4. Sea9(una estructura infinita. Para cada car-
dinal infinito  existe una estructura  tsaturada 8 =2
tal que |B| < |A]".

Demostracion: Ver [S, Th 16.4]. ™

4.3. Aigebra de Lindenbaum

Sea 1" una teoria consistente en un lenguaje £. En esta
seccion mostraremos que ' da lugar a varias algebras
booleanas que pueden ser usadas para investigar la pro-
piedades modelo-tedricas de 1'. Como referencia a esta
seccion se tiene [BM, Ch. 5 §5]. Definimos una relacion
= en L" de la siguiente manera:

pZ2Y<—=TrFp—y

~Y

Se tiene entonces que =2 es una relacion de equivalencia
enl". Sea B, (T) = £"/~ Se tiene entonces que B,, (T)
es una algebra booleana. Las operaciones booleanas en
B,,(T) estan dadas por:
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De ahora en adelante al algebra booleana B,,(T)se le lla-
mara algebra de Lindenbaum de 7.

4.4. Ultrafiltrosde B, (T') ytiposde T’

SeaTuna teoria completa y seap € £". Definimos |||
como el conjunto {p € S,,(T") : ¢ € p}.

El siguiente resultado, que se enuncia sin demostracion,
le da una topologia muy agradable a S,, (7).

Teorema 4.5{ ||| : ¢ € L"}es una base para una topo-
logia en S,,(T'). Con esta topologia.S,,(T)es un espacio
booleano.

Por el teorema de representacion de Stone, se tiene que
Sy (T')es homeomorfo al espacio de Stone de una algebra

booleana. En este caso dicha algebra booleana es By, (T').

Esto se debe al siguiente hecho:

=9 = |l = vl

De esto se concluye que B, (7').y el lgebra caracteristica
deS,,(T)son isomorfas y por lo tanto se tiene:

Teorema 4.6. Sea

F:S,(T) — S(Bu(T
p = {l¢lx:

)

© € p}
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Entonces F' es un homeomorfismo.

Este 0ltimo hecho permite identificar de forma natural
tipos con ultrafiltros. El siguiente lema se usarara en el
ultimo capitulo. La demostracion puede encontrarse en
[BM].

Lema 4.2. Sea 1" una teoria completa y Uultrafiltro de

B, (T). Entonces {¢ : [¢]~ € U} es un conjunto de
formulas maximal consistente con 1'.

5. Conexiones

En esta seccion se introduce la nociéon modelo-tedrica de
teoria Kk-estable. El resultado principal es el teorema 5.1,
el cual relaciona la nocion de algebra super-magra y de
w-estabilidad de una teoria.

Haciendo uso de este Ultimo teorema se pueden simpli-
ficar considerablemente muchos aspectos del teorema de
Morley.

1Este lema es valido en cualquier algebra con operaciones finitarias.
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5.1. Teorias k-estables.

Comenzamos con una definiciéon. De ahora en adelante T’
es una teoria enumerable con modelos infinitos.

Definicion 5.1. (Morley). Sea T una teoria. " es k-estable
si [S1(Th(2A4))| = k cuando 2 es un modelo de T'de
cardinalidad .

El siguiente lema es un resultado técnico, necesario para
generalizar el teorema 5.1 a todas las algebras de Lin-
denbaum.

Lema 5.1. Sea T" una teoria k-estable. Entonces para
todo2l =T y n < w si |A| = k entonces
|Sn(Th(2A4))| = k.

Demostracion: Por induccion: Sea A = T' tal que ||
= K. Paran = 1 no hay nada que demostrar. Suponga-
mos n > 1 ysea B = 9 tal que®B realiza todos
los tipos de Sy, 1 (A) = Sp11(Th(A4))

(Ver el lema 4.1). Supongamos por contradiccion que
|Sp+1(20)| # k. Hay dos casos:

Caso 1. |Sp+1()| < k.

En este caso, ya que |Sn ()| < [Sn+1()ltenemos que
|S,(2A)| < K, lo cual contradice la hipotesis de induc-
cion.

Caso 2.|S,+1(20)| > k.

Paracada ¢ € S,41(2), sea ap, b, en B", B res-

pectivamente tales que

Consideremos para cada ¢ € S,,+1(21), tp(q) =

{o(xo,z1,...,2n—1) € La : Ba = p(ap)}.

Se sigue que para cada g € S, .1 (), tp(q) € Sp

(Th(B4)) = Sp(Th(A4)) (Esta Gltima igualdad ya

que B > Ay por lo tanto Th(B4) = Th(A4)). Tene-

mos entonces que ' = {tp q) : q€

Sn41(A)} C S, (A)Luego, si|I'| > £ entonces | .S, ()]
esto ultimo contradice la hipotesis de induccion.

Luego |I'| < k.

Ya quer™ es regular y | S, 1()| > wT, existe,

QC Sp(2A), |2 =k tal que todos los tipos tp(q)
q € Q son iguales®. Sea p € Q fijo, y para cada

g € Qsea Ay = {p(dp, zn) € Laviay = P(@o, 21,
. ,xn) c q}.Tenemos entonces que {Aq 1q€E Q}

?



es una coleccion de tipos distintos sobre T'h(B 4, {@ })
Luego |S1(Th(B avga,y))| > KT

Yaque |[AU{a,}| = Kk y |B| > K, por el teorema des-
cendente de Lowenheim-Skolem-Tarski, existe € < ‘B
tal que |C| = vy AU {dp} € C. Notemos ahora que
Th(€c) = Th(Bc) 2 Th(‘BAu{a;,}) y por lo tanto
SUTh(B s < 151(€)]. Yaque T es w-estable
y |C| = x entonce |S1(€)| = k. Tenemos entonces
que:
RE < [SUTR(B avgay))| < K

lo cual es una contradiccion. Esto concluye la demostra-

cion. ]

5.2. Teorias w-estables y algebras super-ma-
gras

Presentamos en esta seccion la principal aplicabilidad de
las 4lgebras super-magras a la teoria de modelos. Usando
argumentos desarrollados en anteriores secciones, presen-
tamos una prueba de un primer resultado (teorema 5.1)
debido a Morley en su célebre prueba de la conjetura de
Los [M65].

Teorema 5.1. Sea 7" una teoria. T'es w-estable siy solo
siparatodo A = T, n < wel algebra B, (Th(™A4))
es super-magra.

Demostracién: (“=")Por contradiccion. Supongamos T’
es w-estable y para alginn < w, B, (Th(24))no es su-
per-magra. Por el teorema 3.3 existe arbol binario ([ws]% :
_s € <¥2) tal que [dzsﬂo]]g As~1]le =0y
[hs~o0]e V [s~1la = [¥s]~-Consideremos ahora el
arbol (s : s € <¥2). Sea X el conjunto de pardme-
tros de2Anombrados en alguna féormula del anterior arbol.
Es claro que | X| = w. Por el teorema descendente de
Lowenheim-Skolem-Tarski, existe B < 2l tal que |B| =
wy X C B. Tenemos luego que B =T

Mostremos ahora que|S, (Th(Bpg))| > wcon lo cual se
llega a una contradiccion, ya que por el teorema anterior,
al ser T' w-estable, tenemos que |S,,(Th(Bg))| = w.
Veamos primero que cada rama del arbol(¢)s : s € <¥2)
es consistente con Th(Bp). Para ello tomemos un sub-
conjunto finito A de una rama. Por construccion /\¢€ N

£ 0.

2Este Gltimo hecho podria llamarse con todo derecho un “principio de casillas’
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Luego [AweA w] _ 7 0-Esdecir: Th(A4) ¥ - Nyena
Y. Yaque Th(Bp) C Th(A,) tenemos'que Th(Bp) .
¥ _‘/\zpeA Y. Luego Th(Bp)U /\¢€A1p es con-
sistente. Por compacidad cada rama del anterior arbol es
consistente con Th(Bp) y por lo tanto se puede exten-
dera p € S,(Th(Bp)). Yaque [s~0]x A [ts—1]x
= 0 entonces tipos asociados a ramas distintas son
distintos. Se sigue que |S,,(Th(Bg))| > 2¥ > w.

(“<=") Supongamos que existe B = T talque |B| =
w_y |S1(Th(BR))| > w.Tenemos que |Sentencias
(Lp)| = |L|+|B|+w = w.Luego |Th(Bp)| =w. Se
sigue que |B1(Th(Bg))| <w ydehecho |Bi(Th
(Bp))| = wyaque de lo contrario si| B1 (Th(Bp))| <w
entonces |S(B1(Th(Bp)))| < w (Una lgebra booleana
finita tiene finitos ultrafiltros); pero esto contradice que
IS(BUTR(B )| = |5, (Th(B))| > w. Luego
Bi(Th(Bp)) es una ‘dlgebra booleana enumerable
con espacio de Stone no enumerable. Luego By (Th(B5))
no es super-magra. Esto concluye la demostracion.

Corolario 5.1. (MORLEY). Sea Tuna teoria. Si 7' es o-
estable entonces 1" es k-estable para todo k > w.

Demostracién: Supongamos 1’ no es x-estable en al-
glin kK > w. Sea A =T tal que |A| =k y
|S1(Th(A4))| > . Tenemos que |B(Th(™Aa))| =~
¢ IS(BUTh(@))| > k. LuegoBy (Th(2a))no es
super-magra. Por el teorema anterior 7' noes w-esta-
ble.

> generalizado.
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