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Resumen

El retardo en sistemas de control es una caracteristica presente con
frecuencia en los sistemas reales debido al transporte de objetos o de
informacién, a la conexién en serie de multiples sistemas o al retardo
propio del procesamiento y de los sensores, entre otros. Recientemente se
han presentado diversos trabajos para la identificacién del retardo ex-
terno en sistemas MIMO, estos trabajos estéan orientados a la identifica-
cién y control on-line de sistemas MIMO y utilizan una estructura multi-
modelo basada en el predictor de Smith modificado utilizando diferentes
métodos de busqueda directa. Como es de suponer, para realizar tanto la
implementacién del algoritmo, como para obtener el analisis de conver-
gencia y estabilidad, es necesario tener las ecuaciones en lazo cerrado del
predictor de Smith modificado. Sin embargo, en estos trabajos no se pre-
senta el procedimiento analitico por no tratarse del objeto principal, se
presentan solo las ecuaciones de lazo cerrado sin el procedimiento para su
obtencién. Por tanto y para subsanar esta falta, en este trabajo se presen-
ta la forma analitica para deducir las ecuaciones en lazo cerrado de un
predictor de Smith modificado.

Palabras clave
Predictor de Smith modificado; sistemas inestables; sistemas con re-
tardo; compensacion; prediceion.

Abstract

The delay in control systems is a feature frequently in real systems
due to the transport of objects or information, a series connection of
multiple systems or own processing and sensors delay, among others.
Recently there have been several studies to identify the external delay
MIMO systems, these works are focused on identification and on-line
control of MIMO systems and use a multimodel structure based on
modified Smith predictor using different search method. It is clear that
for the implementation of the algorithm, and to obtain the convergence
and stability analysis, it is necessary to have closed-loop equations of
modified Smith predictor. However, in these works is not presented the
analytical procedure, not be the main object, displaying only the closed
loop equations without the procedure for obtaining it. Therefore, to
respond, in this paper, we present an analytical way to derive the closed-
loop equations of a modified Smith predictor.

Keywords
Modified Smith predictor; unstable systems; delay systems;
compensation; prediction.
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1. INTRODUCCION

La presencia de un retardo externo en un proceso implica una
dificultad adicional en el disefio de su sistema de automatizacién.
La razén de esta dificultad es bien conocida: el retardo externo se
convierte en interno al cerrarse el lazo de realimentacién. Esta
dificultad es atin mayor en el caso de sistemas MIMO.

El efecto del retardo sobre el sistema esta relacionado directa-
mente con la relacién entre la constante de tiempo del sistema y el
tamario del retardo. Diferentes enfoques se pueden utilizar para
hacer frente al retardo. Por un lado, si el retardo es pequeiio en
comparacion con la constante de tiempo del sistema, el controlador
se puede disefnar haciendo una aproximacién del retardo. Por otro
lado, cuando el retardo es grande en comparacién con la constante
de tiempo del sistema, no se recomienda hacer una aproximacién.
En este caso el problema se puede enfocar usando un esquema de
compensacion del retardo como el predictor de Smith (PS).

El PS permite disefiar el controlador de una manera éptima
aislando el retardo. Su principal inconveniente es su reducida
robustez frente a incertidumbres en el modelo de la planta y su
aplicacién unicamente en sistemas estables. Recientemente, un
enfoque basado en la identificacién y control de sistemas con incer-
tidumbre en el retardo ha sido propuesta para sistemas estables
(Alcantara, Ibeas, Herrera, Vilanova, & Pedret, 2009) (Herrera,
Ibeas, Alcantara, & de la Sen, 2011) e inestables (Herrera, Ibeas,
Alcantara, & Vilanova, 2010) (Herrera & Ibeas, 2012). El enfoque
presentado en (Alcantara, Ibeas, Herrera, Vilanova, & Pedret,
2009) se basa en el PS y un esquema multimodelo. Este enfoque se
extiende a sistemas estables, inestables e integrativos en (Herrera
& Ibeas, 2012). El enfoque tiene el mismo marco, pero en este caso,
el esquema se basa en el PS modificado propuesto por (Majhi &
Atherton, 1999). En estos trabajos se presenta una breve introduc-
cion tanto del PS como del PS modificado, pero por cuestion de
espacio en ningun caso se realiza un analisis profundo de su com-
portamiento y de sus propiedades en relaciéon a incertidumbres en
los parametros del proceso.

Por lo anterior, este trabajo se centra en el analisis del PSM.
Para ello se realiza el desarrollo analitico de la ecuacién en lazo

v
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cerrado del PS modificado para sistemas MIMO. Asi mismo, se
presentan simulaciones que corroboran la autenticidad de la ecua-
cién obtenida.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la Sec-
cién 2 se presenta una breve revision del PS. En la Seccién 3 se
presenta el predictor de Smith modificado. Los ejemplos de simu-
lacién se presentan en la Seccién 4. Finalmente, la Seccién 5 con-
centra las principales conclusiones.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Consideremos el siguiente modelo en espacio de estados para
describir un sistema MIMO:

x(t) = Ax(t) + Br(t —h"),  y(t+h¥) =Cx() +Dr(t—h") (1)

Donde x(t) € R? denota el vector de estado, A € R7*? es la ma-
triz del Sistema; B € R7*" es la matriz de entrada; C € R™*4 es la
matriz de salida; D € R™" es la matriz de perturbaciones;
r(t) € R" y y(t) € R™ son los vectores de entrada y salida, respec-
tivamente, los cuales se definen como:

r(t—h") = [ry(t — kD)7 (£ = B, ..o 1 (6 — )]

y(t+hY) = [n(t +hy), 7 (t = h (= h%))]T .

Donde los vectores de entrada y salida con retardos se definen
como:

h" = [k}, R, ..., h5]T ®
T
hY = [k, 1), ..., k2]

Realizando la transformada de Laplace de (1), esta se puede
escribir como el siguiente matriz de transferencia MIMO:

G(s) = (Gij(s)) = (Gg.f(s)e_hifs) 4)
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dondei,j EN1<i<m1<j<ny

h) +h] - hI+h],
k), +hl - h) +h]

es la matriz que contiene los retardos de cada canal, los cuales
recogen el retardo de la entrada y de la salida.

Por lo tanto, G(s) es una matriz de funcién de transferencia
m X n la cual relaciona el vector de salida Y(s) (talla m) con el
vector de entrada R(s) (talla n), la cual se descompone en un factor
libre de retardo ijl.f (s) y termino solo de retardo h;;. La funcién de
transferencia (4) se puede factorizar usando el producto Schur (o
componente a componente) (BERNSTEIN, 2005).

G(s) = GY(s)-D(s)
G(s) = (Giljf(s)) . (e—hijs) — (G-‘}f(s)e_hijs) (6)

14

Donde Gi‘j-f (s) representa la parte que contiene Unicamente la
componente racional del sistema y D(s) es una matriz que contiene
unicamente los retardos. Una vez que se tiene desacoplado es
sistema MIMO en dos matrices, se puede aplicar el predictor de
Smith modificado.

3. PREDICTOR DE SMITH MODIFICADO PARA SISTEMAS MIMO

La versién MIMO del PS modificado (Majhi & Atherton, 1999)
se muestra en la Fig. 1. G (s) - H y G¥ (s) - H son las funciones de
transferencia del modelo de la planta y del sistema real, respecti-
vamente.

Esta estructura tiene tres controladores, los cuales son disena-
dos para diferentes objetivos:

1) Gg =diag(Gey),i =12,..,n, en el lazo interior se disefia
para preestabilizar GV .

1) G¢ =diag(Ge),i =1,2,..,n, se utiliza para el seguimiento a
la referencia.
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) G, = diag(Gez),t = 1,2,...,n, se utiliza para el rechazo a
las perturbaciones.

Se puede observar que cuando Go; = 0y G, = 0, se obtiene la
version estandar del predictor de Smith para sistemas estables.

"(")+G© G u(r) ¥(t)

PY(s)- H (s)

PY (s)- {'1‘(.\-);@
G, \*{ l-"“ ()
&

Fig. 1. Esquema bésico del predictor de Smith. Fuente: Autores

3.1 Ecuacion de Lazo Cerrado del Predictor de Smith
Modificado para Sistema MIMO

En este caso la complejidad para obtener la ecuaciéon en lazo
cerrado radica en la naturaleza MIMO del sistema. Se hace uso de
las variables instrumentales U,T y U,, para desarrollar la ecua-
cién. El procedimiento que se desarrolla a continuacién permite

obtener la ecuacién en lazo cerrado del PS modificado para siste-
mas MIMO.

U, = G¢(R + PHT — PHU — PT) (7)
U, se puede reescribir de la siguiente manera:

Uy = G¢(R — PHU) + G.(PH - P)T 8)
donde T, viene dado por:

T=(I+GxP) U, 9)
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Reemplazando (9) en (8), se tiene:
IO A\-1
Uy = Gc(R — PHU) + Gc(PH — P)(I + G, P) U, (10)

Factorizando U; de (10), se obtiene:
PPN ~\—-1\"1
U, = (1 — Gc(PA - P)(I + G, P) ) Gc(R — PHU) (11)

Usando la propiedad de la inversa de matrices la cual dice que
la inversa de dos matrices es el producto de las inversas cambian-
do el orden, (I —BA™Y)™' = A(4A—B) %, para Ay B € R™, (11) se
puede reescribir como:

Uy = (I + G P)F1G(R — PHU) (12)
donde F7'=(I+[G¢ + Gc]P - Gcﬁﬁ)_lpor comodidad en el

desarrollo de las siguientes ecuaciones. El siguiente paso es definir

la senal de control U.

U="U, +(G,PH — G,P)T — G,PHU (13)

Reemplazando (9) y (11) en (13), se obtiene:

U =Uy + (Ge2PA = Gy P)(I + GeyP) Uy — Gy PHU (14)

Factorizando U; en (14):

U= (1+(6cPA = Gy P)(I + Gy P) ") Uy — Ge,PHU (15)

Ec. (15) se puede escribir de la siguiente manera:

U= ((1 + Gy P) (1 + Gy P) " + (GeoPH — GoyP) (1 + Gmﬁ)'l) U, — Ge,PHU (16)

Factorizando el término (I + 66113)_1 de (16), se obtiene:
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U= (I+GePR)(I + GeyP) Uy — GeyPHU 17
Reemplazando (12) en (17), se llega:
U=(I+G,PH)(I+ GClﬁ)_l(l + Gc1P)F~1G¢(R — PHU) — G¢,PHU (18)

La cual cancelando el término (I + GClP)_l(I + G, P), se escri-
be de la siguiente manera:

U= (I+GPA)F1G.(R — PHU) — G, PHU (19)
Factorizando U de (20), se obtiene:
(U +GeoPHY + (I + G, PA)F'GePH) U = (I + G, PA)FGR - (20)

Factorizando (I + G,PH)F~* del lado izquierdo de 20, se obtie-
ne:

(I + G, PA)F! (((1 + Gczﬁﬁ)F‘l)_l (I + G¢,PH) + GCPH) U

@1
= (I + G, PH)F'G.R

Cancelando (I + G, PA)F! y organizando a
o~ _1 o~ S\ T . .
((1 + GCZPH)F‘l) = F(I + G, PH) ' (21) se puede escribir como:

(F(I + GePA) ™" + Ge;PH) + GcPH) U = GR (22)

Sacando inversa a ambos lados y reemplazando F la sefial de
control U, toma la siguiente forma:

U= ((1 + [Gey + GelP — GePR)(I + Ge,PA) ™ (I + G, PH)
5 (23)
n GCPH) G.R

Tecno Légicas
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Dado que la ecuaciéon en lazo cerrado viene determinada por la
siguiente ecuacion:

Y = PHU (24)

Reemplazando (23) en (24) se obtiene:
Y = PH ((1 +[Gey + GelP = GePA)(I + G, PA) (I + G, PH) + GCPH>71 GcR (25)

De (25) se puede ver que cuando P = P y H = H, (25) se puede
escribir como:

Y = PH(I + [Gey + Gc]P)  GeR (26)

Cuya ecuacién caracteristica (I + [G¢, +GC]I3)_1 no depende
del retardo.

4. EJEMPLOS

En esta seccién se muestran como la ecuacién obtenida repre-
senta claramente la funcién de transferencia en lazo cerrado del
PS modificado. Se presentan dos pruebas, en primer lugar se pre-
senta una simulacién para un valor de H = H, de esta manera se
muestra que efectivamente la ecuacién representa correctamente
las dinamicas del PSM. Paso seguido se presenta una simulacién
para H # H es decir usando (26). En los dos casos los resultados se
comparan con el bloque en simulink mostrado en la Fig. 2.

4.1 Respuesta de la Ecuacion en Lazo Cerrado del PS
Modificado para H = H

Con esta prueba se demuestra que la ecuacién obtenida repre-
senta correctamente la respuesta en lazo cerrado del PS modifica-
do. En este caso se supone un completo conocimiento del retardo
de la planta, es decir, H = H. En este caso la planta y el modelo de
la planta, vienen dados por:

v
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Fig. 2. Representacién en Simulink del PSM. Fuente: Autores

4e™4S  23e74S 4 2.3
— _ s—-1 s+2 | s1 s+2

G =Gm= 2.5¢74S 38745 Gom=|%s 33 (27
s+1.5 s=2 s+1.5 s-2

Los controladores toman la siguiente forma:

s+13
_ |s(s+14) 4 0 _[1.4 0
Ge =0 g JGe=[y v Gee=[ D (28)
s(s+14)

En las Fig. 3 y 4 se muestra la sefial de salida para el canal 1y
2, respectivamente. La linea negra muestra el valor de la salida
obtenido por medio de la ecuacién (25). La respuesta punteada
representa la salida obtenida con el Simulink. Se puede ver clara-
mente que las dos respuestas tienen el mismo comportamiento, lo
cual da a entender que la ecuacién (25) efectivamente representa
el lazo cerrado del PS modificado.

4.2 Respuesta de la Ecuacion en Lazo Cerrado del PS
Modificado para H = H

En este caso se supone que existe una discrepancia entre el
verdadero retardo y el retardo nominal, es decir, H # H. Por lo
tanto, G y Gom tienen los valores dados por (27), mientras que Gm
toma el siguiente valor:
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o | | | | | |

-] 10 15 20 25 30 3
Time (Seg.)

Fig. 3. Sefial de salida cuando H = H, canal 1. Fuente: Autores

o | | | I | |

2} 10 15 20 25 30 35!
Time (Seg.)

Fig. 4. Sefial de salida cuando H = H, canal 2. Fuente: Autores

[ 4e~4s 2.36_451

_ [ s—1 s+2 |

Gm =15 56745 3¢
ls + 1.5 s—2

a0

(29)

En las Fig. 5 y 6 se muestra la sefial de salida para el canal 1y
2, respectivamente. Se puede ver claramente que las dos respues-

tas tienen el mismo comportamiento.
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1 L | | ! I
5 10 15 25 30 35 40

20
Tiempo (Seg.)
Fig. 5. Sefial de salida cuando H # H, canal 1. Fuente: Autores

1 L L I L |
5 10 15 25 30 3 40

TiempéD(Seg.)
Fig. 6. Sefial de salida cuando H # H, canal 2. Fuente: Autores

5. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el desarrollo analitico de la ecuacién en
lazo cerrado del PSM. El desarrollo de la ecuacién hace uso del
algebra lineal la cual permite tener una mejor comprensién del
problema. Esta ecuacién permite comprender de una manera
intuitiva el funcionamiento del PSM. De igual manera al obtener
una ecuacién que represente el lazo cerrado esta se puede utilizar
en otros procesos de simulaciéon permitiendo obtener resultados
mas facilmente.
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