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RESUMEN

Este articulo presenta lo que el autor denomina modelo computacional-
representacional de la matematica (MCRMAT), su importancia teérica para la
educacién matematicay surelacién con el uso de tecnologias informaticas en la
ensehanza de tal ciencia. A tal efecto, y desde el punto de vista de la ciencia
cognitiva, se hace un estudio de lo que son las representaciones, lo mismo que

se explica el modelo computacional-representacional de la mente (MCRM).
ABSTRACT
This paper presents the so-called computational representational model of

mathematics (MCRMATH),

education and its relation with the use of technology tools in mathematics

its theoretical importance for mathematics

teaching. To do this, from a cognitive point of view, we conduct a research study
of representations and we explain the computational-representational model of
mind (CRMM).
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Introduccion

La computadora procesa informacion. El lector familiarizado con el uso de las
computadoras, sabe que los programas computacionales se caracterizan
mediante datos y algoritmos. Los datos pueden ser numéricos y/o
alfanuméricos, es decir combinaciéon de letras del alfabeto y numeros. Un
algoritmo es un procedimiento que indica la serie de pasos y decisiones que
deben tomarse para la soluciéon de un problema. Un algoritmo opera sobre
varias clases de estructuras. En los primeros anos de formacién en la escuela, se
aprenden algoritmos para realizar las cuatro operaciones basicas de la
aritmética: suma, resta, multiplicacién y division, que luego son generalizadas,
mediante el &lgebra, para expresiones algebraicas en los estudios de

bachillerato.

La mente procesa informacién. En el modelo computacional representacional de
la mente, MCRM, se adopta la hipdtesis seguin la cual en la mente existen
representaciones mentales andlogas a estructuras de datos y procesos
computacionales semejantes a los algoritmos que usan las computadoras:
representaciones mentales mas procesos computacionales producen el

pensamiento.

La analogia entre la mente y la computadora ha sido guia importante en los
estudios sobre el funcionamiento de la mente. En tales estudios, se presenté un
punto de inflexion cuando se introdujo otro elemento importante: el cerebro.
Desde el conexionismo se propusieron ideas novedosas sobre la representacion
y los procesos computacionales, basadas en las neuronas y sus conexiones
como modelos de estructuras de datos, y del estimulo de las células nerviosas y

la diseminaciéon de la actividad neuronal como modelos de algoritmos.

\

<« » (COMPUTADORA

Figura 1. Relacién mente, cerebro y computadora
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Asi, el MCRM derivé hacia una compleja analogia tripartita que vincula la
mente, el cerebro y la computadora, como se aprecia en la Figura 1. Los tres
componentes por separado, cerebro, mente y computadora, le sirven a los
investigadores de la mente para sugerir nuevas ideas referidas a los otros dos
elementos. Existen diversos modelos computacionales de la mente, debido a
que las distintas clases de computadoras y de lenguajes de programacion
producen modelos distintos de cémo podria funcionar la mente. Las
computadoras convencionales tienen procesadores en serie, es decir, realizan
tareas computacionales una a la vez, pero existen computadoras que, lo mismo
que el cerebro, procesan la informacién en paralelo, siendo capaces de realizar
varias tareas computacionales a la vez. E1 MCRM no supone que la mente y la
computadora procesan de igual forma la correspondiente informacién. Es

simplemente una analogia.

Aunque lo discutido hasta aqui basta para los propodsitos expositivos del
articulo, es necesario decir que el MCRM podria ser incorrecto debido a que no
explica satisfactoriamente algunas cuestiones fundamentales referentes a la
mente. Existen al menos siete puntos importantes que actiian como objeciones
fundamentales al MCRM (Thagard, 2006):

1. El cerebro. E1 MCRM no tiene en cuenta cémo el cerebro realiza las
operaciones del pensamiento.

2. Las emociones. E1 MCRM no incluye el papel de las emociones en el
pensamiento.

3. La conciencia. ELMCRM no se ocupa de la importancia de la conciencia en
el pensamiento.

4. Elcuerpo. E1 MCRM se desatiende del aporte del cuerpo al pensamiento
yalaaccion.

5. El mundo. El MCRM no considera la influencia del entorno en el
pensamiento.

6. Los sistemas dindmicos. La mente no es un sistema computacional sino
dindmico.

7. La sociedad. E1MICRM no tiene en cuenta el hecho de que el pensamiento

humano es social por naturaleza.

A pesar de las objeciones precedentes, el MCRM es el mejor a nivel tedrico y

experimental entre todos los enfoques del estudio de la mente que se han
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desarrollado hasta el presente (Friedenberg & Silverman, 2006), y gran parte de
su éxito se debe al hecho de que emplea una poderosa analogia del campo de la

computacioén.

Lasrepresentaciones

2.1 Introduccion.

Como se menciondé con anterioridad, las representaciones son fundamentales
para el MCRM. Pero, qué es una representacion? Una representacion es un
simbolo o conjunto de simbolos que puede ser interpretado por la mente o por
una computadora, y de cuya interpretacién emerge un significado. Antes de
listar las caracteristicas de una representaciéon, es de utilidad describir
brevemente cuatro categorias de representacién. Un concepto hace referencia a
una sola entidad o grupo de entidades. Las palabras simples son buenos
ejemplos de conceptos. La palabra “gato” hace referencia a un tipo especifico
de animal cuadripedo. Las proposiciones son enunciados acerca del mundo y
pueden se ilustradas con sentencias. La sentencia “mi gato es de color blanco”
es una proposicién que esta hecha de conceptos. Las reglas son otra forma de
representacién que puede especificar las relaciones entre proposiciones. Por
ejemplo, la regla “si conduzco un automévil, debo usar cinturén de seguridad”,
hace la segunda proposicién dependiente de la primera. También existen
representaciones andlogas. Una analogia nos ayuda a realizar comparaciones

entre dos situaciones semejantes.

Las representaciones poseen cuatro caracteristicas fundamentales
(Hartshorne, Weiss & Burks, 1931-1958). Primera, “el portador de la
representacién” tal como un ser humano o una computadora, debe comprender
la representacion. Segunda, una representacién debe tener un contenido-
significando ello que representa uno o mas objetos. La cosa o las cosas del
mundo externo a que hace referencia la representaciéon se denominan
referentes. Tercera, una representacion también debe estar “puesta a tierra”.
Esto es, debe existir algin medio mediante el cual la representacién y su
referente estén relacionados. Cuarta, una representacion debe ser interpretable
por algun intérprete, bien sea por el portador de la representacién o por alguien

mas.
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Elhecho de que una representacién haga referencia a alguna cosa, significa que
ella es simbdlica. Todos estamos familiarizados con simbolos. Conocemos por
ejemplo que el simbolo “$” es usado para representar dinero. El simbolo por si
mismo no es el dinero real, pero en vez es un substituto que se refiere su
referente, el cual es el dinero real. En el caso de la representacién mental,
decimos que existe alguna entidad simbdlica “en la mente” que representa el
dinero real. Las representaciones mentales pueden significar diferentes tipos
de cosas y no estan limitadas a ideas conceptuales simples como “dinero”. La
investigacion sugiere que existen representaciones mentales complejas como
las reglas, por ejemplo, conocer como se maneja un carro, y las analogias, las
cuales pueden habilitarnos para resolver cierto tipo de problemas o notar

similaridades.

Las representaciones mentales humanas, especialmente las lingiiisticas, son
denominadas semadnticas; lo que es lo mismo decir que tienen significado.
Exactamente qué constituye el significado y como una representacién viene a
ser significante, son temas de debate. De acuerdo a un punto de vista, el
significado de la representacion se deriva de la relacion entre la representaciéon
v lo que ella representa. El término que describe tal relacion es intencionalidad.
La intencionalidad significa “dirigido hacia un objeto”. Los estados y eventos
mentales son intencionales. Ellos se refieren a una cosa o cosas del mundo. Si
Ud. piensa en su hermano, entonces el pensamiento acerca de su hermano esta

dirigido hacia él, y no hacia su hermana, una nube o a algun otro objeto.

Se considera que la intencionalidad tiene al menos dos propiedades. La primera
es isomorfismo, o similaridad de estructura entre la representacién y su
referente. Esta similaridad significa que uno puede proyectar diferentes
aspectos de una representacién sobre su referente. Las imagenes visuales
andlogas, discutidas posteriormente, son buenos ejemplos de esta propiedad.
Esto es porque se cree que ellas preservan las caracteristicas espaciales del
referente. Una imagen visual de un barco crucero, por ejemplo, podria tener una
extensién horizontal mas grande que la vertical, ya que tales barcos son mas
largos que altos. El investigador Stephen Kosslyn ha mostrado que toma mas
tiempo explorar una imagen visual a través de una dimensién donde las
distancias entre puntos en un objeto son mas grandes y relativamente menos
tiempo a través de una dimensién donde tales distancias son mas cortas. La

seccién sobre imagenes visuales contiene mas sobre métodos y resultados de

Revista ANFORA - Universidad Auténoma de Manizales - Colombia g Ano 17, Numero 28, enero -junio 2010



TORO CARVAIAL, Luis Alberto B
pags 151-178 MODELO COMPUTACIONAL-REPRESENTACIONAL DE LA MATEMATICA (MCRMAT)

este experimento y otros que demuestran las caracteristicas isomorficas de

imagenes.

Una segunda caracteristica de la intencionalidad tiene que ver con la relacion
entre entradas y salidas al mundo. Una representacién intencional debe ser
causada por su referente o por cosas relacionadas con él. Consecuentemente, la
activacidn (i.e., pensando en ella) debe causar comportamientos o acciones que
estanrelacionadas con el referente. Por ejemplo, si su amiga Maria le hablé a Ud.
acerca de un crucero que tomo por el Caribe el tltimo diciembre, una imagen de
un barco crucero probablemente viene a su mente. Esto podria causar que Ud. le
pregunte a ella si la comida abordo fue buena. La mencién de Maria del crucero
fue el estimulo de entrada que activé la representacion interna de un barco en su
mente. Una vez que la imagen fue activada, ella causé el comportamiento de
preguntar acerca de la comida. Esta relacion entre entradas y salidas es

conocida como una relacion causal apropiada.

2.2 Representaciones digitales.

En una representacion digital, algunas veces también conocida como
representaciéon simbolica, la informacién estd codificada en un conjunto
discreto de valores. Por ejemplo, un reloj digital representa el tiempo en forma
discreta. Existen diferentes ventajas de las representaciones digitales. Ellas
especifican valores exactamente. Los simbolos empleados en las
representaciones digitales, tales como numeros, pueden ser operados en
conjuntos mas generales de procesos que las estructuras andlogas. En
matematicas, un amplio rango de operaciones tales suma, division y elevar al
cuadrado pueden ser aplicados a las representaciones digitales numéricas. Los
resultados de tales operaciones son nuevos numeros que pueden ser

transformados mediante operaciones adicionales.

Ellenguaje puede servir como un ejemplo de una representacion mental digital
y de hecho los conceptos pueden verse como el sistema de representacién
simbdlica humana méas comtinmente usado. Los elementos basicos dellenguaje
escrito son la letras, que son simbolos discretos que se combinan de acuerdo a
un conjunto de reglas. Las combinaciones o palabras tienen significado y son
combinadas en unidades de mas alto orden, las sentencias, que también tienen

contenido semantico. Las reglas mediante las cuales las palabras son
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combinadas y transformadas en lenguaje se denomina sintaxis. La sintaxis

constituye el conjunto de operaciones permisible sobre las palabras.

2.3 Representaciones analogas.

Las representaciones andlogas, en contraste con las discretas, codifican la
informacién en forma continua. La informacién en un sistema anéalogo puede
tedricamente tomar cualquier valor no limitado por la resolucion. La resolucién
se refiere a la cantidad de detalle contenida en una representacién andloga. Las
representaciones con alta resolucién tienen correspondientemente mas
informacién. Un reloj andlogo representa el tiempo a través del movimiento de
sus manecillas. Las posiciones de las manecillas sobre el dial indica el tiempo.
Ademas de habilidad para representar gran cantidad de valores, las
representaciones analogas tienen la ventaja de proveer soluciones simples y
directas a cierto tipo de problemas. Las representaciones analogas tienen un
alto margen de error computacional y debido al menor niimero de operaciones
que pueden realizarse con ellas, tienen limitado uso en resolucién de

problemas.

Las imAgenes visuales son el mejor ejemplo de representaciones mentales
andlogas. Los investigadores en sicologia cognitiva han conducido
experimentos que sugieren fuertemente que representamos informacién visual
en forma analoga. Las imagenes capturan muchas de las mismas propiedades
que sus referentes, tales como distancias entre conjuntos de puntos
correspondientes. Los tipos de transformaciones que pueden realizarse con
imagenes son del mismo tipo de los cambios que soportan los objetos en el
mundo externo observable. Tales transformaciones incluyen rotaciones,

translaciones y reflexiones.

2.4 Lahipétesis de la codificaciéon dual.

El uso de representaciones simbdlicas/digitales y de imagenes, se denomina
colectivamente como la hipdtesis de codificacién dual. Muchas ideas pueden ser
representadas en cualquiera de las dos formas, que son intercambiables. Lo
anterior es cierto para conceptos concretos y especificos tales como “gato”,
para el cual formamos una imagen visual o una representacién verbal. Sin

embargo existen conceptos para los cuales un cédigo simbédlico es mas
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apropiado. Témese la idea de “justicia”. Esta es una idea abstracta, y aunque
podriamos asociarle una imagen tal como “el edificio de la corte de justicia”,
esta seria ambigua, pues no existiria una tnica imagen de identificacion. La
evidencia que soporta la teoria de la codificacién dual proviene de estudios en
los cuales un mejor recuerdo es demostrado para palabras que representan
conceptos concretos cuando se compara con palabras que representan
conceptos abstractos (Paivio, 1971). Larazén para esto, segun Paivio, es que dos
codigos son mejores que uno. Suponer que en un experimento sobre memoria se
le presenta a un sujeto la palabra “gato” y forma dos cédigos para recordarla. Si
el sujeto ha olvidado el ultimo cédigo, el sujeto atin podria recordar el otro. En
este caso, laimagen del “gato” podria venir a la mente atin si su representacion

simbdlica de la palabra se haya debilitado.

2.5 Representaciones proposicionales.

Las proposiciones son la tercera de la mayores categorias de representacion, en
adicién a los cédigos simbdlicos y de imagenes (Pylyshyn, 1973). De acuerdo
con la hipdtesis proposicional, las representaciones mentales tomaran la forma
de sentencias abstractas semejante a las estructuras. Las proposiciones son
buenas para capturar las relaciones entre conceptos. Por ejemplo, la sentencia
“Pedro mir6 a Maria”, especifica un tipo de relaciéon entre Pedro y Maria, y esa
relacién puede ser trasladada a cédigo simbodlico verbal, como en la forma

actual de una sentencia, o un céodigo de imagen.

Se cree que las proposiciones estan en un formato mucho maés profundo que no
es visual ni verbal. Tal formato puede describirse de mejor manera como una
relacién légica entre sus elementos constituyentes y es denotado mediante el
calculo de predicados. Un célculo de predicados es un sistema general de 16gica
que expresa con exactitud una gran variedad de aserciones y modos de
razonamiento. Por ejemplo, la sentencia “Pedro miré a Maria” puede ser

representada por un calculo de predicados tal como:
[Relacién entre elementos]([Elemento sujeto] [Elemento objeto]),
donde “Pedro” es el elemento sujeto, “Maria” el elemento objeto y “mirar” es la

relacién entre elementos. Lo que es bueno de un calculo de predicados es que

captura la estructura légica esencial de una idea compleja,
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independientemente de sus elementos actuales. Cualquier numero de sujetos,
objetos y relaciones pueden ser insertados en un formato abstracto de una
proposiciéon. De este modo se cree que una proposicién captura el significado
bésico de una idea compleja. Cuando este significado béasico se traduce en un
cédigo simbdlico o visual, puede ser expresado en una variedad de formas. Por
ejemplo, las sentencias “Pedro miré a Maria” y “Maria fue mirada por Pedro”,
son dos codigos alternativos para la misma proposicion. De igual manera, uno
podria formar diferentes imagenes visuales que conducen a la misma

proposicioén.

Aunque el célculo de predicados es una forma elegante de expresar una
proposicién, esto no significa que las proposiciones actualmente asuman este
formato en nuestros cerebros. En efecto, no es claro exactamente cémo las
proposiciones son mentalmente entendidas. Sin embargo, ellas son utiles
constructos hipotéticos, ya que las proposiciones son concisas y pueden
virtualmente especificar todas las posibles relaciones entre conceptos.

Como resumen, puede decirse que las representaciones mentales son
poderosas. Ellas permiten la creaciéon de un mundo interior sobre el cual
podemos pensar. Los subproductos de los pensamientos nos llevan a entender
y a interactuar exitosamente con el medio ambiente. Mas que vagar o rodar por
el mundo cometiendo errores o tomando riesgos, podemos usar las
representaciones para planear y realizar acciones apropiadas. Ademas, la
implementacién formal de las representaciones en un conjunto de simbolos,
como cuando contemplamos en imagenes mentales o lenguaje, permite
comunicar nuestros pensamientos a otros. Esto a su turno da lugar a formas

mas complejas y adaptativas de cooperacién social.

La computacion

3.1 Introduccion.

Las representaciones son la primera componente clave del punto de vista del
MCRM sobre los procesos mentales. Las representaciones son de escaso valor a
menos que pueda hacerse algo con ellas. Teniendo el concepto de dinero no
podemos hacer mucho por nosotros a menos que conozcamos como calcular

una propina o cémo calcular correctamente una devuelta para alguien. Desde el
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punto de vista del MCRM, la mente realiza cémputos sobre las
representaciones. Es por lo tanto importante entender como y por qué tales

mecanismos mentales operan.

¢Qué suerte de operaciones realiza la mente? Si desearamos obtener una lista
detallada de tales operaciones, tal lista podria ser interminable. Piénsese en la
habilidad matematica. Si existiera una operacién mental separada para cada
etapa de un proceso matematico, se podria decir que la mente suma, resta,
divide y asi sucesivamente. De igual forma con el lenguaje se podria decir que
existen operaciones separadas para hacer un plural, poner un verbo en tiempo
pasado, y asi sucesivamente. Es mejor pensar de las operaciones mentales
como inmersas en amplias categorias. Las categorias pueden ser definidas por
el tipo de operacién que es realizada o por el tipo de informacién sobre la que se
actila. Una lista incompleta de tales categorias podria incluir la percepcioén,
sensacién, atencién, memoria, lenguaje, razonamiento matematico,
razonamiento logico, toma de decisiones y resolucién de problemas. Muchas de
las anteriores categorias pueden incorporar virtualmente idénticos o similares
subprocesos, por ejemplo escaneo, igualacién, ordenamiento y recuperacion.
Como ejemplo, se muestra a continuacion el tipo de procesos mentales

involucrados en la solucién de un simple problema de adicién.

29
+ 57
86

Las etapas computacionales son:
9+7=16 Sumar la columna derecha
6 Almacenar seis
1Llevaruno
2+5="7 Sumar la columna izquierda
7+1=8 Sumar uno
8 Almacenar ocho
86 Almacenar elresultado

3.2 Categorias de la representaciéon mental

Se ha dicho que existen tres clases amplias de representaciéon mental -digitales,

analogas y proposicionales- cada una teniendo sus propias caracteristicas, y se
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dieron ejemplos de ellas. Sin embargo, la historia de la investigacién en ciencias
cognitivas sugiere que también existen numerosas formas de representacion
mental. Thagard (2006) propone cuatro: Estas son: conceptos, proposiciones,

reglas y analogias.

El concepto es quizas la forma maéas béasica de representaciéon mental. Un
concepto es una idea que representa cosas que hemos agrupado. El concepto
“silla” no se refiere a una silla en particular, sino que es mas general que eso. El
se refiere a todas las posibles sillas sin importar su tamano, color o forma. Los
conceptos no necesitan referirse a cosas concretas. Ellos pueden representar
ideas abstractas, por ejemplo “justicia” o "amor”. Los conceptos pueden
relacionarse en forma jerarquica, donde un concepto a un nivel de organizacién
representa todos los miembros de la clase justo bajo él. “Perros cazadores”

pertenece ala categoria perros, que su vez pertenece a la categoria animal.

Una proposicion es un enunciado o asercion tipicamente puesto en forma de una
sentencia simple. Una caracteristica esencial de una proposicién es que puede
probarse que es verdadera o falsa. Por ejemplo el enunciado “La Luna esta
hechade queso” es gramaticalmente correcta y puede representar una creencia
para algunas personas, pero es un enunciado falso. Podemos aplicar las leyes de
la logica a las proposiciones para determinar la validez de tales proposiciones.
Otro ejemplo de proposicién, tomado del campo de las matemaéticas, es “12 es
un numero primo”. Usando el concepto de numero primo, se prueba que tal
proposicién es falsa. Una inferencia logica se denomina silogismo. Un silogismo
consta de tres proposiciones. Las dos primeras proposiciones son las premisasy

latltima es la conclusion. Ejemplo:

Todos los hombres aman el futbol
Juan es un hombre
Juan ama el fiitbol

Obviamente la conclusién puede ser falsa si una de las dos premisas lo es. Sino
es verdad que todos los hombres aman el fitbol, entonces puede no ser verdad
que Juan ama el fatbol, atin si Juan es un hombre. Si Juan no es un hombre,
entonces él puede o no puede amar el fitbol, asumiendo que todos los hombres
amen el fitbol. El razonamiento logistico de ésta clase es lo mismo que

razonamiento deductivo ya mencionado.
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Debe notarse que las proposiciones son representaciones que incorporan
conceptos. La proposicion “Todos los hombres aman el futbol” incorpora los
conceptos “hombres” y “futbol”. Las proposiciones son representaciones mas
sofisticadas que los conceptos ya que ellas expresan relaciones, algunas veces
muy complejas, entre conceptos. Las reglas de la légica son consideradas como
procesos computacionales que pueden ser aplicadas a las proposiciones en
orden a determinar su validez. Sin embargo, las relaciones légicas entre
proposiciones pueden ser consideradas como una clase separada de

representaciones.

La logica no es el inico sistema para realizar operaciones sobre proposiciones.
Las reglas también lo hacen. Una regla de produccién es un enunciado
condicional de la forma “Si %, entonces y". La parte “si” de laregla se denomina
la condicién. La parte “entonces” se denomina la accién. Si la proposicion
contenida en la condicién (x) es verdadera, entonces la accion especificada por
la segunda proposiciéon (y) es llevada a cabo, de acuerdo a la regla. Las

siguientes reglas nos ayudan a conducir carro:

Si Ia luz es roja, entonces pise los frenos

Si la luz es verde, entonces pise el acelerador

En la primera regla, las dos proposiciones son “la luz roja” y “pise los frenos”.
También se pueden formar reglas mas complejas ligando las proposiciones con

las sentencias “y” y “0™:

Si la luz es roja o la luz es amarilla, entonces pise los frenos

Si la luz es verde y nadie esta en la cebra, pise el acelerador

La “o0” que liga las dos primeras proposiciones en la primera parte de la regla,
especifica que si cualquiera de las proposiciones es verdadera, la accién se lleva
acabo. Siun “y" liga las dos proposiciones, la regla especifica que ambas deben

ser verdaderas antes de que la accién sea ejecutada.

El ejemplo de proposicion respecto de ntimeros primos dada con anterioridad,
se prueba que es falsa recurriendo a la siguiente regla: “Si un nimero es primo,
entonces solamente es divisible por si mismo y por la unidad”. Dado que 12

también es divisible por 2, entonces 12 no es un nimero primo.
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Las reglas traen a discusién la cuestion de lo que el conocimiento realmente es.
Usualmente pensamos del conocimiento como factual. Una proposiciéon como
“El confite es dulce”, si es validada, proporciona una informacién factual. La
proposicién es entonces un ejemplo de conocimiento declarativo. El
conocimiento declarativo se usa para representar hechos. Nos dice qué es, y es
demostrado por la comunicacién verbal. El conocimiento procedimental, de otra
parte, representa habilidad (destreza). Nos dice como hacer algo y demostrado
por la accién. Si decimos que la Segunda Guerra Mundial se libré durante el
periodo 1939-1945, hemos demostrado un hecho aprendido en la clase de
Historia. Si escribimos un reporte para nuestros estudios doctorales, hemos
demostrado que poseemos una habilidad. Es por lo tanto muy importante que
las sentencias de procesamiento de informacién tengan alguna forma de
representar acciones si ellos ayudan a un organismo o maquina. Las reglas son

una forma de conocimiento procedimental.

Otro tipo especifico de representacion mental es la analogia, aunque como se
resalta mas adelante, la analogia puede clasificarse como una forma de
razonamiento légico. El pensamiento analdgico implica la aplicaciéon de la
familiaridad con una situacién antigua a una nueva situacién. Suponer que Ud.
nunca ha montado en tren, pero ha montado en buses muchas veces. Ud. podria
usar su conocimiento de montar en bus para imaginarse como montar en tren.
Aplicando un conocimiento que Ud. ya tiene y que es relevante para ambas
situaciones, podria capacitarlo para llevar a cabo la actual. Basado en su
experiencia anterior, Ud. podria conocer que lo primero por hacer es determinar
un horario, quizas decida entre un servicio local o uno expreso, comprar un
tiquete, esperar en la linea, pasar a bordo, colocar su equipaje, hallar un asiento,

y asisucesivamente.

Si un estudiante ha adquirido experiencia en el calculo del area de triangulos
rectangulos, puede usar ese conocimiento para calcular el area de un triangulo
isdsceles, aunque previamente no tenga experiencia en calcular el area de tales
tridngulos. Puede dividir el triangulo isésceles en dos tridngulos rectangulos.

Las analogias son un recurso en la soluciéon de problemas de tipo matematico.

Las analogias son una forma til de representacién porque ellas nos permiten
generalizar nuestro aprendizaje. No toda situacién en la vida es enteramente

nueva. Podemos aplicar lo que realmente hemos aprendido en una situacion
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similar sin tener que imaginarnos todo de nuevo. Varios modelos de
razonamiento analdgico han sido propuestos (Forbus, Genter & Law, 1995;
Holyoak & Thagard, 1995).

Modelo computacional-representacional de la matematica (MCRMAT)

4.1 La Matematica.

En un trabajo anterior (Toro, 2007) se analizd en detalle lo que matematica ha
significado a lo largo del tiempo, desde los antiguos griegos hasta nuestros
dias. En particular, la abstraccién y laidea de estructura domina por completo la
matematica moderna. El matematico examina estructuras abstractas:
numéricas, de formas, de movimiento y de cambio, de comportamiento; las
estructuras con las que se repiten los sucesos aleatorios, las de simetria, las de
regularidad; las estructuras del razonamiento; las estructuras fundamentales
del universo. ¢De dénde provienen estas estructuras? Pueden ser imaginarias o
reales, visuales o mentales, estaticas o dindmicas, o puramente utilitarias. Su
origen puede residir en el mundo real que nos rodea, o en las profundidades del
espacio y del tiempo, o pueden residir en la actividad de la mente humana. La
idea de estructura conduce a la definicibn moderna de la matematica,
comunmente aceptada hoy dia por los matematicos: La matematica es la ciencia

delasestructuras.

4.2 Representaciones y enseilanza de la matematica (EM).

Las representaciones ocupan hoy dia un lugar central en la ensefianza de las
matematicas. Se le han dedicado reuniones cientificas especificas,
monografias, conferencias y articulos de revistas (Janvier, 1987; Goldin, 1998;
Godino y Batanero, 1998; Cobb, Yackel y McClain, 2000; Golding, 2002; Hitt,
2002; Godino, 2002), lo que resalta la importancia de las representaciones para
la ensenanza de la matematica, y al mismo tiempo su complejidad. La razén de
este interés se deber encontrar en el hecho de que hablar de representacion,
como ya se anotd con anterioridad, equivale a hablar de conocimiento,
significado, comprensién, modelizaciéon. Sin duda, estas nociones constituyen
el nucleo central, no sélo de la matematica, sino también de la epistemologia,
psicologia y demads ciencias y tecnologias que se ocupan de la cognicion

humana, su naturaleza, origen y desarrollo. Esta diversidad de disciplinas
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interesadas por la representacién es la razén de la diversidad de enfoques y

maneras de concebirla.
4.3 Caracter computacional-representacional de la matematica.

Otra caracteristica de la matematica es su alto nivel representacional y de

abstraccion.

Un ejemplo de la anterior caracteristica estd contenido en la definicién de
funcién de una variable real de valor real. Desde el punto de vista conjuntista, la
definicién de funcién puede enunciarse como sigue: sean A y B dos conjuntos de
numeros reales. Una funcién de A en B es una regla que asigna a cada elemento
del conjunto A un tnico elemento del conjunto B. Para hacer operativa la anterior
definicién es necesario usar simbolos (representaciones) tanto para la funcién
como para el valor que ella adquiere en un determinado elemento del conjunto
A, valor que pertenecera al conjunto B. A tal efecto, dendtese por la regla de
asignacién, por un elemento cualquiera del conjunto A, y por el elemento de B

que se le asigna a mediante laregla . La notacioén:
f:4A— B,
indica que la funcién se define entre los conjuntos A y B. La notacion:

y=f(x),

dice que el valor que toma la funcién fen el elemento X de A es el elemento ) del

conjunto B. En la terminologia matematica, el conjunto A se denomina dominio
de f, el conjunto de los valores que toma f en B se denomina 4mbito de f
que puede o no ser todo B. El simbolo X se denomina variable independiente, y
y se denomina variable dependiente. Como un ejemplo concreto de funcién se
tiene la regla f “elevar al cuadrado”. Sea A el conjunto de los niimeros reales

R. Cuando se aplica tal regla a cualquier elemento del conjunto se tiene
f(x)=x7, VxeR.

De nuevo se tiene un nimero real, que se denota por ). Luego, puede escribirse

y=x
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Dado que el cuadrado de un numero real es siempre no negativo, el ambito de la
funcién ejemplificada es el conjunto de los niimeros reales no negativos,

caracteristica que puede enunciarse como:
f(x)>0, VxeR.

Conociendo la regla de asignacion, es decir f se pueden calcular algunos
valores de ) y producir una tabla de valores. Si se tiene un sistema de

coordenadas rectangulares, puede ubicarse cada par (X,)) de la tabla en tal
sistema, unirlos mediante una linea continua, obteniéndose asi una imagen

(representacién) de la funcién, como se ilustra en la Figura 2.

X

Figura 2. Grafica de la funcién y=x2

Las graficas (imagenes) desempenan un papel muy importante en todo el
proceso de ensenanza-aprendizaje de las matematicas, basta inspeccionar un
texto moderno de célculo (Larson et al., 2006), debido a que ellas nos permiten
comprender muchos conceptos tedricos, y en algunos casos, como en el
concepto de vector, son imprescindibles para su comprensiéon y sus

aplicaciones de orden practico, como por ejemplo alafisica,.

Suponer ahora que se tiene dos funciones g f, definidas sobre el conjunto de los

ntmeros reales :R

f,g:R—>R
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Como al evaluarlas en cualquier ntmero Rxé€, los resultados son los dos
numeros reales f(x),g(x); con tales nimeros se pueden realizar las cuatro
operaciones basicas de suma, resta, multiplicaciéon y divisién. Por ejemplo, la

suma de las dos anteriores funciones se denotapor f +g que se define como:

(f +8)x) = f(x)+g(x)

Se obtiene asiuna nueva funcién, sumando los valores de cada una de ellas. Las
demads operaciones se definen de forma similar. De suerte que se han
combinado (computado) dos representaciones para obtener una nueva

representacion, usando para ello unaregla precisa.

Dado que la suma y el producto de dos funciones de una variable real de valor
real es de nuevo un numero real, tales operaciones poseen las mismas
propiedades que la suma y multiplicacién ordinaria de ntimeros reales. El
conjunto de todas las funciones de una variable real de valor real, definidas
sobre el conjunto de los numeros reales, tales como las llamadas funciones
continuas, forman, respecto de la suma y multiplicacién de funciones por

numeros reales, una estructura abstracta, que se denomina espacio vectorial.

La aritmética, el algebra, la geometria euclidiana, la geometria analitica, el
calculo diferencial e integral (en una y varias variables), las ecuaciones
diferenciales (ordinarias y parciales), y la estadistica, por mencionar solamente
algunas &areas de la matematica, hacen uso de todo los tipos de
representaciones para poder explicarse. Las areas mencionadas, excepto la
aritmética, hacen parte de la formacién matematica universitaria que hoy dia se

imparte alos estudiantes de ingenieria.

Se recuerda, que las matematicas se usan para modelar y resolver problemas
del mundo real, pero si antes no se tiene una conceptualizacién de lo que las
matematicas mismas son, entonces se corre el peligro de aplicarlas mal, y por

ejemplo, realizar disennos no adecuados a necesidades de orden practico.

Finalmente, un adecuado equilibrio entre lo abstracto de las matematicas y sus
aplicaciones en contextos dados, representa un avance significativo en la
ensenanza de tal ciencia. Esto es de vital importancia cuando se ensenan
matematicas a los estudiantes de ingenieria. El resultado final de la ensefianza

de las matematicas no puede Unica y exclusivamente valorarse por las
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destrezas que adquieren los estudiantes para manipular expresiones
simbdlicas. Es posible que un estudiante, después de ensenarle el concepto de
integral definida, pueda calcular algunas integrales de tal tipo, pero si no es
capaz de explicar el concepto mismo de integral definida, significa que algo
anda mal en el proceso de ensenanza- aprendizaje de tal concepto; lo que es
indicativo de que el estudiante pueda tener dificultades de tipo cognitivo para
entender toda la simbologia y el caracter abstracto que hay detras del concepto

de integral definida.
4.4E1 MCRMAT.

El modelo computacional representacional de la matematica, MCRMAT,
considera que desde el punto de vista interno de la matematica como ciencia, la
matematica realiza computos con representaciones, cuyo objetivo final es la
creacion de estructuras abstractas. Puede pensarse del MCRMAT como un
instrumento tedérico que capta lo esencial de la matematica: su caracter
abstracto, representacional y de estructura. Pero ademas es un instrumento

tedrico parala ensenanza de las matematicas, como se explica a continuacién.
4.5 Unarelacion tripartita.

La Figura 3 muestra las relaciones entre el MCRM, la ensehanza de la
matematica (EM)y el MCRMAT.

Figura 3: Relaciones entre MCRM, EM y MCRMAT

E1 MCRMAT no debe inducir a pensar que las matematicas estan referidas a un
conjunto de representaciones (expresiones simbodlicas) desprovistas de
conexién con cualquier fragmento del conocimiento de los estudiantes a
quienes se les ensenan matematicas. Como consecuencia natural de la anterior
idea es que el conocimiento matematico se reduce a un conjunto de destrezas

para manipular representaciones, que los estudiantes en ocasiones tienen
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dificultades para entenderlas (un problema cognitivo), que a su vez, permiten la
transformacion de una representacién a otra. En realidad, esta es una vision
demasiado pobre de las matematicas, y es uno de los problemas que se derivan
de la ensenanza tradicional de tal ciencia, y que por supuesto debe ser
modificada a través del tiempo mediante nuevos procesos educativos. Lo
anterior es de vital importancia cuando se ensena matematica a los estudiantes
de ingenieria. ELMCRMAT tampoco es un regreso, a ultranza, a la ensenanza de
la abstraccién pura en matematicas, semejante a la ensenlanza de las famosas
matematicas modernas. Las matematicas se ensenan para que los estudiantes
las entiendan, no simplemente para acumular conocimiento matematico, de tal
manera que ellos reinan e integren tal tipo de conocimiento en una concepcion
general que le dé sentido y valore el conocimiento especializado. Para hacer
matematicas, entenderlas y consumirlas, es necesario cambiar en forma radical

la forma como actualmente las matematicas se ensenan.
4.6 ELMCRMAT y el aula de clase.

En una prueba respecto de operaciones matriciales, el autor propuso la soluciéon
del siguiente ejercicio (Grossman, 2008, p. 74):
Sean a,,,4,,0Q,,0dnumerosrealesdadostalesque a,,d,, —d,d;, # 0

Encuentre los nimeros b]1 abmbznbzz tales que

ay  ay ||by by _1 0

ay, ay || b, by 0 1

Como todo profesor de algebra lineal sabe, la respuesta correcta del ejercicio

planteadoes:

by by, _ 1 ay —dp

b, b, Ay dy —aydy | —dy a

Algunas de las soluciones presentadas por los estudiantes consistieron en darle
valores especificos a los nimeros 4;;,a,,a,;,d,, de forma que cumplieran la
condicién dada y luego hallaron los valores de  b,,,b,,,b,,,b,, .Un estudiante
expresé que se acordd que en el bachillerato, algo inusual, el profesor le habia
dado la férmula para calcular la inversa de una matriz y escribié la respuesta

correcta. El concepto de inversa, para la época de la prueba aun no se habia
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ensefnado y por lo demas el estudiante estaba cursando por primera vez la
asignatura. Es algo meritorio que el estudiante en cuestién haya recordado la
féormula para calcular la inversa de una matriz de orden 2, y relacionado, de
alguna manera, la solucién del ejercicio con el calculo de una inversa. Desde el
punto de vista de los estudiantes, el ejercicio se resolvié satisfactoriamente,
pero no es la solucién correcta desde el punto de vista matematico. éPor qué? El
ejercicio esta propuesto para que se halle la solucién general, no una solucion
particular. Las respuestas dadas por los estudiantes son particulares, lo que
evidencia un problema cognitivo, pues no diferencian lo particular de lo general.
La situacién comentada también se presenta cuando se le pide a los
estudiantes que demuestren, por ejemplo, que la suma de matrices es
conmutativa: dan ejemplos de dos matrices especificas, las suman en un orden
y luego en el otro, evidentemente ambos resultados son iguales, y para ellos tal
proceso constituye la demostracién. Las demostraciones son parte importante
de la ensenanza de las matematicas por que contribuyen al desarrollo de
operaciones mentales generales tales como concretar, abstraer, analizar,
sintetizar, comparar, clasificar, particularizar, generalizar; las que se ponen de
manifiesto en cada una de las acciones que conforman desarrollo de la habilidad
de demostrar (Ortiz & Jiménez, 2004).

Al comentar que las operaciones de limite, derivacién e integracién también
pueden aplicarse a funciones de una variable compleja de valor complejo,
incidentalmente se pregunté a los estudiantes que cudl era el significado del

J.: f(x) dx.

Algunos contestaron el simbolo representa la integral definida de la funcién f (x)

simbolo:

en el intervalo cerrado [Cl, b] Otros, que representa el area bajo la curva dela
funcién en el intervalo dado, lo cual no siempre es cierto. No hubo ninguna
respuesta al indagar sobre el concepto de integral definida. Debiera ser obvio,
pero no lo es, que una vez ensenado el concepto de integral definida, el simbolo
que la representa sirviera para recobrar tal concepto. Aqui la dificultad radica
que la prioridad, cuando se ensena célculo integral, es de orden computacional:
se dedica el curso a métodos de integracién y a algunas aplicaciones de la
integral, y se pierden de vista los conceptos fundamentales que sustentan al de
integral indefinida y definida. Al proceder de tal forma, es improbable que un
estudiante recobre el concepto de integral definida una vez tenga ante si el
simbolo con que se lo representa. Situaciones como las anteriores son comunes

enlas clases de matematicas y se evidencian en las evaluaciones.
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El autor ha utilizado el MCRMAT para estructurar la enseianza de ciertos
topicos, a manera de diseno experimental, en algebra lineal, y variable
compleja. La comprensién de los conceptos subyacentes a las representaciones
mejoré notablemente, cuando se compararon con los mismos tépicos

ensenados en cursos anteriores siguiendo el método tradicional. Por supuesto,

REPRESENTACIONES

EXPLICACION
ABSTRACCION
ESTRUCTURA

los resultados son parciales

COMPUTACION

RESOLUCION DE
PROBLEMAS

APLICACIONES -
\./
Figura 4: EIMCRMAT y la clase de matemaéaticas

En la Figura 4 se presenta un esquema general usado por el autor en la
preparacién de una clase con el MCRMAT. A los estudiantes se les hizo una
corta exposicién sobre teoria de representaciones; se les explicé el MCRM, y se
hizo énfasis en el caracter representacional de la matematica, apelando a su

definicién moderna, llegando de manera natural al MCRMAT.

El esquema de la Figura 4, y como su consecuencia légica, es el usado para
preparar las evaluaciones y retroalimentar todo el proceso de ensenhanza
aprendizaje. Lo anterior, puede ayudar en el descubrimiento de las dificultades
cognitivas que puedan tener los estudiantes respecto de la comprension y
utilizaciéon de las representaciones usadas cuando se ensefa un tema particular
de matemaéticas.
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El MCRMAT y uso de tecnologias de la informacion en la ensenanza de

las matematicas.
5.1 Introduccion.

Se han escrito libros y articulos (Dorfler, 1993, Rabardel, 1995; Balacheff y Kaput,
1996; Moreno, 2001) sobre el tema del uso de tecnologias de la informacién en la

ensenanzade las matematicas.

En nuestro pais (Ministerio de Educacién Nacional, 2001) se han venido
desarrollando proyectos de incorporaciéon de calculadoras tales como la TI-89,
TI-92 (en realidad deben llamarse minicomputadoras) y el sistema Cabri-

Géometre, enla ensenanza de las matematicas.

En el Departamento de Fisica y Matematicas de la Universidad Auténoma de
Manizales (UAM), se esta desarrollando el proyecto “Incorporacién de Nuevas
Tecnologias a la Ensenanza de la Matematica” al interior del Grupo de
Investigacién “Fisica y Matematicas con Enfasis en la Formacién de
Ingenieros” (Clasificacion D de Colciencias). Como un producto de tal
investigacién, el autor, uno de los investigadores principales, escribié (Toro,
2009) un libro introductorio sobre el uso de Matlab. Actualmente esta
escribiendo un texto de calculo integral mediado con Matlab como herramienta

de célculo numérico, graficoy simbdlico.
5.2 EILMCRMAT y sistemas representacionales artificiales

Lenguajes de programacién como Matlab y Mathematica, incorporan, ademas
de sistemas de representacion numérico y grafico, un sistema representacional
que permite realizar computos algebraicos. Esto significa, que ademas de
realizar calculo numérico y graficar ecuaciones, tales lenguajes permiten hacer
coOmputos simbdlicos. Operaciones tales como factorizacién de polinomios,
derivacién e integracién simbodlica (en una, dos y tres dimensiones),
simplificacion de expresiones algebraicas y trigonométricas, calculo simbdlico
de determinantes (orden dos y tres), operaciones con matrices simbodlicas,
descomposicién en fracciones parciales, soluciéon de algunas ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, por mencionar solamente unas pocas, son

realizadas eficientemente en tales sistemas representacionales. Asi, un tal
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sistema puede verse como un sistema cognitivo artificial inducido por el
MCRMAT, pues revela, no solamente, el caracter computacional-
representacional que tiene la matematica, sino su accién a través de medios
artificiales. Es cognitiva, porque tales sistemas representacionales realizan
actividades semejantes a las cognitivas de la mente (memoria, analisis,
computaciones, toma de decisiones, entre otras) y artificiales, porque son
llevadas a cabo por un agente externo a la mente, la computadora. Como
consecuencia de lo anterior, la ensefianza de la matematica puede y debe ser

mediadausando sistemas representacionales como los ya mencionados.

Hace treinta anos, la habilidad para manejar una tabla de logaritmos o una de
funciones trigonométricas, y usarlas para resolver problemas, por ejemplo en la
solucién de triangulos oblicudngulos, era considerada como auténtico
conocimiento de matematica pura. Hoy dia, usando Matlab, se puede generar
una tabla de logaritmos naturales o decimales, de los primeros diez mil nimeros
naturales en cuestién de minutos. Lo mismo puede comentarse de una tabla de
valores de la funcién seno o coseno para un intervalo dado de angulos. De suerte
que los sistemas representacionales artificiales han cambiado la forma como se
aprecia lo que respecto a un tépico, se considera que ello es conocimiento
matematico. Lo més importante, respecto alos logaritmos, es que un estudiante
entiende su concepto, deduzca a partir de él sus principales propiedades, como
también sea capaz de usarlas en diferentes contextos de aplicacién: que si es
auténtico conocimiento matematico. Los calculos numeéricos involucrados,

pueden dejarse a una computadora o a una minicomputadora como la TI-92.

Algo similar sucede con las graficas. Un estudiante de ingenieria debe ser
capaz de graficar a lapiz y papel ciertas funciones sencillas. Sin embargo, en
ocasiones, existen funciones cuyas graficas son muy complicadas, y tal tarea
deber ser dejada a un sistema computacional graficador. No es tarea facil
graficar, en coordenadas polares, con lapiz y papel, lafuncién 7 =3 sen(40)

(rosa de ocho pétalos). Por lo demas, hoy dia, es practicamente imposible
estudiar geometria diferencial sin el auxilio de graficadores y sistemas

algebraicos de computo (Toro, 2005).

El uso de sistemas representacionales artificiales numéricos, gréaficos y
algebraicos, permiten estudiar una situacién matematica dada desde

cualquiera de los tres puntos de vista: numeérico, grafico o simbdlico. Pero lo méas
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importante, desde el punto de vista cognitivo, es que tal situaciéon puede
estudiarse integradamente desde los tres puntos de vista. La anterior
integracién abre la posibilidad de establecer nuevas relaciones entre los tres
tipos de representacion, y por lo tanto, emerge una mayor elaboraciéon
conceptual de los objetos matematicos involucrados en la situacién bajo estudio.
Se concluye entonces que tales sistemas son aptos para la ensenanza de las
matematicas, y su uso para tal fin representa un punto de inflexién en la
ensenanza de tal ciencia.

No debe pensarse de los instrumentos tecnolégicos para la ensenanza de las
matematicas como “simples protesis para la accion”. Tales instrumentos deben
verse como reorganizadores de todo el funcionamiento cognitivo, y de hecho
contribuye al rediseno de estrategias en la resolucién de problemas y a la
reconceptualizacion mediante la sustitucién de un sistema de representacion,
como el mismo autor ha experimentado durante los anos que lleva usando
Matlab y Mathematica como instrumentos, no solamente para sus
investigaciones, sino también para la ensefanza de la matematica, como los
experimentos llevados a cabo en la ensefianza de algunos temas de variable

compleja.

Finalmente, uno de los objetivos de nuestro grupo de investigacion en la
implementacién de tecnologias en la ensenanza de las matematicas, es el de
entender como se debe realizar tal implementacién, debido que ante los
sistemas de representacion artificiales, solamente se tiene dos posibilidades:
(i) entenderlos como herramientas de amplificacién, (ii) entenderlos como
herramientas de reorganizacion y pasar de la amplificacién a la reorganizacion
no es tarea facil. De hecho se debe trabajar en el marco de un curriculum ya
establecido, pero la idea es que las innovaciones exitosas tendran la capacidad
de “erosionar” los curriculos tradicionales. La comprensién que se alcance
sobre el conocimiento producido con la mediacién de las herramientas
proporcionadas por las tecnologias de la informacién, se torna de vital

importancia parala ensenanza de la matematica.

Finalmente, se debe puntualizar que si bien debe promoverse el uso de las
tecnologias de la informacién en la ensefianza de la matematica, tal uso debe
ser racional: existen momentos preciso en los cuales tales tecnologias deben ser

implementadas.
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Conclusiones

Algunas conclusiones que se desprenden del articulo son;

1. E1 MCRM es importante porque permite entender, desde el punto de
vista abstracto, como la mente puede producir el pensamiento.

2. El1 MCRMAT emerge de la estructura interna de la matematica como
ciencia.

3, E1 MCRMAT es un instrumento tedrico que puede utilizarse para la
ensenanza de la matematica. Es una herramienta conceptual que permite
evidenciar problemas cognitivos que puedan presentar los estudiantes en el
proceso de aprendizaje de tal ciencia.

4, E1 MCRMAT es una herramienta tedrica que permite entender la
necesidad actual de usar tecnologias informéticas en la ensenanza de las
matematicas, ya que existe una relaciéon directa entre los sistemas cognitivos

artificiales, la enseflanza de las matematicas y el MCRMAT.
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